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Correction Devoir surveillé n°0 révisions

2 0 0 0
Exercice 1. On considere les matrices suivantes. A=|1 3 -1|,P=]1
1 1 1

Pour tout A € R, on note Ej (A) = {X € 43,1 (R),AX = AX}.

0 0 O
1. OnaA-2I=|1 1 -1].
1 1 -1

Plusieurs méthodes courtes :
Cette matrice posséde deux colonnes égales (C; = C, ou 2 lignes égales ou une ligne de zéro, ou colonnes liées

etc..) donc’ elle est non inversible |
Déterminons E, (A).

x
SoitX=|y|€ets:(R).
z
-1 1
XeEyA) e A-2DX=0ox+y-z=0X=y| 1 [+z|0],(y,2) eR%
0 1
-1 1
D'out| Ex(A)=vect|| 1 |,{0]|. |NB:onvavoir dans le chapitre 2, qu'il ne faudra pas s’arréter a ce résultat
1
-1 1 1
2. On fait une réduite de Gauss, on trouve que P est inversible et| P~! = % 1 -1 1
1 1 -1
0 4 0}/0O 1 1 2 0 2
3. Par calcul direct, on trouve que A = P"1AP = % 2 =2 2|1 0 1|=||0 2 0] |, cette matrice est
2 2 =2 1 0 0 0 2

bien triangulaire supérieure et on remarque que| A =2.1+]J.

4. (a) Par calcul direct, J? = 0, puis par récurrence immédiate que J* = 0 pour tout entier naturel k > 2.

(b) ATl’aide la formule du bindme de Newton, exprimons A", n € N* en fonction de L et J.
OnaA =2.I+] et 2] et] commutent donc d’apres la formule du bin6me de Newton, pour n € N* :

n 1
A"=@I+D"=) (n)]k(ZI)"_k =) (n)zn_klk car J* = 0 pour tout entier naturel k > 2.

i=o\k io\k
1 0 n
Dot pour n € N* : A" = I+])" = (§)2"1+(})2" 1) = 2"+ n2"" '] =2""12I+n)) =| 2"{0 1 ©
0 0 1
De plus pour n = 0, on a 21 +])° = I et la formule précédente est aussi valable au rang 0. Donc

pour tout entier naturel n, A" =2"1 + n2n-1y,

(c) On montre par récurrence, grace a la question 3, que pour tout entier naturel n (a vous de le faire),
A" =PA"P~L,
Puis d’apreés la question précédente, et par propriétés matricielles : A” = P(2"I + n2""'J)P~! = 2" +
n2"-1pjp~1.

Or,comme A =2I+Jalors]=A-2Id’ou PJP ' =P(A-2D)P ! = .

Finalement pour tout entier naturel 7 :

2 0 0
A =2"T+n2" Y A-2D) =2""Y(2-2mI+nA) =2"1|n 2+n -n
n n 2—n
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Exercice 2. D’apres eml 2021 Toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace pro-
babilisé noté (2, «,P).

On considere une urne contenant initialement une boule bleue et une boule rouge. On procede a des tirages suc-
cessifs d'une boule au hasard selon le protocole suivant :

— si on obtient une boule bleue, on la remet dans I'urne et on ajoute une boule bleue supplémentaire;
— si on obtient une boule rouge, on la remet dans l'urne et on arréte I'expérience.

On suppose que toutes les boules sont indiscernables au toucher et on admet que 'expérience s’arréte avec une
probabilité égale a 1. On note N la variable aléatoire égale au nombre de boules présentes dans I'urne a la fin de
I'expérience.

1
nn-1) )
Pour tout k € N*, on note : B : « on obtient une boule bleue au k*™ tirage »
Ry « on obtient une boule rouge au k*™® tirage ».
Soit n e N\ {0, 1}.
Lévénement [N = n] est réalisé si et seulement si lorsque I'expérience s’arréte, I'urne contient n boules,
c’est-a-dire n — 1 boules bleues et 1 boules rouges. Autrement dit, [N = n] est réalisé si et seulement si,
lorsque 'expérience s’arréte on a ajouté n—1—1 = n—2 boules bleues dans l'urne, c’est-a-dire si et
seulement si on a pioché n — 2 boules bleues puis la boule rouge. Ainsi :

1. (a) Montronsque: YneN\{0,1},P([N=n]) =

IN=n] = Bin...nB_anRy—1

On en déduit par la formule des probabilités composées avec P(B1N...NB,_2) #0:
P(IN=n])=P(BiN...NnBpr_2NRp-1)
=P(By) x Pg, (B2) x Pg,nB, (B3) X +-- X Pp;n..nB,_3 Bn-2) X PB,n..nB,_, Rn-1)
1 2 3 n-2 1

273 4 Thn-1n

1 1
Car:P(B;) = X PB,n.-nB,_, (Rn—1) = — car chaque boule a méme probabilité d’étre tirée..
n

Plus précisément, sil’événement By N---NB,_; est réalisé, c’est que les n — 2 permiers tirages ont donné
une boule bleue.

Dans ce cas, I'événement R,,_; est réalisé si et seulement si lors du (n — 1)®™® tirage la boule rouge est
tirée dans 'urne contenant n boules.

Finalement, en procédant a des simplifications successives, on obtient, pour tout n € N\ {0,1} :
_ 1
T m-n’

P([N=n])

(b) La va.r. N admet une espérance si et seulement si la série )} n[P([N = n]) est absolument convergente.
n=2
Cette série étant a termes positifs, cela revient a démontrer qu’elle est convergente.
N-1

N N
1
Soit N = 2. Z nP(IN=n]) = Z n Z — par décalage d’indice.

n=2 n=2 n(n-1) - n=11
1
Or la série Z — est une série de Riemann d’exposant 1 (1 < 2). Elle est donc divergente.
n=1 1
Ainsi, la série Z nP(IN = nJ) est divergente.
n=2

On en déduit que | la v.a.r. N n'admet pas d’espérance.

2. Fonction Python complétée qui renvoie une simulation de la variable aléatoire N.

import random as rd
def simuleN() :%
b =1 # b désigne le nombre de boules bleues dans l'urne
while rd.random() < b/(b+1) : #proportion de bleues dans l'urne
b = b+l #mise & jour du nombre de boules bleues
N = b+1 #nombre total de boules bleues & la fin de 1l'expérience
return N

Exercice3. Déterminons les solutions des équations différentielles suivantes d’inconnues y € €' (R,R) :
1. (E}):y' -3y=e3*+6.
On commence par résoudre son équation homogene associée (Hy)y' —3y =0.
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constants. Lensemble de ses solutions est
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donc:| {x — Ae**|A e R}.

» On cherche ensuite une solution particuliere de (E;).

Comme le second membre de (E;) est une somme, on cherche :

- une solution particuliere iy de (E})y' -3y =e™3%,

- une solution particuliere g; de (E"1)y' -3y =6.

Par principe de superposition, la fonction f; = k) + g; sera une solution particuliere de (E;).
¢ Cherchons une solution particuliére de (E’l).
Comme le second membre de (E’l) est x— e~3*
(E)).

, on cherche une fonction de la forme x — Ae3* solution de

Soit A € R. On note alors A : x — Ae~3*. La fonction h; est bien de classe C! sur R.
hy est solution de (E}) & Vx € R, —3Ae 3" =3 e =3 & —6Ae 3 =3 o (1+60)e 3 =0« (1+6A) =
0 (carVxeR,e3*#0) o A= —%.

Ainsi, la fonction h; : x — —%e’“ est une solution particuliere de (E’l).

» Cherchons une solution particuliere de (E";). g; est solution de (E"}) © Vx € R, g{ (x)-3g81(x) =6 —3c=
6o c=-2.
Ainsi, la fonction g; : x — —2 est une solution particuliere de (E";).

On en déduit alors| 'ensemble des solutions de (E;) : {x — Ae3* — t—lse‘“ -2 |/ AeRL

2. Résolvons (Ep):2y" -3y +y = xe*.
« On commence par résoudre son équation homogene associée (E;) :2y" -3y’ +y = 0.
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants. On détermine donc les racines de
son polynéme caractéristique : Q(x) = 2x2-3x+1=2(x-1)(x—1/2).
Les racines de son polynome caractéristique sont donc :
x1 =1etxp =1/2. Comme x; # X, 'ensemble des solutions de (E’Z) est:
{x— Ae* + pel2*|(\, p) e R?.

¢ On cherche ensuite une solution particuliére de (Ej).
Comme le second membre de (E,) est x — xel** et que x1 =1 et x» # 1, on cherche une solution de (E,) sous
la forme x — (ax? + bx)e*.

Soit (a, b) € R?. On note alors gix— (ax? + bx)e* une solution particuliere.

La fonction g est bien de classe C? sur R et, pour tout x € R :

g'(x) = Rax +b)e* + (ax? + bx) x e* = (ax* + (2a+ b)x + b)e*

g"(x) = 2ax+ (2a+b))e* + (ax? + (2a+b)x + b) x e* = (ax? + (4a+ b)x +2a+2b)e*.

Ainsi :

2g"(x)-3g'(x) + g(x) = Rax+ (4a+ b)) e*.

On obtient :

gestsolutionde (Ep) © VxeR,2g"(x)-3g'(x)+g(x) = xe* © 2ax+4a+b))e* = xe* © VxeR,2ax+(4a+b) =
x(carVxeR, e 3 #0) & 2a=1,4a+b=0ea=1/2,b=-2.

Ainsi, la fonction g : x — (1/2x? — 2x)e* est une solution particuliere de (Ey).

On en déduit que I'ensemble des solutions de (E») est :

{x— Ae® +uel’?* + (1/2x* —2x)e*/ (\, p) € R?}.

PROBLEME. D’apreés EML 1996 et Ecricome 2005
Ce probleme est constitué de deux parties totalement indépendantes.
Partie A:

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =

X
er+1
1. (a) Montrons quef est paire sur R.
On apourtoutréel x:sixe Dy, —x€ Dy et
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(b)

(©)

(d)

(e

Donc| f est paire.

f est €' sur R en tant que quotient de fonctions C! sur R dont le dénominateur ne s’annule pas
(car VxR, e®* +1>0).
Deplus,onaVxeR:

e* (e +1)—e¥e? 2 ¥ — %

fl =
(e2x+1)? (2% +1)°
e* 5
= | ——=(1-e&*
(e2*+1) ( )
f(x) estdu signe de (1-e**) car VxR, % > 0 d’ol1 le tableau suivant :

X —00 0 +00
1-e%* + 0 -
(% + 0 -
fw Jo o 3 N\ 0
f est donc strictement croissante sur R~ et strictement décroissante sur R*.

X
NB : Pour la limite en —co: f (x) = 5

e 41
fx)—o0.
Montrons qu'il existe un unique réel £ € R, tel que f(£) =¢.
On étudie les variations de la différence : g (x) = f (x) —x, car g(x) =0« f(x) = x.

— 0 (pas de forme indéterminée) et en+oo on a par symétrie

g est C! sur R par différence de fonctions C! sur R et
g’ (x) = ex_—e?;x -1
(e2*+1)°
NB : on ne sait pas factoriser simplement...
Mais sur R™, on a f(x) > 0 (d’apres la question précédente) donc f(x) > x et f(x) = x n'y a pas de
solution.
SurR™: f’(x) < 0donc g’ (x) < 0 par somme de nombres négatifs.
On a donc g qui est continue et strictement décroissante sur R* donc bijective de R* dans
xliIng(x),g(O) =]-00,1/2].

Comme 0 € ]-oo,1/2] alors I'équation g(x) = 0 a une unique solution ¢ sur R*. Donc

il existe un unique réel £ € R, tel que f(¢) = £.

1
Justifions que:0<{ < > (Données numériques : e/? =~ 1,65 et e =~ 2,72 au centiéme pres).

Onag(l/2)=f(1/2)-1/2.

Or, f(1/2) =e'/?/(e+1) =1,65/3,72 et 2 x 1,65 =3,3 < 3,72 donc

g(1/2)=f1/2)-1/2<0.

Par conséquent, g (0) = 1/2 = g (£) = g(1/2) et comme g est strictement décroissante sur R* et qu’ils en

sont éléments, 0 < ¢ < >

N | =

Donc| I'équation f (¢) = £ a une unique solution £ et 0 < ¢ <

Montrons que pour tout réel x=0: | f'(x)| < f(x).

Pourx=0ona |f' (x)|=-f"(x) et
X _ ,3x X _x+3x_x 2x+1
|f’(x)|—f(x) _ e -—e - e2x= et +e 6(29 )
(62x+1) l1+e (e2x+1)
—2e*
= —= <o
(e2*+1)°

Et comme f est maximale en 0, (car sa dérivée s’annule en 0 en changeant de signes) on a bien

pourtoutréel x=0:|f'(x)| < f(x) < f(0) = %
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NB:Pourx<Oona|f’ (x)| = f'(x) et

, ~ ~ ex_esx ~ e ~ ex_63x_ex(82x+1)
|f (X)| fo = (eZX+ 1)2 1+e2x (er+1)2
—2¢3%

(f) Vérifions que f([0, %]) <o, %]-

D’apres les variations de f, et f continue on a f([O,%]) = [f(1/2),1/2], or f(1/2) < 1/2 d’apres 1d) et
f/2)=o.

Ainsi,| f([0,3]) = [f(1/2),1/2] < [0, 3].

2. On définit la suite (1) zen par :

up=0 etVneN Uns1 = f(uy)

1
(a) On démontre par récurrence que, pour tout n € N un €10, 5]'

— Inialisation : pour n=0ona ug = 0¢ [0, ]. Donc I'initialisation est vérifiée.

— Heérédité : soit n un entier naturel fixé tel que u,, € [0, %] alors d’ apres la question 1f), f(u,) €[0,1/2]
donc up4 €[0,3]. Lhérédité est vérifiée.

1
— Conclusion :| pour tout entier n: u; € [0, 5].

(b) Montrons que, pour tout n € N:

1 _ 1
lups1— L) < Elun—el puis  |u,—0|< il

Ona:
- f continue et dérivable sur [0,1/2]

-|f'x)| = § sur [0, 3]
-upetle [0,%]

alors d’apres I'inégalité des accroissements finis appliqués a f, u,, £ sur [0,1/2] :

1
|f un) = O] = lupsr -0 < > lun =101

1
on+l’

On montre alors par récurrence que : pour tout entier 7 : lu, — 0 <

— Inialisation:pourn=0 |uyy—¥€|={(< % = WDonc I'initialisation est vérifiée.

" . . . 1
— Hérédité : soit n un entier naturel fixé, tel que |u, — €| < alors |uuq — €| < Elu" —f=<-.

on+l

1
Pk I’hérédité est vérifiée.

1
— Conclusion :| pour tout entier 7 : lu, — 0| < ST

1
(c) Comme |%‘ <lona (%)n = 0.Puispar théoreme d’encadrement (0 < |u,—¢| < T ), lun — 0 0

et donc| la suite (u,) converge vers .

(d) Informatique :

i. Fonction Python f qui prend en entrée un réel x et qui calcule f(x).

import numpy as np

def f(x):
y=np.exp(x)/(1+np.exp(2*x))
return y

DSOrevisions 5



ii. En utilisant la fonction f précédente, fonction SuiteU qui prend en entrée un entier positif z et qui
calcule u,,.

def suiteU(n) :
u=0
for i in range(l,n+1) :
u=f (u)
return u

iii. En utilisant la fonction SuiteU précédente, comment peut-on obtenir a 'aide de Python une valeur
approchée de £ 2 1076 pres?

<1076,

u,, donnera une valeur approchée de € 2 1076 prés si |u,, — £| < 107 ce qui sera réalisé si il

1
Onrésout: —— <1070 & 2" >10°% (n+1)In226In10 & n = 8810 7,
on+l In2

n étant un entier, on doit prendre la partie réelle du nombre.

int(np.ceil(6* np.log(10) / np.log(2) - 1))
SuiteU(N)

Partie B:
On consideére, pour tout entier naturel n, 'application ¢, définie sur R par :

VXER, @p(x)=(1-x)"e
ainsi que l'intégrale :
1
In= f @n(x) dx
0

1. Calculons Iy, I;.
o et 1 sont des fonctions continues sur [0, 1] donc les intégrales sont bien définies.

1 1 ! 1 1
Onalo:f Po (x) dxzf e ¥dx=
0 0

2x — __e—2+_

——e .
0 2 2

1 1
Puis I; =/ @1 (x) dxzf (1-x) e **dx,
0 0

on intégre par parties avec u(x) = (1-x): ' (x) = -1: 0" (x) = e 2 p(x) = —%e‘zx les fonctions u et v étant
de classe C! sur [0,1]ona:

1 Lort
I, = [——e_zx(l X) —f —e % dx
2 o Jo
1 1 111 1
= ——[——e‘zx =—+-e2--
2 4 0o 2 4 4
1 1
= | -+-e?
4 4

2. Déterminons le signe de I, pour tout entier naturel n. Tout d’abord ¢, est continue sur [0,1] en tant que
produit et composée de fonctions continues sur [0,1]. Donc I, est bien définie pour tout entier naturel n.
Pour déterminer le signe de I,;, on cherche celui de son contenu :

Pour tout x € [0,1] : (1 — x)" e2* = 0 donc comme les bornes de I'intégrale sont dans I'ordre croissant (0 < 1),

1
on a par positivité de I'intégrale :| I, = f @n (x) dx = 0 pour tout entier naturel 7.
0

1 1 1
3. (a) Pour tout entier n € N, I,;4; - I, = f Pni1 (X) dx —/ @n(x)dx = f [@n+1(0) —@p (0)] dx | (par
0 0 0

linéarité de I'intégrale).

(b) Puis pour comparer I, et [,,4; on compare d’abord leurs contenus :

A=-x)"e 2 _(1-x"e > =(1-0"1-x-1)e >

—x(1-x)"e?*<0sur [0,1]

Pn+1(X) — @y (X)
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Donc @41 (x) < @y (x) sur [0,1].
Comme les bornes sont croissantes (0 < 1) alors par positivité de I'intégrale :

1 1
f Ppt1(x)dx < f @y (x) dx et par conséquent : | la suite I, est décroissante.
0 0

(c) En déduire que la suite (I,;) ,eny €St convergente. On note ¢ sa limite.
La suite I,, étant décroissante et minorée par 0, d’apres le théoréme de convergence monotone,

I, est convergente vers une limite ¢ = 0.

(d) Alaide d’'une intégration par parties, montrons que :

VneN, 2l,1=1-(n+1I,

1
Onal,; = f (1-x""e**dx on pose u(x) = 1-x)"" v/ (x) = -+ DA -x)": V' (x) = e :
0

v(x)= —%e‘zx les fonctions u et v étant de classe C! sur [0,1] on a:

1 1
n+1
—f T (1-x"edx
o 2

0

1
In+1 — [__e—Zx(l_x);Hl
2
1 n+l1 !
f(l—x)”e‘zxdx
0

2 2

%[1—(n+1)1n]

et donc

VneN, 2l,.q=1-m+1I,

(e) D’apres la question 3c), I,, converge vers £ = 0.
Supposons que £ # 0.
Alors, comme 21,41 =1 - (n+1)I, on a en faisant tendre 7 vers +oo dans cette égalité :
20=1-€x lim (n+1),or—¢x lim (n+1)=-o00
n—+oo n—+oo
On aboutit donc a une absurdité, (£ # —oo) d’ot1 £ = 0.

Conclusion :| I, — 0 quand n — +oo.
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