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Extrait du programme

Intégration sur un intervalle quelconque

Cette section vise les objectifs suivants :

— étendre la notion d’intégrale étudiée en premiére année a des fonctions continues par morceaux sur un intervalle quelconque par le biais

des intégrales généralisées ;

— définir, dans le cadre des fonctions continues par morceaux, la notion de fonction intégrable;

— compléter la section dédiée aux suites et aux séries de fonctions par les théorémes de convergence dominée et d’intégration terme & terme;

— étudier les fonctions définies par des intégrales dépendant d’un parametre.

On évite tout excés de rigueur dans la rédaction. Ainsi, dans les calculs concrets mettant en jeu l'intégration par parties ou le changement de
variable, on nimpose pas de rappeler les hypothéses de régularité des résultats utilisés. De méme, dans Uapplication des théorémes de passage a
la limite sous lintégrale ou de régularité des intégrales a parameétre, on se limite a la vérification des hypothéses cruciales, sans insister sur la

continuité par morceaux en la variable d’intégration.

Les fonctions considérées sont définies sur un intervalle de R et a valeurs dans IK, ensemble des nombres réels ou des nombres complexes.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Fonctions continues par morceaux

Fonctions continues par morceaux sur un segment, sur un intervalle
de R.
Intégrale sur un segment d’une fonction continue par morceaux.

Breve extension des propriétés de I'intégrale d’une fonction continue
sur un segment étudiées en premiere année. Aucune construction
n’est exigible.

b) Intégrales généralisées sur un intervalle de la forme [a, +ool

+

(o0}
Pour f continue par morceaux sur [a,+oo[, I'intégrale f f(@)dt

a
X

est dite convergente si f f(t)dt a une limite finie lorsque x tend
a

vers +oo.

Si f est continue par morceaux sur [a,+oo[ et a valeurs positives,

+00 X
alors f f(t)dt converge si et seulement si x — f f(¢)dt est majo-
a a

ree.

Si f et g sont deux fonctions continues par morceaux sur [a,+oo[
+00

telles que 0 < f < g, la convergence de f g implique celle de

[~ “

+00 +

(e.0]
Notations f f, f()dt.

a a
Intégrale convergente (resp. divergente) en +oo.

c) Intégrales généralisées sur un intervalle quelconque

Adaptation du paragraphe précédent aux fonctions continues par
morceaux définies sur un intervalle semi-ouvert ou ouvert de RR.

Propriétés des intégrales généralisées :
linéarité, positivité, croissance, relation de Chasles.

Intégration par parties sur un intervalle quelconque :

b b b
f fg'®dt=[fglo - f fl(Hgt)dt.
a a

Changement de variable :
si ¢ :la,Bl — la,bl est une bijection strictement croissante de

b
classe ‘61, et si f est continue sur Ja,b[, alors f f@®)dt et
a

(f o)(u) (1) du sont de méme nature, et égales en cas de conver-
a
gence.

bf, fbf(t)dt.

Notations f
a a
Intégrale convergente (resp. divergente) en b, en a.

La démonstration n’est pas exigible.

Lexistence des limites finies du produit /g aux bornes de l'intervalle
assure que les intégrales de fg’ et f'g sont de méme nature.

Pour les applications pratiques, on ne demande pas de rappeler les
hypotheéses de régularité.

La démonstration n’est pas exigible.

Adaptation au cas ou ¢ est strictement décroissante.

On applique ce résultat sans justification dans les cas de change-
ments de variable usuels.

d) Intégrales absolument convergentes et fonctions intégrables

Intégrale absolument convergente.



INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

CONTENUS

La convergence absolue implique la convergence.
Inégalité triangulaire.

Une fonction est dite intégrable sur un intervalle I si elle est continue
par morceaux sur I et son intégrale sur I est absolument conver-
gente.

Espace vectoriel Ll(I ,IK) des fonctions intégrables sur I a valeurs

dans K.

Si f est continue, intégrable et positive sur I, et si f f@)dt =0, alors
I

f est identiquement nulle.
Théoréme de comparaison :
pour f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a,+ool :

— sif(t) Ml O (g(1)), alors I'intégrabilité de g en +oco implique
celle de f.
— sif (t)t o 2g(¢), alors l'intégrabilité de f en +oo est équiva-
—+00

lente a celle de g.

Fonctions de référence :
pour a € R,

1
— intégrales de Riemann : étude de I'intégrabilité de ¢ — i en

+00,en 0% ;

at

— étude de l'intégrabilité de ¢ — e~ “" en +oo.

CAPACITES & COMMENTAIRES
L'étude des intégrales semi-convergentes n’est pas un objectif du

programme.

fl £, fl F(tydt.

Pour I =[a,bl, (respectivement Ja, b]), fonction intégrable en b (resp.
en a).

Notations

Adaptation au cas d’un intervalle quelconque.

Le résultat s’applique en particulier si f (t)t = o(g(®).
(0]

—+

Lintégrabilité de ¢t — In¢ en 0 peut étre directement utilisée.

Les résultats relatifs a I'intégrabilité de x —

en a peuvent
lx—al®

étre directement utilisés.

Plus généralement, les étudiants doivent savoir que la fonction
x — f(x) est intégrable en a’ (resp. en b7) si ¢ — f(a +1t) (resp.
t— f(b—t)) lest en ot.

G. BOUTARD

Lycée GAY-LUSSAC



1. RAPPELS DE SUP INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Dans tout le chapitre IK désigne R ou C.

I. Rappels de Sup

L.1. Théoreme fondamental de ’analyse et conséquences

~— @) Théoréme 2.1 - Théoréme fondamental de Panalyse

X
Si f est une fonction continue un intervalle I et si a est un point de I, alors la fonction x — f f(@)dt est
a

l'unique primitive de f sur I s’annulant en a.

Démonstration

On note F' : I — K la fonction définie par :
X
Ver,F(x):f f(@)dt.
a

» Montrons que F est bien définie.
Soit x € I. La fonction f est continue sur I donc en particulier sur le segment d’extrémités a et x. Ainsi F(x) existe.

» Montrons que F' est une primitive de f.
Soit xg € I et A € R tel que xg + A € I. Soit € > 0 quelconque. Par la relation de Chasles, on a :

xo+h xo+h
F(x0+h)—F(xo)—h><f(xo):f f@®)dt—h x f(xg) = @)= f(xo)ds.
X0 X0

D’ou,

|F'(xxg + )= F(xo)—h x fxo)l <

xo+h
f IF(6)~ flxo)l dt
x0

La fonction f est continue sur I, donc en xg. D’ou, il existe n > 0 tel que, pour tout ¢ € [xg —n,x0 +n1N I, |f(¢)— f(xg)| < . Dans la suite,
on suppose de plus que he[-n,nlet xg+hel.

e Cas1:h=0.Pour tout t € [xg,x0+ 1], on a [t —xgl < |h|<n. Dou, |f(¢)— f(xo)| < €. Par croissance de l'intégrale, on a :

x0+h x0+h x0+h
[ e dt‘ = [ i reonas [ car<hxe<inixe
o ~ Jx %o
car h =0

e Cas2:h<0.Pour tout t € [xg+h,x9l, on a [t —xgl < |h|<n. Do, |f(¢) - f(xo)| < €. Dans ce cas, par croissance de I'intégrale,
X

xo+h X0 0
[ 0 o dt‘ = [ ro-feords [ cat<-hxe<ibxe
X0 ~ Jxo+h X

0+h

car h <0
Ainsi,

[F(xx0 + 1) — F(xg) —h x flxo)l < <|hlxe.

xo+h
f IF(8)— flxo)l dt
x0

Autrement dit :

<E.

‘F(xo HW-Flx)

h
Ainsi, par définition, F est dérivable en xg et F'(xg) = f(xg). Donc, F est une primitive de f.
» F s’annule en a. a
Par définition de F,on a : F(a) = f f(@#)dt = 0. Donc, F s’annule en a.
a
» Unicité.
Soit G une autre primitive de f qui s’annule en a. On sait que F et G different d’'une constante. Or, G(a) =F(a)=0. Donc, F=G. O

Z® Remarque 2.1

On rappelle que si f est une fonction continue sur I, alors les primitives de f difféerent d’'une constante : si F et G
sont des primitives de f, alors il existe C € K tel que F =G +C.

PSI 2025 — 2026 4 G. BOUTARD



INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE 1. RAPPELS DE SUP

—— Corollaire 2.1

Soit I un intervalle de R.

» Toute fonction continue sur I posséde des primitives sur I.

» Soit f une fonction continue sur I. On considére F une primitive de f sur I. On a :
b .
V(a,b)eIx1, f F(Odt = F(b)-F(@) "2 [Fp)]°.
a
» Soit / une fonction de classe €' sur I. On a :

b
V(a,b)EIxI,f fl(Hdt = f(b)-f(a).

Démonstration

» Conséquence du théoréme fondamental de I'analyse.
» Soit (a,b) € I x I. Considérons G 'unique primitive sur I de f qui s’annule en a. Alors, F' est G different d'une constante. Donc

b
f £ dt = G(b) = G(b) - G(a) = F(b) - F(a).
a

» Conséquence du point précédent (une primitive de f’ est f). m}

I.2. Calculs de primitives et intégrales

— Y Exercice 2.1

Déterminer une primitive de x — x x e3%.

Résolution

On procede par intégration par parties :
u@®)=t d(=1
vit)= g xe

f t><e3tdt=§><e3x—f —Xe3xdt=§><e3x—§><e3x.

Ona:

— Y Exercice 2.2

Déterminer une primitive de Arcsin.

Résolution

On procede par intégration par parties :

u(t) = Arcsin(t) @)= !
t2

1-

df = x x Arcsin(x) + V1 -x2.

X X
f Arcsin(#)dt = x x Arcsin(x) —f tx 5
1-t¢

G. BOUTARD 5 Lycée GAY-LUSSAC



1. RAPPELS DE SUP

INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

— Y Exercice 2.3

1
Calculer f ’ V' 1—-t2dt avec le changement de variable ¢ = sin(x).

V2
Résolution
Ona t | -L 1 et df = cos(x)dx.
2
4

6
Dongc, par la formule de changement de variable :
1 s
f21 vl—t2dt=fi \/1—(sin(x))2><cos(x)dx.
- -z

De plus, pour tout x € [—%, g], ona:cos(x)=0et \/1 — [sin(x))2 — \/(cos(x))2 = |cos(x)| = cos(x).

D’ou,
1 4 z . e
[F VimBa= 7 feospac= [ I g LIoED F _Bx, VEr2
_1 _z _z 2 2 2 _z 24 8
V2 4 4 4
’—Y Exercice 2.4
2 . x
Calculer f —— dx avec le changement de variable ¢ = tan (—)
z sin(x) 2
Résolution
2
Ona x ‘ % z etdt:%X(l+(tan[g)J)dx.
t ‘ 7 1
De plus, on a
2 2tan (¥
sin(x) = 2sin(£) X cos(f) = 2tan(§) X (cos(fn = an(g)
27 TEERITER) T (an(3)
D'ou,
1 1 1 x\)2
sin(x) tan(%) * 9 x (1+ (tan[é)) )
Par la formule de changement de variable, on a :
7 1 7 1 1 2 11 1
f2 . dx:f2 _ ><—x(1+(tan(f]))dx=f1 Le=[mo)t, =&
7 sin(x) z tan(§) 2 2 - t 73 2

— Y Exercice 2.5

2

Déterminer une primitive de f : x — e*” x cos(x) sur R.

Résolution

Pour tout x€e R, ona: f(x)= e\zﬁ xRe (eix) =Re (e(2+i)x)
eR

@+i)x x e2HDx _ 2-i

1
Une primitive de x — e sur R est x €2% x ((cos(x) +1 sin(x)).

2x
Donc, une primitive de f est F :x— e? x (2 cos(x) + sin(x)).

PSI 2025 — 2026 6

G. BOUTARD



INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE 1. RAPPELS DE SUP

— Y Exercice 2.6

1

x—a

Soit @ € C\ R. Déterminer toutes les primitives de la fonction f : x —

Résolution
On note a = @ +1f sous forme algébrique (a et § sont donc des réels). On a :

1 _x—a+if x—a . B

f(x):x—a—iﬁ _(x—(l)2+ﬁ2 _(x—a)2+ﬁ2 +1(x—a)2+ﬁ2.

D’ou,

[roa-[ s WP+ 2 +ifxmdt

On note u(t) = (¢ — a)® + f2, on a u'(£) = 2(t — a). Doty

T1u'@) 1 1 9 9
f (t—a)2+ﬁ2 émdt—gxln(u(x)]—ixln((x )+ p2).
De plus,
B *1 1 (x—a)
———df= — ————dt = Arct .
f(t_a)2+ﬁ2 ﬁ(t—_a)+1 rctan B
p
Donc,
x —
ff(t)dt:%xln((x—a)2+ﬁ2)+iArctan(%).
Ainsi,

1 —
Les primitives de f sont les fonctions x — 5 xIn((x— a’+ ﬁz) +1Arctan (%) +CouCeC.

— Y Exercice 2.7

Déterminer les primitives de f : x— ————— sur un intervalle bien choisi.
x2+6x+8

Résolution

Le discriminant de x2 + 6x+8=0 est A = 4.
Dong, les solutions de x2+6x+8=0sont —4 et —2. De plus, on a x2+6x+8= (x+2)x(x+4).
La fonction f est définie sur 2 =] - oo, —4[U] -4, -2[U] - 2, +ool.

a B

De plus, tout x € Dy, e *
e plus, pour tout x € P, f(x) GiDxGaid) xi2 x+4()

On multiplie (%) par x + 2 et on évalue en —2. On a alors a = 3

On multiplie (%) par x + 4 et on évalue en —4. On a alors f=——

Donc, pour tout x € 2 5

ORI SO B S
Ve xv2 2 x4

1 1 +2
» Sur I1 =]—-o00,—4[, les primitives de f sur I1 sont x — 3 ><1n(|x+2|)—§ ><1n(|x+4|)+C:1n( ‘xj )+C ouCeRR.
V x

» Sur Ig =]1-4,-2[ et I3 =]-2,+00l, on trouve les mémes primitives.

— Y Exercice 2.8

Déterminer les primitives de x — ————— sur un intervalle bien choisi.
x2+6x+9

Résolution

Le discriminant de x% +6x+9 =0 est A = 0.

G. BOUTARD 7 Lycée GAY-LUSSAC



1. RAPPELS DE SUP INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Dong, la solution de x%+6x+8=0est —3. De plus, on a 2 +6x+9=(x+3)2.
La fonction f est définie sur 27 =] - oo, —3[U] -3, +ool.
1
» Sur I1 =] — o0, —-3I. Les primitives de f sur I1 sont x— — 3 +CouCelR.
X
» Sur I =]-3,+ocl, on trouve les mémes primitives.
— Y Exercice 2.9
Déterminer les primitives de x — ——————— sur un intervalle bien choisi.
x“+6x+11
Résolution
Onax?+6x+11=(x+3)2+2>0.
La fonction f est définie sur 27 = R.
1
Soitxe R,ona: f(x)= = .
! 22+6x+11 (x+3)2+2
On factorise le dénominateur par 2 :
1
x)= - x ————.
M
V2
x+3 . 1 ' 1
On note u(x) = ——. La fonction u est de classe €~ sur I et u'(x) = —.
V2 V2
D’ou,
1 2 ! 1
Flx) == x \/_x—z(x) = — xu'(x) x Arctan’ (u(x)).
2 (ww)®+1 V2
Ainsi, 1 imitives de f R sont les foncti L Arctan (u(x)) +C L Arct. (x+3)+C uCeR
insi, les primitives de f sur R sont les fonctions x — — x Arctan (u(x = — x Arctan| — ol .
b V2 V2 V2

— Y Exercice 2.10

-+

Déterminer un primitive de f : x — 5 sur ]0, 3[.
x

32—

Résolution

X4-x3+1
X3-X2-6X’
OnaX®-X2-6X=Xx(X2-X-6)=Xx(X+2)x(X—3)et ce polynoéme est donc scindé a racines simples sur R. Par théoréme, il
existe c1, cg et cg des réels tels que :

Pour cela, décomposons en éléments simples la fraction rationnelle

xX4-x3+1
il B+, 2 % ,
Xx(X+2)x(X-3) X X+2 X-3
ou E est le quotient dans la division euclidienne de x*-x%+1 par x3-x%-6X.
Ona:X*-X3+1=XxX%-X2-6X)+6X2+1etdeg(6X2+1)<deg(X®-X2%-6X).
Donc E=X et

X4-x3+1 c1 co c3

=X+—+ + )
X x(X+2)x(X-3) X X+2 X-3

(%)

On calcule c1.
On multiplie (x) par X, puis on évalue en 0. Il vient :

1
1+2)x(1-8)
D =——.
onc, c1 r
On calcule co.
On multiplie (x) par X + 2, puis on évalue en —2. Il vient :
25
————— =c9.
—2)x(-2-3) 2
5
D =—=-.
onc, cg 5

PSI 2025 — 2026 8 G. BOUTARD



INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE 1. RAPPELS DE SUP

On calcule cg.
On multiplie (x) par X — 3, puis on évalue en 3. Il vient :

55
3x(3+2) ¥
11
Donc, cg = —.
3
Ainsi,
Xt-x3+1 11 5 1 11 1
—— =X-=.=+-. + ==
X3-X2-6X 6 X 2X+2 3'X-3
Donc,
x x 1 1 5 1 11 1 x2 In(Jx]) 5In(lx+2]) 111ln(jx-3|)
Hldt=] t—-=x—4—.—F—x——dt=— — - + .
ff() f 6 1 2112 3 3% 2 "6 2 3
’—Y Exercice 2.11
) . e 3x—1
Déterminer les primitives de f : x — ——————— sur ] — o0, 2[ et ]2, +ool.
(x—2)x(x*+1)
3x—-1 a bxx+e

Indication déterminer (a,b,c) € R3 tel que <D = P + ]

Résolution

On suit 'indication donnée par I’énoncé :

3x—1 _a b><x+c_(a+b)><x2+(c—2b)><x+a—20
x-Dxx2+1) x-2  x2+1 (x—2)x(x2+1)
En identifiant les coefficients :
a+b = 0 a = -b
{0—21) = 3 — {c+2a = 3
a—-2¢c = 1 a-2c = -1

En ajoutant 2 fois la deuxiéme équation a la troisiéme, on trouve 5a =5, donc, a = 1.
Dou,b=-1etc=1.

Donc,
1 -x+1 1 x 1
f@)=——+ =

- - = 4
x-2 2241 x-2 x2+1 x2+1

1
Dong, les primitives de f sur ]—o00,2[ sont x — In(Jx — 2|) — Eln [|x2 + 1“ + Arctan(x)+C ou C € R.

On trouves les mémes primitives sur [2, +ool.

1.3. Sommes de Riemann

~— @) Théoréeme 2.2 - Sommes de Riemann

Soient f € €([a,b],R) avec a < b des réels. On a :

b— n—-1 b— b b— n b— b
aZf(a+k>< “)—»f fHd et aZf(a+kx a)—»f £(o)dt.
n k=0 n n—+oo Jg n ;4 n n—+oo J,
— Y Exercice 2.12
L n
Déterminer la limite de la suite (z,),>1 de terme général u,, = Z n2+ B2
k=17

Résolution

G. BOUTARD 9 Lycée GAY-LUSSAC



1. RAPPELS DE SUP

INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Pour toutn=1,ona:

En notant f :x— I ona:pourtoutn=1,

+a2’ .
1 k
Unp = ;kg’lf(;)

Or, f est continue sur [0, 1], donc par théoréme (somme de Riemann),

1
un—>f ).
n—+oo Jo
De plus,
1 1 1 1 7
t)dt = ——dt = [Arctan(?) |, = —.
[ roa= [~ a=[arano]} =
Ainsi,

7
(un)n=1 converge vers 1

I.4.Etudier une fonction ou une suite définie par une intégrale

— Y Exercice 2.13

X
t
Soit f la fonction définie, pour tout x € R} par : :[ ———d¢.
itf ! ie, pour tout x € R, par: f(x) 1 1+t+e2443
1. Montrer que la fonction f est bien définie et est de classe € sur 10, +ool.

2. Pour tout x € ]Ri, calculer f'(x) et en déduire une expression simple de f.

Résolution
1. Soit x > 0.
t 1
La fonction g :t — —————— est continue sur | —,x| (en effet sur cet intervalle t >0et 1+¢+ 2488 2 0).
1+¢+¢2+13 x
Donc,

f(x) existe.

Soit G une primitive de g sur R}.
Pour tout x >0, on a

f(x):G(x)—G(l).
x

De plus, G est de classe %1 sur IRI (car primitive d’'une fonction continue). Donc,

f est de classe ¢! sur 10, +oo[ (composée).

2. Pour tout x> 0,

1+x

1
f’(x):G’(x)+i2xG’(1) :g’(x)+i2xg’(1) X 1 x X !
X X X X

Donc,

flx)=

1+x2°

=t = + = .
1+x+x2+x3 x2 1+%+l2+l3 T+x+22+x3 T1+x+x2+23 (1+x)x(1+x2)
x2  x

PSI 2025 — 2026 10
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE 1. RAPPELS DE SUP

On en déduit qu’il existe C € R tel que, pour tout x > 0, f(x) = Arctan(x) + C.
1
or, £(1) :f 2(t)dt =0, donc, 0 = % LC.
1

Ainsi, C = —% et :

pour tout x > 0, f(x) = Arctan(x) — %

— Y Exercice 2.14

2x 1

—dz.
x  V1+tt

Déterminer I'ensemble de définition I de f.

On considere la fonction f définie par f(x) =

Montrer que f est de classe € sur R et déterminer sa dérivée.
Montrer que f est impaire.

Déterminer le développement limité a 'ordre 10 en 0 de f.

A A

En déduire la tangente de f en O et la position relative du graphe de f par rapport a cette tangente au
voisinage de 0.

6. Déterminer un développement asymptotique a 2 termes de f en +oo.

Résolution
1. Soit x € R.
1
On note g la fonction définie, pour tout ¢ € R, par g(¢) = \/_4.
1+t

La fonction g est continue sur [x,2x] (sur cet intervalle on a 1+ t*>0).
Donc, f(x) existe comme intégrale d’'une fonction continue sur un segment. Ainsi,

f est définie sur 7 = R.

2. La fonction g est continue sur R donc posséde des primitives sur cet intervalle. On note G 'une d’elles.
Comme G est une primitive de g, on a :

2x
flx)= f g@)dt =G(2x) - G(x).
x

La fonction g est de classe € sur R (composée).
Donc, G est de classe €°° sur R (primitive d'une fonction de classe €°).
Donc,

f est de classe €°° (composée et combinaison linéaire).

De plus, pour tout x € R, (QiAttention a bien reconnaitre les composées)

1

flx)=2G'2x)-G'(x)=2g2x) — g(x) = = .
V1+16x% 1+t

3. La fonction f est définie sur R, un ensemble symétrique par rapport a 0.
Soit x€ R.On a :

—2x 1
fl=x)= dt.
-x 1+t
On applique le changement de variable ¢ =—-u.Ona: ¢ ‘ —x —2x etdt=-du.
u ‘ x 2x

D'ou,
2x 1
f(—x)= x(—l)du:—f du = —f(x).
X

2x 1
ja—c V1+(-u)? Vit+ut

G. BOUTARD 11 Lycée GAY-LUSSAC



1. RAPPELS DE SUP INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Donc,
f est impaire.

4. On commence par déterminer le développement limité de g a I’ordre 9 en 0.

-1
2.

gt)=(1+t%)

_1 2
(1+u)72 = 1-%+3% 45(u?) A 348
De pl u—0 d ) = 1-—+=——+0(9).
epus,{ a 0 , done, g(t) = 1-—+—2 o(t°)
t—0
Or, g est paire, donc (les coefficients des puissances impaires dans le développement limité en 0 sont nuls),
4 8
tt 3t 9
£ = 1-—+=—+0(tY).
80) 5 1= 5 + g +olt’)
En primitivant (QiAttention a ne pas oublier G(0)), on a :
5 9
X X 10
G = GO)+x——+—+o0(t").
(x)x_)0 0)+x TRy o(t)
Or, 2x —— 0, donc,
x—0 5 9
32 512
G@2x) = GO)+2x— o + 2228 1 5(x10).
x—0 10 24
Donc,
31x® 51149
f(x) =G(2x) - G(x) o x— lg + 24x + o(xlo).

Remarque : on ne connait pas la valeur de G(0) mais ce n’est pas grave, il y a une simplification.

5. Ona:
Desf(x) = x+o(x).
x—0
Donc,
Liéquation de la tangente en 0 est y = x.
De plus,
3147 5
- = — +
f=x = =g +ol+’)

Donc,

31x% [ >0 six<0

f(x)—xx:()— 10 { <0 six>0.

On en déduit que la courbe traverse la tangente en 0. Plus précisément, au voisinage de 0™, la courbe de f est au dessus de la
tangente, et au voisinage de 07, la courbe de f est sous la tangente.

1 2
6. Attention! On ne peut pas utiliser ici un DL de en 0, en effet, on a — < ¢ < — avec u proche de 0, donc ¢ est «grand »!
u u

1
V1+td
:@c . - 1 4
On se rameéne en 0 en utilisant u = — otz —0".
x

Soit u >.On a

Donc,
u

2 1

f(l)_f% 1 x_ldv——f dv_fu LI
u u /1+(l)4 v? v V140t V1ot
v
On reconnait g(v) dans I'intégrale, donc,

f(%)=G(u)—G(g).

PSI 2025 — 2026 12 G. BOUTARD



INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

1. RAPPELS DE SUP

Or,
5
u 5
G = u-—+
(u)u_’ =10 o(u®),
u
et, comme — —— 0,on a:
2 u—0 5
u u (%) 5 u u5 5
Gl=| = =- = —— +
(2)%0 2”10 ") 205 Bare o)
Donc,
1 251 31
f(—) = S P ro(W®) = B S uB o(u).
uju—02 29x10 u=02 320
1
Ainsi, comme u = —,
x
1 31 1
= ——-————+o0|—]|.
f®, S 2x  320a0  ° x5)
— Y Exercice 2.15
1 (1 _ x)n
Pour tout n € IN, on pose I, = f —‘ex dx.
0 n!
1. Montrer que la suite (I,,),cN tend vers 0.
1
2. Montrer que, pour tout n €N, I, ( Y —+ 1,41,
n+
LA |
3. En déduire que e
k! n—+oo
k=0
Résolution
1. Ona: N
1-
TAPY L x) e*| du
1 _ n X
Or, pour tout x € [0,1], ¢ jc) el < e_'
n! !
Donc, par croissance de l'intégrale,
11 -1
|In|<—f ol T p—
n! Jo n! n—+oo
Donc, par encadrement,
In n—+oo &
. (1-xy**1 N . 1 P ) L
2. Soit n € IN. On note u(x) = BT et v(x) =e”. Les fonctions u et v sont de classe €~ sur [0,1] et u'(x) = ' et v'(x)=x.
n ! n
Donc, par intégration par parties,
1= (1 x)n+1 fl (1 x)n+1 . _ 1 7
L TSI D! O
3. D’apres la question précédente, pour tout 2 =1, E =1j_1—1I}. Attention! La relation précédente est vraie pour k = 1!
no1 LA |
Ona: ) E:“ i Z(Ik 1-Ip).
k=0 =1
no1 1
On reconnait une somme télescopique : E::H-IO In 1+IO:1+f efdr=1+e-1=e.
0

G. BOUTARD
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II. INTEGRATION DES FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

II. Intégration des fonctions continues par morceaux

I1.1. Fonctions continues par morceaux

Définition 2.1 - Subdivision

Soient a < b des réels.

» Une subdivision du segment [a,b] est un (n + 1)-uplet 0 = (ag,a1,...,a,)telquea=apg<ai;<---<a, =b.
» On note supp(o) = {ao,al, ... ,an}, Iensemble des points de la subdivision o.

» Leréel 6(0) = max (ap+1—ap) est 'écart maximal entre deux points successifs de la subdivision. On I'appelle

<r<n
le pas (ou module) de la subdivision o.

°9- Exemple 2.1 - Subdivision réguliére

-a b-a
. Pour tout 2 € [0,n—1], on a ap,1—ap =

et

Pour tout % € [0,n], avec n € IN*, on note ap = a + £ x

n
(ag,ai,...,ay) est une subdivision de [a, b] appelée subdivision réguliere.

Définition 2.2 — Fonction continue par morceaux

» Soient a < b des réels et f :[a,b] — K une fonction.
On dit que f est continue par morceaux sur [a,b] lorsqu’il existe une subdivision ¢ = (ag,a1,...,a,) de
[a,b] telle que, pour tout k& € [0,n — 1], la restriction f|j4, a,.,( de f & lag,ap41l :
e est continue sur lay,ar1l[;
e admet une limite finie a droite en ay;
e admet une limite finie & gauche en aj 1.
» On dit que la subdivision o = (ag,a1,...,a,) est adaptée a f.

» Soit I un intervalle de R et f : I — KK une fonction. On dit que f est continue par morceaux lorsque la
restriction de f a tout segment inclus dans I est continue par morceaux.

“® Remarque 2.2
» Lensemble des fonctions continues par morceaux sur I a valeurs dans KK est noté €,,,(1,K).

» Exemple de graphe d’une fonction continue par morceaux sur un segment [a, b] :

PSI 2025 — 2026 14 G. BOUTARD



INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

II. INTEGRATION DES FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX

» Une fonction en escalier est continue par morceaux.

» Une fonction continue est continue par morceaux.

‘¢- Exemple 2.2

az

o
]
QU
w

1. La fonction partie entiére est continue par morceaux sur R.

2. La fonction :

fi: R — R

- |

est continue par morceaux sur R.

3. La fonction :
for: R - R

six<O0
six>0

sin(x)
cos(x)

six=0

0
T {xxsin(%) six#0

est continue par morceaux sur R.
4. La fonction :
fs: Ry —

X

R

0 six=0
In(x) six>0

n’est pas continue par morceaux sur R, (la limite a droite en 0 de f3 n’est pas finie). Par contre, f3 est continue

A . *
par morceaux (et méme continue) sur R7.

5. La fonction :
fa: R — R

six=0

0
T {Lxxsin(%)J six#0

n’est continue par morceaux sur R. En effet, nous allons montrer qu’elle ne posséde pas de limite en 07.

Considérons les suites définies par : pour tout n € IN,

1
Xp= ———
" %+2nxn

et y,=

1
——-
—§+2nXﬂ

Onax, —— 0" et y, —— 0™, Or, pour tout n € IN*,
n—-+oo n—+oo

1 (T 1
flxn) = [mxs1n(§+2nxn” = L%+2nan =0 — 0.

G. BOUTARD
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II. INTEGRATION DES FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

et
1 ) b4 1
f(yn)— \‘m XSIH(—E-FZTLXT[)J = \‘mJ ——1m—1.

Les suites (f(x5)),c et (£(n)),,cy D'ont pas la méme limite.
Donc, par caractérisation séquentielle de la limite, f ne posséde pas de limite en 0.

— R Proposition 2.1

Soit I un intervalle de R.

Lensemble €, (I,IK) des fonctions continues par morceaux sur I a valeurs dans KK est un sous-espace vectoriel
de #(I,IK), 'ensemble des fonctions de I dans K.

C’est donc un IK-espace vectoriel.

Démonstration

Exercice (si oy et og sont deux subdivisions adaptées a f' et g, on peut construire une subdivision adaptée a A.f + g, pour tout 1 € K).

— Y Exercice 2.16

Une fonction continue par morceaux sur un segment est bornée.
Résolution

On note 0 =(ag,a1,...,a,) une subdivision adaptée a f et, pour tout & € [0,n — 1], on considére f3 le prolongement par continuité de
fllag,apeal SUr lag,ap 11 (possible car fijq, 4,,,[ Possede une limite finie & droite en aj, et & gauche en aj 1)

Pour tout % € [0,n — 1], 1a fonction f; est continue sur le segment [aj,ap1] donc, par le théoréme des bornes atteintes, est bornée par
une constante mj, > 0 sur ce segment. On en déduit que, pour tout x € [a, b],

If ()| < max (mg,...,mu-1,1f(@)l,...,If @n)l).

Donc f est bornée sur [a,b].

“/® Remarque 2.3

» Le produit de deux fonctions continues par morceaux est continue par morceaux (méme démonstration que pour
la somme).

» Si f est continue par morceaux, alors |f| aussi.

» Attention! La composée de deux fonctions continues par morceaux n’est pas nécessairement continue par
morceaux (dans 'exemple 2.2, la fonction f4 n’est pas continue par morceaux sur R et est la composée de la
fonction partie entiéere et de la fonction f2 qui sont continues par morceaux sur R) .

I1.2. Intégrale sur un segment d’'une fonction continue par morceaux

Définition 2.3 - Intégrale sur un segment d’une fonction continue par morceaux

Soient a < b deux réels et f € €pn(la,b],KK). On note o =(ag,a1,...,a,) une subdivision adaptée a f.

Soit & € [0,n —1] fixé. La fonction f|14, q,.,[ est continue sur laz,ar1[, possede une limite finie & droite en aj, et
a gauche en aj.1. On peut donc prolonger fjjg, q,,,[ €n une fonction continue sur [a;,a.1] notée f.

D’apres le cours de premiere année, 'intégrale de f3, sur [ay,ar.1] existe (intégrale d’une fonction continue sur
un segment). On définit alors 'intégrale de f sur [a,b] par :

Qp+1

b Defn_l
[ roa™s [ o
a r=0Ya

k
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE II. INTEGRATION DES FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX

:

L~

Q

do a az b

as

“® Remarque 2.4

» On peut montrer que® si 7 =(bg,b1,...,b,) est une autre subdivision adaptée a f, alors, en notant, pour tout
k €[0,p —1], g le prolongement par continuité de la restriction f5, 5,.,[ au segment [b;,br 1], 0on a:

n-1 rapy p=1 pbpyy
Zf fr®)dt = Zf gr@®)dt.
a £=0Ybr

k=0Yar

Autrement dit, I'intégrale de f sur [a,b] ne dépend pas de la subdivision choisie. C’est pourquoi la subdivision
b

n’apparait pas dans le symbole f f@)de .

» Lintégrale de f sur [a,b] est aussi notée f@)dt ou f f.
[a,b] [a,b]

» La valeur de f en ses points de discontinuités éventuels n’intervient pas dans le calcul de I'intégrale de f. On en
déduit le résultat suivant.

a. La démonstration est similaire a celle faite pour les fonctions en escalier dans le cours de premiére année

— R Proposition 2.2

Soient f :[a,b] — K et g :[a,b] — K deux fonctions continues par morceaux sur [a,b]. Si f et g coincident sur
[a,b], sauf en un nombre fini de points, alors :

b b
f F)dt = f st

Les propriétés de I'intégrale d'une fonction continue sur un segment s’étendent au cadre des fonctions continues par
morceaux sur un segment. En effet, il suffit d’appliquer les propriétés de I'intégrale des fonctions continues a chaque
terme de la somme.

~—— @ Théoréme 2.3 - Propriétés de l'intégrale sur segment

Soient a < b deux réels.
b
» Linéarité de I'intégrale. L'application f — f f(t)dt est une forme linéaire sur €,n(la,b], KK).
a

Autrement dit, pour toutes fonctions f et g continues par morceaux sur [a,b] et tout (1, ) € K2,

b b b
f/le(t)+uxg(t)dt:/1xf f(t)dt+u><f g(t)de
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II. INTEGRATION DES FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

» Inégalité triangulaire. Si f :[a,b] — KK est une fonction continue par morceaux sur [a,b] alors

b b
[ roal< ["irona.
a a
» Positivité de l’intégrale. Si f :[a,b] — R est une fonction positive et continue par morceaux sur [a,b],
alors
b
[ rwa=o.
a

» Croissance de l'intégrale. Soient f : [a,b] — R et g :[a,b] — R deux fonctions a valeurs réelles et
continues par morceaux sur [a,b]. Si f < g sur [a,b], alors

b b
f FH)dt < f g(t)dt.

» Relation de Chasles. Si f :[a,b] — KK est une fonction continue par morceaux sur [a,b] et ¢ €]a, bl, alors,

fabf(t)dt:facf(t)dﬂfcbf(t)dt.

4® Remarque 2.5 — Valeur moyenne

Une fonction continue par morceaux sur un segment étant bornée, on en déduit que :

fabf(t)dt

b
X f f(t)dt est appelée la valeur moyenne de f sur [a,b]. La valeur moyenne vérifie
a

b b
sf If(t)Idtsf sup |[f@|dt<(d—a)x sup |f(x)].
a a x€la,b] x€la,b]

La quantité A =
b-a

b b
f F)de =f Adt.

~— € Théoréme 2.4

Soient a < b des réels et [ :[a,b] — R, une fonction a valeurs positives.
» On suppose que f est continue sur [a,b]. On a :

b
f f(®)dt=0 <= lafonction f est nulle sur [a,b].
a

» On suppose que f est continue par morceaux sur [a,b]. On a :

b
f f#)dt=0 <= lafonction f est nulle sur [a, b] sauf éventuellement en un nombre fini de points.
a

Démonstration
» Limplication réciproque (<) est claire

b
Pour montrer 'implication directe (=), on raisonne par contraposée. Supposons f non nulle sur [a,b] et montrons que f f@)dt #0.
a

Il existe xq € [a, b] tel que f(xg) # 0. Or f est positive, donc f(xg) > 0.

Par continuité de f, il existe n > 0 tel que, pour tout x € [a,bIN[xg —n,x0 + 1], f(x) = f(;co) .

On définit alors la fonction g par :

(xg) .
Vxela,b], g(x):{ —f;CO six€[a,bln[xg—n,x0+nl

0 sinon.

PSI 2025 — 2026 18 G. BOUTARD



INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE II. INTEGRATION DES FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX

On note ¢ la longueur de l'intervalle [a,b]1N [xg — 71,29 +n]. Comme x( € [a,b] et n>0,0n a ¢>0.
f(xo)
2

b
De plus, par construction, on a f = g. D’ou, par croissance de I'intégrale, on a f f@)dt=¢ % > 0 (voir dessin ci-dessous).
a

To—"n To To+7n b

b
Par contraposée, on en déduit que si f f(t)dt est nulle, alors f est nulle sur [a,b].

a
» On note 0 =(ag,a1,...,a,) une subdivision adaptée a f et, pour tout & € [0,n — 1], on considere f3 le prolongement par continuité de
Ap+1
fllap,apeal SUr lag,ap1]. Pour tout & € [0, — 1], la fonction f}, est positive, d’ou, par positivité de I'intégrale, [ fr(t)dt = 0. Or, par

ap
définition, on a :

b n-1 rapy
f fhda= ) fr(®)dt.
a k=0Yar

b arp+1
On en déduit que [ f(@t)dt est nulle si, et seulement si, pour tout % € [0,n — 1], f " fr(®)dt =0.
a ar

b
On applique alors le résultat du point précédent aux fonctions continues fy, f1, ..., fn. On en déduit que f f(@t)dt est nulle si, et
a
seulement si, pour tout x € [a,b]\ {ag,...,an}, f(x)=0. ]

/@ Remarque 2.6

On a un théoréme analogue lorsque la fonction est négative sur [a, b].

— gf Notation 2.1 - Fonction continue par morceaux sur un intervalle

Soient I un intervalle de R et f : I — KK une fonction continue par morceaux sur I.

» Pour tout (a,b) € I? tel que a < b, la fonction fi[, 5] est continue par morceaux sur [a,b] et on pose :

b b
f f(t)dt = f Fras(®)dt.

» Pour tout a €I, on pose :

faaf(t)dt=0.

» Pour tout (a,b) € I2 tel que a > b, on pose :

fabf(t)dtz —fbaf(t)dt.

4 Attention

La linéarité et la relation de Chasles sont encore vraies avec ces notations.
Par contre, lorsqu’il y a une inégalité, il faut penser a vérifier que les bornes sont dans le « bon » ordre (a < b). Par
exemple, I'inégalité triangulaire (Théoréme 2.3 page 17) devient :
b
[irr dt‘ .
a

b
V(a,b)el x1, [ f(@&)de
a
G. BOUTARD 19 Lycée GAY-LUSSAC
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II. INTEGRATION DES FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

I1.3. Changement de variables

~—— @) Théoréme 2.5 - Changement de variable : cas d’une fonction continue

Soient I et un intervalle de R et @ < § des réels.
Soient f : I — KK une fonction continue sur I et ¢ une fonction de classe ¢! sur le segment [, f] et & valeurs
dans I. Alors,

@(p) B
f F@de f Flo®) x /(D).
ola a
Démonstration

On note F une primitive de f sur I. On remarque que F o ¢ est une primitive sur [a, ] de (f o) x ¢'. Donc,

(B B
[ ey 7= [FOISE = Flot) ~Flota) = [F(ot@) = [ (o) xo'rc

O

On peut étendre ce théoreme aux cas des fonctions continues par morceaux. Attention, on doit pour cela ajouter une
hypothese a ¢.

~—— @) Théoréme 2.6 - Changement de variable : cas d’'une fonction continue par morceaux

Soient I et un intervalle de R et a < § des réels.

Soient f : I — KK une fonction continue par morceaux sur I et ¢ une fonction de classe %" sur le segment [a, Bl
et a valeurs dans I. On suppose de plus que ¢ est strictement monotone sur [«, 8. Alors, f o ¢ est continue
par morceaux et,

o) p
f )f(x)dx:f f(p®) x @' (1) dz.

pla

Démonstration

Démonstration dans le cas ou ¢ est strictement croissante.

Comme ¢ est continue et strictement croissante, par le théoreme de la bijection ¢ réalise une bijection de [a, 8] sur [¢(a), p(B)].

Soit 0 = (bg,b1,...,bp) une subdivision de [¢(a),p(B)] adaptée a la restriction de f a [¢p(a), p(B)].

Pour tout % € [0, p — 1], on note [}, le prolongement par continuité de fjp, p,,,[ 2u segment [b,bp 1] (ce qui est possible car f est
supposée continue par morceaux sur I). On a alors :

o) =1 rbya
f fde= Y j Fp0) .
o(a) k=070

De plus, par bijectivité de ¢, pour tout % € [0, p — 1], il existe un unique ay, € [a, 5] tel que b, = ¢(ay) (notons que by = p(a) et bp = (),
d’oli @ = a et ap = §). La croissance stricte de ¢ entraine alors que (ao,...,ap) est une subdivision de [a, §].
Soit & € [0, p — 1]. En appliquant le théoreme de changement de variables a la fonction continue f3, on a :

olags+1)

bri1 Ap+1 /
[ e frae= [ fulote) g0t
k ar

plag

Or, ¢ est strictement croissante sur [ay,ap+1]. Donc, pour tout ¢ €lay,ap1[, on a by < ¢(t) <bp,1 et [ est continue en ¢(¢). D’ou,
(ag,...,ap) est une subdivision adaptée a la fonction f o¢. On en déduit que f o ¢ est continue par morceaux.
De plus, par définition de £}, pour tout £ €lay,ap 1L, fr(@@®) = f(p(#)). Done,

o) p-1 br+1 p-1 A1 , b ,
[7 rwae= 3 [ uwas="Y [ flow) <@ = [ flow) <poa.
p(a) k=001 E=07a% a
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE III. INTEGRALES GENERALISEES SUR [a,+oo[

II1. Intégrales généralisées sur [a, +oo[

Dans toute cette partie, a est un réel.

II1.1. Définition

‘¢- Exemple 2.3
On consideére la fonction
f: 1,400l — R
1
t Land t_2
+00

Lobjectif de cette partie est de donner un sens a la notation : f(&)dz.

1
La fonction f est continue par morceaux sur [1,+oo[ et, pour tout x € [1, +ool,

f f(t)dtzl—l——»ldR.
1 X x—+oo

X +00 X
D’ou, f f(#)dt posséde une limite finie en +00, on pose alors f f@)de = lirgl f f()dt.
1 1 x—+00 Jp

Définition 2.4 - Intégrale convergente, Intégrale divergente

Soit f : [a, +oo[— KK une fonction continue par morceaux sur [a,+ool.

+ +00

X (o)
» Lorsque f f(¢)dt admet une limite finie quand x tend vers +oo, on note f f(®)dz, ou f f, sa limite
a a a

+00
et on dit que l'intégrale f f(t)dt est convergente.
a

+00
» On dit I'intégrale f f(#)dt est divergente lorsqu’elle n’est pas convergente.
a

Z® Remarque 2.8 —- Nature d’une intégrale

Etudier la nature d’une intégrale signifie déterminer si 'intégrale est convergente ou divergente.

°¢- Exemple 2.4
+00
1. Lintégrale f sin(¢)dt diverge.
0

X
En effet, pour tout x =0, 0n a : f sin(¢)dt = [ - cos(t)]g =1-cos(x) qui n’admet pas de limite lorsque x — +oo.
0

+00
2. Llintégrale f d¢ converge.
& 0 1+¢2 g

En effet, pour tout x =0,

* 1 T
f dt = Arctan(x) —.
o 1+ t2 x—+o00 2

1

+oo T
Deplus,onaf ——dt=—.
0o 1+¢2 2
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III. INTEGRALES GENERALISEES SUR [a, +oo[ INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

4# Remarque 2.9 - Prudence!

+o0o
La convergence de l'intégrale f f(#)dt n’entraine ni que tliﬂn f(#)=0ni que f est bornée sur [a, +ool.
a —+00

— Y Exercice 2.17

+00
Soit f :[a, +oo[— K une fonction continue par morceaux sur [a,+oo[ telle que f f(t)dt converge.
a

1. On suppose dans cette question que f admet une limite finie en +oo.
Montrer que lim f(¢)=0.
t—+o00
2. Trouver un contre-exemple lorsque qu’on retire I’hypothése « f admet une limite finie en +oo ».
Résolution

1. On note ¢ la limite de f en +oo.
» Par I'absurde, supposons que ¢ > 0. Alors, il existe A > a tel que, pour tout x = A, f(x) = ¢/2. Par croissance de I'intégrale, on a :
pour tout x = A

x A x A ¢
f f(t)dtzf f(t)dt+f f(t)dt?f fAdt+(x—-A)x = +00.
a a A a 2

xX—+00

+00
Ce qui contredit la convergence de f f(t)dt. Donc ¢ <0
a
» De méme, en supposant ¢ <0, on aboutit & une contradiction. Donc ¢ = 0.
Ainsi, ¢ =0.

2. Fonction «triangles ».

Z# Remarque 2.10

+00

En raisonnant comme dans la question 1., on peut montrer que si f tend vers +oo ou —oo, alors I'intégrale f f(@)dt diverge.
a
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

III. INTEGRALES GENERALISEES SUR [a,+oo[

II1.2. Intégrales de référence

~—— @) Théoréme 2.7 - Intégrales de Riemann

+00
L'intégrale de Riemann f = dt est convergente si, et seulement si, @ > 1. En cas de convergence :
1

+00 1 1
["la-L
1 ta a—1

Démonstration

Soitx=1,0n a

In(#)]¥ sia=1
x 1 x [ ]1 In(x) sia=1
f t—adt=f t7%dt = g+l x = 1 xoatl . 1
1 1 ; _— s1a# 1.
e, sia#l -1 a-1 1
Or,
In(x) +00
x—+00
x~otl 400 si—a+1>0
x—+00
x~otl 0 si—-a+1<0.
xXx—+00

+00
Ainsi, I'intégrale f @ dt est convergente si, et seulement si, @ > 1 et dans ce cas :
1

+00 1 1
f L=
1 te a-—1

4 Attention

+o00o

La condition f(¢) P 0 n’implique pas que l'intégrale f f(#)dt converge.
—+00

a
1
Contre-exemple : f :¢+— —.

~—— @) Théoréme 2.8 - Intégrales des fonctions exponentielles

+0o
Lintégrale f e~ "' dt est convergente si, et seulement si, @ > 0. En cas de convergence :
0

f+ooe_“”dt= 1
0 a

Démonstration

Soit x =0, 0n a

X .
t sia=0 .
x [ ]0 x sia=0
f e—axtdt: efaxt x — 1 e—axx . £0
0 . - = sia#0.
sia#0 a a
—a o
Or,
x +00
7x~x+oo .
axx +oo si—-a>0
g OO )
e Ix¥ 0 si—a<0.

x—+00

Ainsi, I'intégrale f "%t gt est convergente si, et seulement si, @ > 0 et dans ce cas :
0

+00 1
f e ¥t = =,
) a
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III. INTEGRALES GENERALISEES SUR [a, +oo[ INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

O
~—— @) Théoréeme 2.9 - Intégrales de la fonction In
+00
L'intégrale f In(¢) dz est divergente.
1
Démonstration
Soitx=1.0n a .
fl In(#)dt = [t x ln(t)—t]’lﬂ =xxIn(x)—x+1=xx(n(x)-1)+1.
x +00
Or In(x) +oo et x +o00. Donc, [ In(¢)dt +00. Donc, 'intégrale f In(¢)d¢ est divergente. ]
xX—+00 Xx—+00 1 xX—+00 1

/6 Remarque 2.12 - Autre rédaction

On sait que ; lim In(¢) = +o0. Dong, il existe A =1 tel que, pour tout £ = A, In(¢) = 1. En utilisant la relation de Chasles et la croissance
—+00
de l'intégrale, on a :

x A x A
Vxe[1,+ool, f ln(t)dt:f ln(t)dt+fA ln(t)dtzf In@®)dt+x-A
1 1 1

+00
Donc, I'intégrale f In(¢)dt est divergente.
1

+00.
x—+00

On retiendra la méthode suivante pour étudier la nature d’une intégrale généralisée.

— E% Méthode 2.1 - Montrer qu’une intégrale converge a I’aide d’une primitive

Dans le cas ou f est continue sur [a,+oo[, on peut en considérer une primitive F. On a alors, pour tout x = a,

f f@)dt = F(x) - F(a).

+00o

On en déduit que I'intégrale f f(t)dt converge si, et seulement si, F admet une limite finie en +oco. Dans ce
a

cas,

+00
f f®dt = lim Fx)-F(a).

II1.3. Propriétés de I'intégrale généralisée sur [a, +oo[

~—— &) Théoréme 2.10 - Linéarité

+00

» Lensemble des fonctions f € €, ([a, +ool, K) telles que 'intégrale f f(t)dt converge est un sous-espace

vectoriel du IK-espace vectoriel €, ([a, +ool, K). ¢

+00
» De plus, si f et g sont deux fonctions continues par morceaux sur [a, +oo[ telles que les intégrales f f(@)dt
a

+00
et f g(t)dt convergent, alors
a

+ +

VA, p) € K2, f

a

(e0] (e0] +00
Axf(t)+pxg(t)dt:/1><f f(t)dt+y><[ g(®)dt.
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE III. INTEGRALES GENERALISEES SUR [a,+oo[

Démonstration

+

o0
» Notons E I'ensemble des fonctions f € €pm([a,+ool,K) telles que I'intégrale f f(t)dt converge.

a

0eRR.

X
On remarque que E c 6 (la, +ool,K). De plus, 1a fonction nulle appartient a E : en effet, pour tout x = a, f 0dt=0 -
a x—+00
+00 +o0
Soient (f,g) € €pm(la,+ool,K) x €pm(la,+ool,K) tel que les intégrales f f(@)dt et f g(t)dt convergent et A € K. Par linéarité de
a a

Iintégrale sur un segment des fonctions continues par morceaux, on a : pour tout x = a,

Axfo+ewd=ax [ foa+ [ gwad.
J J; rou [

+00 +00 +oo
Or, f f@)t et f g(t)dt convergent donc, f A x f(t)+ g(¢)dt converge et,
a a

a

+00

+00 +oo
f A f(t)+g<t>dz=Axf f(t)dt+f ().
a a a

Donc, A.f + g € E. Ainsi, E est un sous-espace vectoriel de €, ([a, +ool, K).
» Conséquence du point précédent. m}

~—— @) Théoréme 2.11 - Positivité et croissance de Pintégrale

Soient f :[a,+oo[— R et g : [a,+oo[— R deux fonctions a valeurs réelles et continues par morceaux sur [a, +ool.

+0o
» Silintégrale f f(t)dt converge et f est positive sur [a, +ool, alors
a

+00
f f(@®)dt = 0.

+00

+00
» Siles intégrales [ f(t)dt et f g(¢)dt convergent et f < g sur [a, +ool, alors
a a

+00 +00
f F(t)dt < f s dt.

Démonstration
» Par positivité de I'intégrale sur un segment des fonctions continues par morceaux, on a : pour tout x = a,
X
f f@®)dt=0.
a

Il suffit alors de passer a la limite dans I'inégalité précédente.
» Par croissance de l'intégrale sur un segment des fonctions continues par morceaux, on a : pour tout x > a,

X X
f Fo)dt < f g(h)dt.
a a

Il suffit alors de passer a la limite dans I'inégalité précédente. O

~— &) Théoréeme 2.12 — Relation de Chasles

Soient f :[a,+oo[— K une fonction continue par morceaux sur [a,+oo[ et ¢ € [a, +ool
+00 +0o

L'intégrale f f(#)dt est convergente si, et seulement si, 'intégrale f(t)dt est convergente.
a c
En cas de convergence, on a 1’égalité :

fa+oof(t)dt=ch(t)dt+fc+oof(t)dt.
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III. INTEGRALES GENERALISEES SUR [a, +oo[ INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Démonstration

Soit x = a. Par la relation de Chasles, on a : pour tout x > a,

X (*) c X
f Fds f F()dt + f F)dt.
a a [+

c X X
Or, f(¢)dt est une constante. Donc, f f(¢)dt admet une limite finie quand x tend vers +oo si, et seulement si, f f(t)dt admet une
a c

a
limite finie quand x tend vers +oo.
En cas de convergence, en passant a la limite quand x tend vers +oo dans 1’égalité (), on a :

+00 c +00
f F(t)dt = f £ dt+ f o
a a (4

Z® Remarque 2.13

+00
La relation de Chasles montre que la nature de l'intégrale f f(#)dt ne dépend que du comportement de f au
a

voisinage de +oco. Autrement dit, le choix de a n’est pas important.

— R Proposition 2.3 — Cas des fonctions a valeurs complexes

Soit f :[a, +oo[— C une fonction continue par morceaux et a valeurs complexes.
+00 +0o

Lintégrale f(t)dt est convergente si, et seulement si, les intégrales f
a

+00

Re (f(t))dt etf Im (f(8)) dt

a
sont convergentes. En cas de convergence, on a :

Démonstration

Par propriété de I'intégrale sur un segment des fonctions continues par morceaux, on a : pour tout x = a,

faxf(t)dtz/:Re(f(t))dtﬂfaxlm(f(t))dt.

R eR

X
Donc, par propriété des limites des fonctions a valeurs complexes : x — [ f(t)dt posséde une limite finie en +oco si, et seulement si
a

X X
f Re(f(®))dt et f Im (£(¢)) d¢ possédent une limite finie en +oo. O
a a

— Y Exercice 2.18

+o00o

Soit f une fonction continue sur [a,+oo[. On suppose que l'intégrale f f(t)dt converge.
a

+00
Montrer que la fonction g: x — f f(t)dt est de classe ¢! sur [a,+oo[ et g =-f.
X

Résolution

Comme f est continue, on peut en considérer une primitive F' sur [a,+ool. Par la relation de Chasles, pour tout x = a,

a +00 x +00
g(x):f f(t)dt+f f(t)dt:—f f(t)dt+f f@)de.
x a a a

+00 x
Or, f f(t)dt est une constante et x — f f(t)dt est une primitive de la fonction continue f.
a a

Donc,
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE III. INTEGRALES GENERALISEES SUR [a,+oo[

g est de classe €1 sur [a,+ool et, pour tout x = a, g'(x) = —f(x).

‘¢- Exemple 2.5

1
1+1¢2

+00
Dans 'exemple 2.4 page 21, on a montré la convergence de 'intégrale f
0

En appliquant ’exercice précédent, on déduit que la fonction g:x — f

pour tout x =0, g'(x) = —

1+x2
Remarque : On pouvait également montrer ce résultat en calculant I'intégrale. En effet, par la relation de Chasles,

on a:
Vx>0, ()f dtf+ooldtfx1dtnArt()(At(l))
X X — = — - ctan(x)| = Arctan| — .
£ 1+22 o 1+28 7 ) 172% 7 2 x
—_—

six>0

D’ou, g est de classe ¢! sur [0, +oo[ et, pour tout x =0, g'(x) = — Tk
x

“® Remarque 2.14 - Restes d’'une intégrale convergente

+00 +00

Lorsque l'intégrale [ f(t)dt converge, on dit que f f(t)dt, avec x = a, est un reste.
De plus, par la relation de Chasles, on a : *

j:oof(t)dt _ f:oof(t)dt—f:f(t)dt — famf(t)dt_famf(t)dt _o.

On dit que les restes d’'une intégrale convergente tendent vers 0.

— € Théoréme 2.13
Soit f : [a, +oo[— R une fonction continue par morceaux et a valeurs positives sur [a,+ool.

X
» Lintégrale f f(t)dt est convergente si, et seulement si, la fonction F : x — f f(¢)dt est majorée sur
a a
[a,+ool.

» En cas de convergence,

+00 X
[Troa= sw ([ o)
a x€la,+oo[ \Ya

Démonstration
» La fonction F est croissance sur [a,+ool. En effet, par la relation de Chasles et la positivité de l'intégrale, on a : pour tout
(x,y) € [a,+oo[x[a,+ool avec x < y,

y x y
F(y)—F(x):f f(t)dt—f f(t)dtzf f@dt=0.
a a X

Par le théoréme de la limite monotone, la fonction F' posséde une limite finie en +oo si, et seulement si, elle est majorée.

+00
Ainsi, 'intégrale f

f(t)dt est convergente si, et seulement si, la fonction F : x — f f(t)dt est majorée sur [a,+oo[. Dans ce cas,
a

+00 X
f F(Hdt= lim f fo@= suw U f(t)dt)
a xX—+00 a

x€la,+oo[
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III. INTEGRALES GENERALISEES SUR [a, +oo[

INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

—— @) Théoréme 2.14 - Théoréme de comparaison

[a,+ool.
+00
1. Silintégrale f
a
2. Si l'intégrale f

a

+00

Démonstration

1. Par croissance de l'intégrale, pour tout x = a,

+

Or, I'intégrale f
a

majorants.

Donc, pour tout x = a,

Comme précédemment, on a, pour tout x = a,

+00

Or, 'intégrale f
a

X
Dongc, par le théoréeme de la limite monotone, f f@)de
a

X
Donc, par théoréme de minoration, f g@)dt +00.
a

xX—+00
+00
Dongc, I'intégrale f g(t)dt diverge.

a

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux et positives sur [a,+oo[. On suppose que 0 < f < g sur

g(t)dt converge, alors I'intégrale f

f(t)dt diverge, alors l'intégrale f

X X
f Fo)dt < f s(t)dt.
a a

(0.0} X
g(t)dt converge, donc, par le théoréme 2.13 page 27, la fonction x — f g(¢)dt est majorée. On note M un de ses
a

X
f foydt<M.
a

X
Dong, la fonction x — f f(t)dt est majorée et, par le théoréme 2.13 page 27, 'intégrale
a a

X X
ff(t)dtsf g(t)dt.
a a

X
f(#)dt diverge, donc, par le théoreme 2.13 page 27 la fonction x Hf f(¢t)dt n’est pas majorée.
a

X
Comme f est positive, la fonction x — f f(t)dt est croissante sur [a, +ool.
a

X—+00

+00

f(t)dt converge.
s
g(t)dt diverge.

a

+00

f(¢)dt converge.

+00.

‘¢- Exemple 2.6

|sin(2)]

Pour tout £ = 1, on note f(¢) = 2

0<f@)

+001

Or, I'intégrale f 2 dt converge.
1

+00
Par théoreme de comparaison, f f(t)d¢ converge.
1

. On remarque que, pour tout ¢ =1,

1
S
2
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE IV. INTEGRALE SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

IV.Intégrale sur un intervalle quelconque

Lobjectif de cette partie est d’adapter le paragraphe précédent aux fonctions continues sur un intervalle I ouvert ou
semi-ouvert de R. Autrement dit, un des trois cas suivants :

» I =[a,bl avec a réel et b € RuU{+0oc} (la partie précédente correspond au cas b = +00).
» [ =]a,b] aveca e Ru{—oc} et b réel.
» I =]a,b[ avecae Ru{—oc} et b € RuU{+0o0}.

IV.1. Définition

Définition 2.5 — Intégrale convergente, Intégrale divergente

Soit I un intervalle de R et f € 6, (I, K).

» On suppose que I =[a,b[ (a est alors réel et b € R U {+00}). Lorsque f f(t)dt admet une limite finie quand

b b b
x tend vers b, on note f f(@®dt, ou [ f, sa limite et on dit que l'intégrale f f(¢)dt est convergente.
a a a

b
» On suppose que I =]a,b] (alors a € R u{—o0o} et b est réel). Lorsque f f(t)dt admet une limite finie quand
X

b b b
x tend vers a, on note f f(t)dt, ou f f, sa limite et on dit que 'intégrale f f(t)dt est convergente.
a a a

b
» On suppose que I =]a,b[ (alors a € RuU{-o00} et b € R U {+o0}). On dit que I'intégrale f f(t)dt est conver-
a

c b
gente lorsqu’il existe c €la, b[ tel que les intégrales f f(@)dt et f f(#)dt sont convergentes. Dans ce cas,
a

Lbf<t)w=ch(t>w+fcbf<t>& ou fabf=f:f+fcbf-

b
» On dit I'intégrale f f(t)dt est divergente lorsqu’elle n’est pas convergente.
a

on pose :

Pour unifier les trois cas, on trouve aussi les notations f f(®)dt et f f.
I I

“® Remarque 2.15 - Nature d’une intégrale

Etudier la nature d’'une intégrale signifie déterminer si 'intégrale est convergente ou divergente.

— Y Exercice 2.19

1

Montrer que l'intégrale f dt est convergente.

1
-1 ,/1_t2

Résolution

» La fonction ¢ — est continue par morceaux sur ]— 1, 1[ (et méme continue).

1
V1-¢2

1
» De plus, f dt est convergente : pour tout x €]0, 1[,
0

1-¢2

x 1 . /4
f dt = Arcsin(x) —eRR.
0 1-¢2 x—1 2
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IV. INTEGRALE SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

0
» De méme, f dt est convergente : pour tout x €]—1,0[,

1-¢2

0 1
f dt = — Arcsin(x) z eR.
X

‘/1—t2 x—-1 2

1 1
dt est convergente et f

-1 vV1-¢2

1
Ainsi, I'intégrale f dt = 7.

1
1 ‘/1—t2

f Attention - Cas d’un intervalle de la forme ]—a,a[ o a € R} U {+oo}

a X

Pour montrer que I'intégrale f(t)dt converge, il ne suffit pas de montrer que f(t)dt admette une limite finie
quand x — a. - -

En effet, comme la fonction sin est impaire, on a :

X
f sin(f)dt =0 —— 0.
X—+00

—X

+o0o
Or, en raisonnant comme dans ’exemple 2.4 page 21, on montre que, pour tout ¢ € R, 'intégrale f sin(¢)dt
c

+00

diverge. Donc, par définition, I'intégrale f sin(¢)dt diverge.

—00

“/® Remarque 2.17 - Lien avec l'intégrale sur un segment

Soit f :[a,b] — K une fonction continue par morceaux sur le segment [a,b] (a et b sont réels ici). Lintégrale
f ’ f(#)dt, aussi notée f(t)dz, est définie comme l'intégrale d’'une fonction continue par morceaux sur un
sggment (voir paragraph[(ae’li]l.2 page 16).

» Montrons que lintégrale généralisée de f sur [a,bl converge.

D’apres I'exercice 2.16, la fonction f est bornée sur [a,b] :

AM =0,Vtela,bl, If(H) <M.

X
De plus, pour tout x € [a, b[, 'intégrale f f(t)dt est définie comme I'intégrale d'une fonction continue par morceaux

a
sur un segment. D’ou, en utilisant les propriétés de cette intégrale, on a :

‘ﬁbeNﬂ—:ﬂxfukk’=‘£beNﬂ

Ainsi, I'intégrale de f sur [a, bl converge et f f@&)de = f f()de.
[a,b] [a,b]

b x
sf If(t)ldtsf Mdt<Mx(x—-b)—0.
x b x—b

» De la méme maniére, on montre que l'intégrale généralisée de f sur la,b] et sur la,b[ convergent et
| rwoa=[ roa=[ o
la,b] la,bl [a,b]

/® Remarque 2.18 — « Faux probléemes »

On suppose ici que ’ a et b sont réels ‘

» Soit f :[a,b[— K une fonction continue par morceaux. On suppose que f posséde une limite finie en 5. On dit
alors qu’il y a un faux probléme en b.

Dans ce cas, on peut prolonger / par continuité en 5. On note f le prolongement ainsi obtenu. La fonction f est
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b _
définie et continue par morceaux sur [a,b]. Donc, I'intégrale f f(t)dt converge.
a

De plus, pour tout x € [a,b[, on a f(x) = f(x), donc : pour tout x € [a, bl

x x b _
f £yt = f Fod—- f Fydt.

La convergence précédente se montre comme dans la remarque 2.17.
b b b
On en déduit quef f(t)dt converge etf f(t)dt:f f(t)dt.
a a a

» On définit de la méme maniere un faux probléeme en a lorsque f :]a,b] — K est continue par morceaux sur la,b]
et posséde une limite finie en a.

4 Attention

Il n’y a pas de faux probléme en +oo ou —co (voir le cas des intégrales de Riemann par exemple).

‘¢- Exemple 2.7

in(x
On considere la fonction définie pour tout x €]0,1] par f(x) = sin( ).

X
Cette fonction est continue (par morceaux) sur ]0,1]. De plus, 'équivalent classique sin(x) o x montre que [ est
xXx—

1
prolongeable par continuité en 0 (en posant f(0) = 1). On en déduit que I'intégrale f f(t)dt converge.
0

IV.2.Intégrales de référence

~—— @) Théoréme 2.15 - Intégrales de Riemann

+00

» Lintégrale de Riemann f 77 dt est convergente si, et seulement si, @ > 1. Dans ce cas :
1

11
» Lintégrale de Riemann f = dt est convergente si, et seulement si, @ < 1. Dans ce cas :

0
11 1
—dt=——.
0 t% l1-a
Démonstration
» Voir théoréeme 2.7 page 23
» Soit x€]0,1]. On a :
11 —1In(x) sia=1
f —dt= 1 x7a+1
X e m— 1-a sia#l.

Or,

—In(x) —— +o00
x—0

Pl ap— si—a+1>0
x—0

x40 si—a+1<0.

x—0
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11
Ainsi, I'intégrale f b dt est convergente si, et seulement si, a < 1. et dans ce cas :
0

Z® Remarque 2.20

+00

Lintégrale f r n’est convergente pour aucune valeur de a.
0

~— @) Théoréeme 2.16 - Intégrales de la fonction In

+00

» Lintégrale f In(¢)dt est divergente.
1

1
» Lintégrale f In(¢)dt est convergente et :
0

1
/ In(¢)dz = 1.
0

Démonstration
Soit x €]0,1]. On a :
1
f In(¢)dt = [t x In(¢) — t]alc =-1-xxIn(x)+x.
X

1 1
Or, par croissances comparées, x x In(x) Py Oetx —O> 0. Donc, In(¢)dt —0> —1. Donc, I'intégrale f In(¢)dt est convergente et
x— x— x x— 0

1
f In(¥)dt = -1. |
0

Z/® Remarque 2.21 - Prudence! (suite de la remarque 2.11 page 23)

b
On retiendra des deux propositions précédentes, que la condition « f f(#)dt converge » n'implique pas nécessaire-

a
ment que la fonction f posséde une limite finie en a ou en b (voir I'exemple de la fonction logarithme népérien).

“® Remarque 2.22 - Méthode pour montrer qu’une intégrale converge a ’aide d’'une primitive

» Dans le cas ou f est continue sur [a,b[, on peut en considérer une primitive F'. On a alors, pour tout x € [a, b[,

f f(B)dt = Fx) - Fa).

b
On en déduit que I'intégrale f f(t)dt converge si, et seulement si, ' admet une limite finie en b. Dans ce cas,
a

b
f fHde= linll)F(x)—F(a).

» Dans le cas ou f est continue sur ]a,b], on peut en considérer une primitive F'. On a alors, pour tout x €]a, b1,

b
f £(t)dt = F(b)— F(x).
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b

On en déduit que I'intégrale f f(t)dt converge si, et seulement si, F' admet une limite finie en a. Dans ce cas,
a

b
f Fd)dt = F(b) - lim F(o).

b
» On suppose que f est continue sur la,b[ et on en considére une primitive F'. Soit ¢ €]a, b[. Lintégrale f f@)de
a

c b
converge si, et seulement si, f f(&)dt et f f(#)dt convergent.
a C

b
En appliquant les deux points précédents, f f(t)dt converge si, et seulement si F' admet une limite finie en a et en
a

b. Dans ce cas,

b
f FO@ = lim Fx) - lim F).

IV.3. Propriétés des intégrales généralisées

~— @) Théoréme 2.17 - Linéarité

» Lensemble des fonctions f € 6,,,(I,K) telles que I'intégrale f f(t)dt converge est un sous-espace vectoriel
I

du KK-espace vectoriel 6, (1, K).

» De plus, si f et g sont deux fonctions continues par morceaux sur I telles que les intégrales f f(t)dt et
I

/ g(t)dt convergent, alors
I
VA, p) e K2, f/l xf()+uxgt)ydt=A xff(t)dt+u X fg(t)dt
I I I

Démonstration

Exercice : méme méthode que dans le cas I =[a,+ool. ]

—— @) Théoréme 2.18 - Positivité et croissance de Pintégrale

Soient f: I — R et g:I — R deux fonctions a valeurs réelles et continues par morceaux sur 1.

» Sil'intégrale f f(¢)dt converge et f est positive sur I, alors f f(t)dt = 0.
I I

» Siles intégrales ff(t)dt et fg(t)dt convergent et f < g sur I, alors ff(t)dt < fg(t)dt.
I I I I

Démonstration

Exercice : méme méthode que dans le cas I =[a,+ool. o

~— @ Théoréeme 2.19 - Relation de Chasles

Soient f' € €,n(I,IK) et cel

b

» On suppose que I =[a,b[ avec a < b. L'intégrale f f(#)dt est convergente si, et seulement si, I'intégrale
a

b
f f(t)dt est convergente.
c
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b

» On suppose que I =]a,b] avec a < b. L'intégrale f f(t)dt est convergente si, et seulement si, I'intégrale
a

@
f f(t)dt est convergente.
a
b

» On suppose que I =]a,b[ avec a < b. L'intégrale f f(#)dt est convergente si, et seulement si, les intégrales
a

b @
f f(t)dt et f f(t)dt sont convergentes.
(] a

Dans les trois cas, lorsqu’il y a convergence, on a 1’égalité :

b c b
ff(t)dt:f f(t)dt+f F(b)dt.

Démonstration

Exercice : méme méthode que dans le cas I =[a,+ool. o

4@ Remarque 2.23
Soit f € €pm (I, K).

b
» Lorsque I = [a,bl, la relation de Chasles montre que la nature de I'intégrale f f(t)dt ne dépend que du
a

comportement de f au voisinage de b.

b
» Lorsque I =]a,b], la relation de Chasles montre que la nature de l'intégrale f f(t)dt ne dépend que du
a

comportement de f au voisinage de a.

b
» Lorsque I =]a,bl, la définition de la convergence f f(t)dt requiert ’existence d’un c € I tel que les intégrales
a

b c
f f@)de etf f(t)dt convergent.

b

Or, la relation de Chasles montre que : pour tout c € I, I'intégrale f f(t)dt est convergente si, et seulement si,
a

b c b
les intégrales f f(t)dt et f f(t)dt sont convergentes. La nature de I'intégrale f f(t)dt ne dépend donc pas du
c a a

point ¢ choisit.
De plus, en cas de convergence, pour tout (c,c’) €la,b[x]a,bl, on a :

b c b c' c b
f f(t)dth f(t)dt+f f(t)dth f(t)dt+f’ f(t)dt+f f(&)dt.

Z® Remarque 2.24
» Soit f :[a,b[— K une fonction continue par morceaux.
On suppose que 'intégrale de f sur [a,b[ converge. Montrons que l’'intégrale de f sur ]la,b[ converge.
Soit ¢ €la, b[ quelconque.
Lintégrale de f sur [a,b[ converge, donc par la relation de Chasles, I'intégrale de f sur [c, b[ converge et

[abf(t)dt:facf(t)dt+fcbf(t)dt

De plus, la fonction f est continue par morceaux sur le segment [a, c] donc (remarque 2.17 page 30) I'intégrale
de f sur la,c] converge.
Ainsi, I'intégrale de f sur la, bl converge et est égale a I'intégrale de f sur [a,bl.
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» De méme, sil'intégrale de f sur la,b] converge, alors 'intégrale de f sur ]a,bl[ converge.

— "X Exercice 2.20

b
1. Soit f :[a,b[— K une fonction continue sur [a,b[. On suppose que l'intégrale f f(t)dt est convergente.
a

b
Montrer que la fonction g : x — f F()dt est de classe € sur [a,bl et g’ = —f.
X

b
2. Soit f :]la,b] — KK une fonction continue sur Ja,b]. On suppose que I'intégrale f f(t)dt est convergente.
a

X
Montrer que la fonction A : x »—»[ F()dt est de classe €' sur la,blet b’ = f.
a
Résolution

Méme méthode que dans I'exercice 2.18 page 26.

IV.4.Cas des fonctions a valeurs positives

— R Proposition 2.4

Soit f : I — R une fonction continue par morceaux sur I et a valeurs positives sur I.

» On suppose que I =I[a,bl.

b x
L'intégrale f f(#)dt est convergente si, et seulement si, la fonction x — f f(t)dt est majorée sur [a,bl.
a a

b x
En cas de convergence, on a : f f(&)dt = sup (f f(t)dt).
a x€la,b[ \Ja

» On suppose que I =]a,b].

b b
L'intégrale f f(t)dt est convergente si, et seulement si, la fonction x — f f(t)dt est majorée sur Ja,b].
a X

b b
En cas de convergence, on a : f f(t)dt = sup (f f(t)dt).
a X

x€la,bl

Démonstration
» Exercice : méme méthode que dans le cas I =[a, +oc[.

b
» Montrons que la fonction F : x — f f(t)dt est décroissance sur Ja,b]. Le résultat attendu sera une conséquence du théoréeme de
X
limite monotone.
Soit (x,y) € I x I tel que x < y. Par la relation de Chasles et la positivité de I'intégrale, on a :

b b y
F(x)—F(y)=f f(t)dt—f f(t)dz:f £(6)dt >0,
x y x

/® Remarque 2.25

Avec les notations de la proposition précédente, lorsque f est une fonction continue par morceaux et positive, on
retiendra que :

X
» la fonction x — f f(t)dt est croissante.
a

b
» la fonction x — / f(t)dt est décroissante.
X
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~— € Théoréme 2.20
Soient f et g deux fonctions continues par morceaux et positives sur I. On suppose que 0 < f < g sur [.

1. Silintégrale f g(¢)dt converge, alors I'intégrale f f(¢)dt converge.
I I

2. Sil'intégrale [ f(t)dt diverge, alors 'intégrale f g(t)dt diverge.
1 1

Démonstration

Méme méthode que dans la démonstration du théoréme 2.14 page 28.

IV.5.Cas des fonctions a valeurs complexes

— R Proposition 2.5

Soit f : I — C une fonction a valeurs complexes.
Lintégrale f f(t)dt est convergente si, et seulement si, les intégrales f Re(f(t))dt et f Im (f(¢))dt sont
I I 1

convergentes. Dans ce cas,on a:

flf(t)dt=fIRe(f(t))dt+ij;Im(f(t))dt

Démonstration

Exercice : méme méthode que dans le cas I =[a,+ool.
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V.Intégrales absolument convergentes et fonctions intégrables

Dans cette partie, I désigne un intervalle quelconque de R.

V.1. Définitions

@ Définition 2.6 - Intégrale absolument convergente

Soit f € Gpm (I, IK).
On dit que l'intégrale f f(t)dt est absolument convergente lorsque l'intégrale f |f(#)| dt converge.
I I

4@ Remarque 2.26

» Si f est continue par morceaux, alors |f| aussi et étudier la convergence de 'intégrale f |f(#)| dt a un sens.
1

» Lorsque la fonction f est positive sur I, on a f = |f|. Dans le cas des fonctions positives, la convergence de

I'intégrale f f(t)dt équivaut a sa convergence absolue.
I

‘9* Exemple 2.8
1
» Soit @ > 1. La fonction ¢ — a est positive sur [1,+oc[. Donc, d’apres le théoreme 2.15 page 31, 'intégrale
+o00o
f s dt est absolument convergente.
1

1 |
» Soit a < 1. La fonction ¢ — pri est positive sur ]0,1]. Donc, d’apres le théoréeme 2.15 page 31, 'intégrale / r dr
0

est absolument convergente.

a

» Soit @ > 0. La fonction ¢ — e~ **! est positive sur [0, +oo[. Donc, d’apres le théoreme 2.8 page 23, l'intégrale

+o0o
f e~ %! d¢ est absolument convergente.
0

1
» Liintégrale f In(#)dt est absolument convergente. En effet, pour tout ¢ €]0,1], [In(¢)| = —In(¢). Or I'intégrale
0

1 1
f In(¢)dt converge, donc par linéarité, I'intégrale [ —In(¢)dt converge aussi.
0 0

~—— @) Théoréeme 2.21 - La convergence absolue entraine la convergence

Soit £ € Gpm(I,IK).

Si I'intégrale f f(t)dt est absolument convergente, alors elle est convergente. Dans ce cas, on a :
I

’ fI FO)dt

< fI £ .

Démonstration

Démonstration dans le cas ou I =|[a,bl.
» Dans un premier temps, on suppose la fonction f a valeurs réelles.
On définit f* et f~ par : pour tout x € I, £+ (x) = max (0, f(x)) et f~ = max(0,—f(x)). On a alors les relations :

f=fr-f", o<fr<ifl, O<f™<Ifl et Ifl=Ff"+f".
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b b b
Par hypothese, I’hypothese f [f(®)| dt converge. Donc, par théoreme de comparaisons, les intégrales f fr(@)dt et f fra
a a a
convergent.

b
Or, f =f* —f~, donc par linéarité de l'intégrale généralisée sur [a,b[, Vintégrale f f(t)dt est convergente et :
a

b b b
ff(t)dt=f f+(t)dt—f £t
a a a

» On suppose que f est a valeurs complexes. On sait que |[Re(f)| < |f| et |Im(f)| < |f]. En raisonnant comme ci-dessus, on montre alors

b b
que les intégrales f Re(f(¢))dt et f Im(f(¢))dt sont absolument convergentes. On s’est ramené aux cas des fonctions a valeurs réelles.

b
Les intégrales [ Re(f(¢))dt et f Im(f(¢))dt sont donc convergentes. Donc (proposition 2.5 page 36), I'intégrale f f(t)dt est converge.

» Il reste & montrer 'inégalité de ’énoncé. On sait que, pour tout x € [a, bl,

X
< f ()] dt.
a

X X
En passant a la limite quand x tend vers b (possible car les intégrales f f@)dt et f |f(¢)| dt sont convergentes), on a :
a

a

b
< f F(0)] dr.
a

Les démonstrations dans le cas I =]a,b] et I =]a, bl sont similaires. ]

4@ Remarque 2.27 - La réciproque du théoréme 2.21 est fausse!

On consideére la fonction :
f: 1,400l — C
eit
t — —.

t

1
» Pour tout £ =1, on a |f(¢)| = s On en déduit que l'intégrale f f(t)dt n’est pas absolument convergente
1

(intégrale de Riemann divergente).
» Soit x = 1. Par intégration par parties, on a :

xeit
[
1 ¢t
eit

1 +00
= —. On en déduit que I'intégrale f ) dt converge absolument donc converge.
1 i

1t2 ix i
it

De plus, |—
P it?

ix

x 1t
= 0. Donc, par opération sur les limites, f e dit posseéde une limite finie quand x — +oo.
X—+00 1

D’autre part,

+00
Ainsi, | I'intégrale f f(¢)dt converge |.
1

“® Remarque 2.28 - Intégrale semi-convergente

Lorsqu’une intégrale converge mais ne converge pas absolument, on dit qu’elle est semi-convergente.

Définition 2.7 — Fonction intégrable

Soit f : I — KK une fonction continue par morceaux sur 1.

» On dit que f est intégrable sur [ lorsque son intégrale f f(t)dt est absolument convergente. On sait alors
I
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que l'intégrale [ f(#)dt converge et on la note f f()dt, ou f f.
I I I

» Lensemble des fonctions continues par morceaux, intégrables sur I et a valeurs dans K est noté L(Z, K).
» Lorsque f est intégrable sur [a,b[, on dit que f est intégrable en b.

» Lorsque [ est intégrable sur Ja,b], on dit que f est intégrable en a.

‘¢* Exemple 2.9 - Suite de ’exemple 2.8
1
1. Pour tout a > 1, la fonction ¢ — pre est intégrable sur [1, +ool.

1
2. Pour tout a < 1. 1a fonction ¢ — a est intégrable sur ]0,1].

3. Pour tout a > 0, la fonction ¢ — e~ **! est intégrable sur [0, +ool.

4. La fonction logarithme népérien est intégrable sur ]0,1].

“/® Remarque 2.29

Si f est continue par morceaux sur un segment [a,b] (a et b sont réels ici), alors |f| aussi et en appliquant la
remarque 2.17 page 30 a |f|, on déduit que f est intégrable sur [a,bl[, la,b] et la,b[. De plus,on a :

f F(t)dt = f F(t)dt = f roda= [ foa
[a,b] [a,bl la,b]

la,bl

~— @) Théoreme 2.22

Lensemble L'(I,IK) est un sous-espace vectoriel de Gpm(l,IK). Cest donc un IK-espace vectoriel.

Démonstration

Donnons la démonstration dans le cas I =[a,b[. Les autres cas sont similaires

X
» On a bien Ll(I,]K) <€ 6€pm(I,K) et la fonction nulle est intégrable sur I (pour tout x € [a, b, f 0dt=0——0).
a x—

» Soient 1 € K et (f,g) € L1(I,KK) x L1(I, KK). Par l'inégalité triangulaire dans KK, on a 0 < |A.f + gl < IAl.|f] +|gl.
b b
Or, les intégrales f |f () dt et f |g(#)| d¢ convergent.
a a

b
Dongc, par linéarité, I'intégrale f [ALLIF (@) + |g(¢)] dt converge.
a

b
Par théoréme de comparaisons, 'intégrale [A x f(t)+ g(¢)| dt converge.

a
On en déduit que la fonction A.f + g est intégrable sur I.
Ainsi, Lia ,K) est un sous-espace vectoriel de €pn, (1, K).

— ¢ Notation 2.2

Soit f eLl(I,]K). On pose ||fll1 = f |f(®)| dt : on dit que c’est la « norme 1 » de f.
I

— R Proposition 2.6

On a les propriétés suivantes :
» Homogénéité :
VFeL'(ILK), VAEK, [Afl1=IAIxIfl1.
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» Positivité :
VfeLYI,K), |fll1=0.

» Inégalité triangulaire :

V(f,@) e L"IK)xL"ILK), IIf +glli<Ifli+Ilgl.

Démonstration

» Conséquence de la linéarité de l'intégrale généralisée sur I. Soient f € La ,JK)et LeIK.Ona:
Ax i = [1ar@ra = [ irora=xiris.
» Conséquence de la positivité de I'intégrale généralisée sur I. Soient f € Lia ,KK).Ona:
1= [ If@le>o.
» Conséquence de la croissance et de la linéarité de I'intégrale généralisée sur I. Soit (f,g) € Lta ,IK) x Lta ,IK).Ona:

|If+g||1=f1|f(t)+g(t)|dtSfIIf(t)ng(t)ldtSfIIf(t)ldHfIIg(t)ldts||f||1+||g||1.

4@ Remarque 2.30

L'emploi du terme « norme » pour désigner | /|1 est un abus. En effet, 1a propriété de séparation n’est pas satisfaite.
On doit supposer de plus que f est continue pour I'obtenir.

— R Proposition 2.7

Soit f : I — KK une fonction continue et intégrable sur I.
Si [|fll1 =0, alors f est la fonction nulle.

Démonstration
Démonstration dans le cas I =[a,bl[.

X
La fonction |f| est continue, positive et vérifie f |f(#)| dt = 0. D’out, pour tout x € [a,b[, 0 Sf [f@®ldt < |Ifll1 <0. Done, pour tout
I a

X
x €la,bl, f f(@)dt = 0. D’apres le théoréeme 2.4 page 18, la fonction |f| est la fonction nulle sur [a,x], pour tout x € [a,b[. Ainsi, |f] est

a
la fonction nulle. Donc, f aussi. o

~— @) Théoreme 2.23

Soit (a,b) € R? avec a < b.

» Soit f :la,b] — KK continue par morceaux.
La fonction f est intégrable en a si, et seulement si, t — f(a + ¢) est intégrable en 0.

» Soit f :[a,b[— K continue par morceaux.
La fonction f est intégrable en b si, et seulement si, ¢ — f(b —t) est intégrable en 0*.

Démonstration

» En utilisant le changement de variable u =a+¢,0on a :

b b-a
f W) du=f fla+0)d.
X xX—a
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b b-a
On en déduit que f |f(w)| du posséde une limite finie en a si, et seulement si, f |f(a+t)| dt posséde une limite finie en or.
X

X
» En utilisant le changement de variable u =b—¢,0on a :

x b-x b-a
f ()] du = —f Fb—0) dt =f Fb—b)dt.
a b-a b—x

X
On en déduit que f |f(u)] du posseéde une limite finie en a si, et seulement si, f |f (b —t)| dt possede une limite finie en 0. o
a X

—— Corollaire 2.2 - Intégrale de Riemann

La fonction x — est intégrable en a si, et seulement si, a < 1.

lx —al®

Démonstration

Appliquer le théoréeme précédent aux intégrales de Riemann. o

V.2. Théoremes de comparaison

Casou [ =[a,+oo[, avec a € R

Définition 2.8 — Relations de comparaison

Soient [ et g deux fonctions définies sur [a,+ool. On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de +oo (il
existe B = a tel que, pour tout ¢ = B, g(¢) # 0). On dit que :

> f est dominée par g au voisinage de +oo et on note f = O(g), ou f(t) L= O(g(?)), lorsque la fonction
o0

—+

— est bornée au voisinage de +oo.

> f est négligeable devant g au voisinage de +oo et on note f = o(g), ou f(2) L= o(g(?)), lorsque
—+00
@
g(t) t—+oo

t
» [ est équivalente a g au voisinage de +oo et on note f 8 ou f (t)t ~ g(t), lorsque % = 1
(e.o] o0 —+00

—+

“/® Remarque 2.31 - Réécriture des relations de comparaison a ’'aide de quantificateurs
Soient f et g deux fonctions définies sur [a,+oo[. On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de +oo.

> f(t)t = O(g(t)) est équivalent a :
o0

—+

IM =20,3A za,Vt=A,|f(O)| <M x|g(t)].

> f@), = o(g(t)) est équivalent a :
(e.0]

—+

Ve>0,3JA=a,VE=A,If (D) <ex|g)l.
“® Remarque 2.32 - Lien entre la négligeabilité et ’'équivalence
Soient f et g deux fonctions définies sur [a,+oo[. On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de +oco. On a :

O, ~ gt) = f(t)—g(t)t=ooo(g(t)) = f(t)tzoog(t)“’(g(t))

—+ — 4+ — 4
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—— @) Théoréeme 2.24 - Théoréeme de comparaison avec I = [a,+ool

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a, +ool.
» Si|f|<|gl, alors I'intégrabilité de g implique celle de f sur [a, +ocl.

» Sif (t)t = 0(g(?)), alors I'intégrabilité de g implique celle de f sur [a,+ool.
(o.0)

—+

» Sif (t)t = o0(g(?)), alors I'intégrabilité de g implique celle de f sur [a,+odl.
o0

—+

» Sif (t)t ~ g(t), alors 'intégrabilité de f est équivalente a celle de g sur [a,+ocl.
(0.0)

—+

Démonstration

Les fonctions f et g sont continues par morceaux sur [a,+oo[, donc |f] et |g| aussi.
» Appliquer le théoréeme 2.20 page 36 a |f] et |g|.
» On sait que :
IM=0,3A za,Vt=A,|f®)| <M x|g(t)l.

La fonction g est intégrale sur [a, +oo[, donc sur [A, +oo[ (relation de Chasles). D’ou, la fonction M x g est intégrable sur [A, +ool.
On déduit alors du point précédent que f est intégrable sur [A,+oo[. Or, f est continue par morceaux sur [a,+oo[. Donc, d’apres la
relation de Chasles, f est intégrable sur [a, +oo[

» Sif (t)z = o(g(®), alors f (t)t = O (g(#)). On applique alors le deuxiéme point du théoreme.
o0 o0

—+ —

» Sif(t) ~ g),alors f(t) = O(g®)etgt) = O (). On applique alors le deuxiéme point du théoreme. m]
t—+oo t—+o0 t e’s}

— — —+

L

- Exemple 2.10

cos(?)

1. La fonction ¢ — 2

En effet,

est intégrable sur [1,+oo[.

()
t2
cos(?) O( 1 ) :

[ ) = J—
12 t—+o0 |2

¢ la fonction ¢ —

est continue sur [1, +oo[ ;

1
o f— o) est intégrable en +oo (intégrale de Riemann avec 2 > 1).

t

2. La fonction t — e " est intégrable sur [0, +oo[.

En effet,
. —_— 2 .
e la fonction ¢t — e~ * est continue sur [0, +oo[ ;
2 1 . ) _
e e = 0|5 car, par croissances comparées, u x e ¥ ——0;
t—+oo |2 u—+00

1
o f— o) est intégrable en +oo (intégrale de Riemann avec 2 > 1).
. 1 1 o
3. La fonction ¢t — n xIn|1+ n est intégrable sur [1, +ool.
En effet,

. 1 1 .
e la fonction ¢ — n xIn|1+ " est continue sur [1, +oo[ ;

1 1 1 1
e —xIn|l+-] ~ —car,In(l+u) ~ uet———0;
t t ) t—+oo t2 u—0 t t—+o0

1
o t— o) est intégrable en +oo (intégrale de Riemann avec 2 > 1).

Z® Remarque 2.33 - Important

Le théoreme de comparaison s’utilise aussi par contraposée : si f n’est pas intégrable, alors g n’est pas intégrable.
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‘¢- Exemple 2.11

1
1. La fonction ¢ — @ tsin@) n’est pas intégrable sur [1,+ool.
En effet,

e la fonction t — ——  est continue sur [1,+oo[ ;
t x(2+sin(?))

1 1
* t t~_+ooo(t x (2+sin(t)))’

1
o f— n n’est pas intégrable en +oo (intégrale de Riemann avec 1 <1).

1
2. La fonction ¢t — —— n’est pas intégrable sur [2, +ool.

In(?)
En effet,
1
e la fonction ¢ — —— est continue sur [2,+o0[;
In(2)

1 ( 1 ) ) o In@®)

— = o0|——=| car, par croissances comparées, — —— 0;
t t—+oo \In(¢) t t—too

1
o f— n n’est pas intégrable en +oo (intégrale de Riemann avec 1 <1).

3. La fonction ¢ — In

En effet,

1
1+ ;) n’est pas intégrable sur [1, +ool.

1
e la fonction ¢ —In (1 + ;) est continue sur [1, +oo[ ;

t —+00 u— t t—+o0

1 1 1
. ln(1+—)t ~ ?carln(1+u) ~Ouet——»0;

1
o [— n n’est pas intégrable en +oo (intégrale de Riemann avec 1 <1).

— Y Exercice 2.21 - Intégrales de Bertrand

Soit (a, B) € R2.

Montrer que la fonction f g: ¢ — est intégrable sur [2, +od[ si, et seulement si, { o

t@ x (In(2))”

Résolution

+00
La fonction fy g est positive sur [2,+ool, donc la convergence de I'intégrale f fa,p(t)dt équivaut a l'intégrabilité de fo g sur [2, +ool.
2

»Cas1:a>1.0na

+ La fonction fj g est continue sur [2, +ool.

l+a 1
o Soit y €]1, af (par exemple, y = T), Alors, par croissances comparées, on a fa,ﬁ(t)t =0 (t_Y)
—+00

1
e La fonction ¢t — o est intégrable sur [2,+o0[ (intégrale de Riemann sur [2,+o0[ avec y > 1).

Par théoréme de comparaison, la fonction f, g est intégrable sur [2, +ool.
» Cas2:a<1.0na
* La fonction fj g est continue sur [2, +ool.

1
e Par croissances comparees, on a : — = o
t t—+o0

(fap®).

1
e La fonction ¢ — n n’est pas intégrable sur [2, +oo[ (intégrale de Riemann sur [2, +od[).

Par théoréme de comparaison, f, g n’est pas intégrable sur [2, +ool

G. BOUTARD 43 Lycée GAY-LUSSAC



V. INTEGRALES ABSOLUMENT CONVERGENTES ET FONCTIONS INTEGRABLES INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

1
» Cas 3 : @ =1. Soit x = 2. On applique le changement de variable u =In(#), du = 7 dt (la fonction In est de classe € sur [2,x]). D'ou,

x G 1
t dt=f — du.
fz fap® In©@) ub

Or, In(x) +00, donc on reconnait une intégrale de Riemann sur [In(2), +oo[ qui converge si, et seulement si, § > 1.

xXx—+00
Ainsi,

a>1

La fonction fy g:t — a=1let>1.

— est intégrable sur [2, +oo[ si, et seulement si, {
tx x (ln(t))
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Casoul =]-o00,b],avec be R

Définition 2.9 - Relations de comparaison

Soient [ et g deux fonctions définies sur ] —oco,b]. On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de —oo (il
existe B < b tel que, pour tout ¢ < B, g(¢) #0). On dit que :

> f est dominée par g au voisinage de —co et on note f = O(g), ou f(#) L= O(g(®)) lorsque la fonction
i -0

—

— est bornée au voisinage de —oo.
g

(g(?)), lorsque

f@
— —0.
g(t) t——00

> [ est négligeable devant g au voisinage de —co et on note f = o(g), ou f(t) L=

t
» [ est équivalente a g au voisinage de —oco et on note f ~ g,ou f (t)t ~ (), lorsque % P
—00 ——00 ——00

4@ Remarque 2.34 —- Réécriture des relations de comparaison a I’aide de quantificateurs

Soient f et g deux fonctions définies sur ] — 0o, b]. On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de —oo.
> f(t)t = O(g(t)) est équivalent a :
—0o0

—

AM =0,3B<b,Vt<B,|ft)I <M x|g(?).

> f(t) L= o(g(t)) est équivalent a :
o0

—_——

Ve>0,3B<b,Vt<B,|f(t) <ex|g®).

/@ Remarque 2.35 — Lien entre la négligeabilité et ’équivalence

Soient [ et g deux fonctions définies sur ] —o0o,b]. On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de —co. On a :

f(t)t ~ 8D = f(t)—g(t)t =

(o]
- ——00

(8®) = [, =_g®+o(g®)

—

~— @) Théoréeme 2.25 - Théoréme de comparaison avec I =] — oo, b]

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur | —oo,b].

» Si|f|<|gl, alors I'intégrabilité de g implique celle de f sur | — oo, b].

» Sif (t)t = 0(g(2), alors I'intégrabilité de g implique celle de f sur |- oo, b].
(0.0)

—_—

» Si f(¢) = o(g(t)), alors I'intégrabilité de g implique celle de f sur ] - oo, b].

—

S

» Si f(t) L g(2), alors I'intégrabilité de f est équivalente a celle de g sur ] —o0,b].
(0]

Démonstration

Méme raisonnement que le théoréme 2.24 page 42.
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Cas ou I =[a,bl, avec (a,b) e R? tel que a < b

Définition 2.10 - Relations de comparaison

Soient f et g deux fonctions définies sur I, et xg € [a,b]. On suppose que la fonction g ne s’annule pas au

voisinage de xg, sauf éventuellement en x( (il existe n > 0 tel que, pour tout ¢ € [a,b] N [xo — 1, %0 + 1] \ {x0},
g(t) #0). On dit que :

= 0(g(®)), lorsque la fonction g

» [ est dominée par g au voisinage de x( et on note f = O(g),ou f (t)t :
—Xo0

est bornée au voisinage de x.

t
> [ est négligeable devant g au voisinage de x( et on note f = o(g), ou f(¢) = o(g(t)), lorsque & ——Y
X0 —X0

g(t) t—xo

L. N . . @
» [ est équivalente a g au voisinage de x( et on note [ ~8,ou f (t)t ~ (g(®)), lorsque @ -
0 —Xo0 —X0

Z® Remarque 2.36 — Lien entre la négligeabilité et ’équivalence

Soient f et g deux fonctions définies sur I, et xg € [a,b]. On suppose que la fonction g ne s’annule pas au voisinage
de xg, sauf éventuellement en xo. On a :

f(t)t:xog(t) — f(t)—g(t)tzoo(g(t)) = f(t)z: g®)+o(g@)).

—X —X0

“® Remarque 2.37 — Réécriture des relations de comparaison a I'aide de quantificateurs lorsque I =[a,b[
et X0 = b

Soient f et g deux fonctions définies sur I. On suppose que la fonction g ne s’annule pas au voisinage de b.
> f(t) =, O(g(t)) est équivalent a :
t—

M =0,3n>0,Vte[b—n,bLIf (D) < M x|g(@)l.

> f@) = o(g(t)) est équivalent a :
o

Ve>0,3n>0,Yte[b—n,bL If@)] <ex|gt).

—— @ Théoréeme 2.26 - Théoréme de comparaison avec I =[a,b[

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a, bl.

» Si|f|<|gl, alors I'intégrabilité de g implique celle de f sur [a,bl.

» Si f(z) =, 0O (g(2)), alors 'intégrabilité de g implique celle de f sur [a,bl.
t—

» Si f(z) =, o(g(t)), alors 'intégrabilité de g implique celle de f sur [a,bl.
t—

» Si f(¢) ~ 2g(t), alors I'intégrabilité de f est équivalente a celle de g sur [a, bl.
t—

Démonstration

Méme raisonnement que le théoreme 2.24 page 42.

‘¢° Exemple 2.12

sin(z)

1. La fonction ¢t — est intégrable sur [0, 1][.
v1-t

En effet,
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sin(t)

e la fonction ¢ — est continue sur [0, 1[.
V1-t

sin(¢) ( 1 )
Vi—tt—1 1-t)

e La fonction ¢ —

1
est intégrable en 1 (intégrale de Riemann avec — < 1).

1-¢
9. La fonction £ — —22)_ est intégrabl 11[
. La fonction ¢t — est intégrable sur |—,1|.
V1-t 2
En effet,
. n(t) . 1
e la fonction ¢ — est continue sur |—,1].
V1-t 2
In(2) ( )
. =0 car In(¢) — 0.
V1i—-tt=1 \y1-¢ t—1

¢ la fonction ¢ —

1 1
est intégrable en 1 (intégrale de Riemann avec — < 1).
vV1-t
1-t

3. La fonction ¢ —

> est intégrable sur [0, 1[.
(1-12)2
En effet,

1-t

e la fonction ¢ — - est continue sur [0, 1[.

(1-19)2

1-¢
e -1 1
care“-1 ~ u.

(1_t)§ t—1 \/1—¢ u—0

¢ la fonction ¢ —

1
i est intégrable en 1 (intégrale de Riemann avec — < 1).
-t
“/® Remarque 2.38 - Important

Les théoremes de comparaison s’utilisent aussi par contraposée : si f n’est pas intégrable, alors g n’est pas
intégrable.

‘¢- Exemple 2.13

1. La fonction ¢ —

(1—1) x cos(®) n’est pas intégrable sur [0, 1].
En effet,

¢ la fonction ¢ —

(=0 x cos(p) o5t continue sur [0, 1.

1 1
22t
1-¢tt—1 \(1-1¢)xcos(?)
¢ La fonction ¢ — 1 n’est pas intégrable en 1 (intégrale de Riemann avec 1= 1).

1
2. La fonction ¢ — I n’est pas intégrable sur
n
En effet,

1
=1
2

. 1 ) 1
¢ la fonction t — —— est continue sur |—,1]|.
In(?) 2
1 —

« — ~ — carln(l+u) ~ u.
@) 11 @ nl+w ~ju

e la fonction ¢ — 12 n’est pas intégrable en 1 (intégrale de Riemann avec 1= 1).

1
3. La fonction ¢ — A Dx1n® n’est pas intégrable sur 2’ 1 [
En effet,
G. BOUTARD
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1
> 1|.

1
e la fonction ¢ — 1—; n’est pas intégrable en 1. (intégrale de Riemann avec 1= 1)

la fonction t — —————— est continue sur
) (1—-#) xIn(?)

! = (;) r In(2) 0
-t ’\{d=pxm@)? P

Cas ou I =]a,b], avec (a,b) € R? tel quea<b

Z® Remarque 2.39 - Réécriture des relations de comparaison a 'aide de quantificateurs lorsque I =la,b]
etxo=a

Soient [ et g deux fonctions définies sur I. On suppose que la fonction g ne s’annule pas au voisinage de a.

> f(t) = O(g(?)) est équivalent a :
—a

AM =0,3n>0,Vt€la,a+nl,|1f ()] <M x|g(t)|.

> f(t) = o(g(?)) est équivalent a :
—a

Ve>0,3n>0,Vtela,a+nl, |f®)<ex|gt)l.

—— @ Théoréeme 2.27 - Théoréme de comparaison avec I =Ja,b]

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur la,b].

» Si|f|<|gl, alors I'intégrabilité de g implique celle de f sur la,b].

» Si f(z) = 0O (g(2)), alors 'intégrabilité de g implique celle de f sur la,b].
» Si f(¢) = o(g(t)), alors 'intégrabilité de g implique celle de f sur la,b].

> Sif(x) . g(x), alors I'intégrabilité de f est équivalente a celle de g sur la, b].
—a

Démonstration

Méme raisonnement que le théoréme 2.24 page 42. o

‘¢- Exemple 2.14

(1
: sin(g) .
1. La fonction ¢t — i est intégrable sur 10,11].
En effet,
' sin (%) .
e la fonction ¢ — 7i est continue sur ]0, 1].

i tfoo(%)'

1 1
¢ La fonction ¢ — % est intégrable en O (intégrale de Riemann avec 3 <1).

. sin (1)

2. La fonction ¢ — In(¢) est intégrable sur ]0,1].
En effet,

¢ la fonction ¢ — In(¢) est continue sur ]0, 1].

—

. 1
e par croissances comparées, In(¢) =0° (—)

7/
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1 1
¢ La fonction ¢ — % est intégrable en O (intégrale de Riemann avec — < 1).

1- t
3. La fonction ¢ — %U est intégrable sur ]0,11].

t2
En effet,

1—cos(t
* la fonction ¢t — —5() est continue sur ]0,1].
t2
1—cos(t 1 t2
. &) ~ car 1—cos(t) ~ —
t—0 2/t ¢

-0 2"
. 1 L L . 1
e La fonction ¢ — % est intégrable en O (intégrale de Riemann avec — < 1).

5
t2

“/® Remarque 2.40 - Important

Les théoremes de comparaison s’utilisent aussi par contraposée : si f n’est pas intégrable, alors g n’est pas
intégrable.

‘¢- Exemple 2.15

1. La fonction ¢ —

——— n’est intégrabl 10,11.
t><(2+sin(%)) n’est pas intégrable sur

En effet,

e la fonction t = ————— — est continue sur ]0,1].
tx (2+sin(

)

~ =

1 1
* < =0 T
tt—0 " \tx(2+sin(3))
e la fonction ¢ — n n’est pas intégrable en 0 (intégrale de Riemann avec 1 = 1).

In(z
2. La fonction ¢ — % n’est pas intégrable sur ]0,1].
En effet,

In(z
e la fonction ¢ — % est continue sur ]0, 1].
1

In(z
« — = o(ﬁ) car In(¢) — —o0.
tt—1 t t—0

e la fonction ¢ — n n’est pas intégrable en 0 (intégrale de Riemann avec 1 = 1).

sin(t)

3. La fonction ¢ — 2 n’est pas intégrable sur ]0,1].

En effet,

n(t)

2 est continue sur ]0,1].

si
¢ la fonction ¢ —

sin(¢ 1
o # ~ — car sin(¢) ~ t.
t t—0 ¢ t—0

e la fonction ¢ — n n’est pas intégrable en 0 (intégrale de Riemann avec 1 = 1).
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— Y Exercice 2.22 - Intégrales de Bertrand

Soit (a, B) € R2.
a<l

est intégrable sur a=1etf>1.

Montrer que la fonction fj g:t—

1
B 0, —] si, et seulement si, {
t% x ([In(2)!) 2

Résolution

1
2 1
, donc la convergence de l'intégrale f : fa,p(t)dt équivaut a I'intégrabilité de f, g sur ]0, 5]
0

|

1
o Par croissances comparées,ona: - = o (fa ﬁ(t)).
t +—0* ’

1
0,-
2

La fonction f, g est positive sur

» Cas1:a>1.0na

* La fonction f, g est continue sur |0,

DO =

1
o).

1
e La fonction ¢ — n n’est pas intégrable en 0 (intégrale de Riemann sur

1
Par théoreme de comparaison, la fonction f, g n’est pas intégrable sur ]0, 5]

» Cas2:a<1.0na

+ La fonction fj g est continue sur [2, +oo[.

a+1
e Soit y €la, 1[ (par exemple, y = T). Alors, par croissances comparées, on a : fg p(t) :0+ o (—)
t

—

1
0, 5 avecy <1).

1
o La fonction ¢ — o est intégrable en 0 (intégrale de Riemann sur

1
Par théoréme de comparaison, f g est intégrable sur (0, 3 ]

1 1
» Cas 3 :a=1.Soit x € |0, 5] On applique le changement de variables u = —In(¢), du = ~7 dt (la fonction In est de classe €1 sur

1
x,—|). D’ou,
2
L In(2) 1 -In(x) 1
2
(t)dtz—f —du:f L
fx fap ~In(x) uP @ uf
Or, —In(x) o +00, donc on reconnait une intégrale de Riemann sur [In(2),+oo[ qui converge si, et seulement si, §> 1.
x—
Ainsi,

a<l

) 1] . .
est intégrable sur ]0, 5] si, et seulement si, { a=1et B>1.

La fonction fy g:t— ——
“P e (Ino))P

Cas ou I =]a,bl, avecae Ru{—oo} et b € Ru{+oc} tels que a <b

Pour étudier I'intégrabilité d’'une fonction sur Ja,bl, on fixe ¢ €]a, bl et on applique les théorémes de comparaison sur
la,c] et [c,bl.

‘9" Exemple 2.16

1
La fonction t — ——— est intégrable sur ]0, 1[.
Vix(1—-1) &
En effet,
1
¢ la fonction t — ——— est continue sur ]0, 1[.

Vix(1-1)

1 1 1 1
— et la fonction £ — — est intégrable en 0 (intégrale de Riemann avec 3 <1).

Y (oD 0 Vi Vi
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1 1 1
~ et la fonction t — ——— est intégrable en 1 (intégrale de Riemann avec — < 1).
Vix(1-¢)t=1 /1-¢ Vi—t 2
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VI. Changement de variable et intégration par parties

VI.1.Changement de variable

~—— @) Théoréme 2.28 - Changement de variable

Soient ¢ :]a, f[—1la, bl une bijection strictement monotone de classe €' de la, Bl sur la,bl et f :la,b[— K une
fonction continue par morceaux.

» Alors les intégrales

b B
f FOd et f e s ale)

a

sont de méme natures.
» Si ces intégrales convergent et,

o si @ est strictement croissante, alors,

b B
f F&)dt = f (f o @)w) x () ds;

o si @ est strictement décroissante, alors,

b B
f F(tydr = f (F o 9)w) x /() dl.

Démonstration
Démonstration dans le cas ou ¢ est strictement croissante.

b
» On suppose que f f(t)dt converge.
a
Soit ¢ €]a, Bl.

b
e On sait que l'intégrale, f(@#)dt converge. De plus, en appliquant le théoréeme 2.6 page 20, on a : pour tout y €la, B[
¢(c)

y , o(y)
f (f o)) x ¢ (w)du =f f@dr.
4 ¢(c)

B
Or, ¢ est strictement croissante, donc ¢(y) —ﬁ» b. On en déduit que l'intégrale [ (f o p)(u) x (p' (u)du converge et
y— c

B b
f Fopw xg'wdu= [ fwa.
4 ¢(c)
¢(c)
e De méme, l'intégrale f f(¢)dt converge et on a : pour tout x €]a, fI,
a
4 , ¢(c)
f Fopwxp'@du= [ fed
x @(x)

c
Or, ¢(x) ¢ Dong, l'intégrale f (f o p)(w) x ¢'(w)du converge et
a

c , @(c)
f(fo<p)(u)x<p(u)du=f FB)dt.
a a
ﬂ !
Ainsi,f (f o)) x ¢'(u)du converge et
a
b b
f (F o)) x ¢ (w)du = f F)de,
a a

B
» On suppose que f (f op)(u) x (p'(u)du converge.
Soit ¢ €]a, bl.
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p
¢ On sait que l'intégrale, f . (f o)u) x ¢’ (u)du converge. De plus, en appliquant le théoreme 2.6 page 20, on a : pour tout y €la, b[
¢~ 1(c)
-1

y oo~ 1() o 1) .
[ roa= | roda= " (fopiu g/ wa.
¢ pp1(c) o)

b
Or, ¢ est strictement croissante, donc (p_l( y) — B. On en déduit que l'intégrale f f(t)dt converge et
y—= c

fbf(t)dt:fﬁ (F o)) x ¢ (u) d.
c ¢~1()

_1(c

[ )
¢ De méme, I'intégrale f (f o @)(u) x ¢'(u)du converge et on a : pour tout x €la, A,

a

) -1

c lp 9~ () ,
f F(t)dt = f(t)dt=f (f o @)w) x @' () dc.
x ol 1(x) ¢~ 1(x)

c
Or, (p_l(x) - a. Donc, I'intégrale f f(t)dt converge et
a

c () ,
f f(t)dtzf (F o)) x ¢ () du
a a

b
Ainsi, f f(t)dt converge et
a

b p
f f(t)dt:f (f o)) x ¢'(w) du.
a a

Démonstration dans le cas ou ¢ est strictement décroissante.

Dans ce cas, les justifications de convergence des différentes intégrales sont les mémes. Par contre, dans ce cas, on a ¢(y) 5 aet
y—
p(x) - b. Donc,
B , a c , @(c)
[[Foomngwa=[" roa e [ Fopungwan=[" o
c @(c) a b
Donc,
B , a b
[ e[ row=- [ roaw
a b a

O

“® Remarque 2.41

Si f est une fonction intégrable sur la,b] ou [a,bl, alors f est intégrable sur Ja,b[ (voir remarque 2.24 page 34) et
on peut appliquer la formule de changement de variables.

‘¢- Exemple 2.17

On considere l'intégrale
3 1
e
—z 1+cos(u)
1 n T

» I est I'intégrale de la fonction £ — ——————— qui est continue sur le segment [——, —1.
1+ cos(u)? 2’2

» Pour calculer I, on utilise le changement de variable u = Arctan(¢) (pour cela, on applique la formule de change-

B 1 T
ment de variable a 'intégrale généralisée f ———du sur ]——, —[ .
& g —z 1+ cos(u)? 2’2 )
T 7
La fonction ¢ = Arctan est une bijection strictement croissante de classe ¢l de]- 00, +oo[ sur ]_5’ 3 [ Donc, en
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utilisant que 1+ tan(u)? = puis la formule de changement de variable, on a :

cos(u)?’

A

T
A V2

% x Arctan (%)

2 1 too 1 1 to 1 .
I:[ —1du:f —1><—2dt:f —2dt: ].lm
“Z1l4 —co 1+ 1+¢ —oco 2+t A—+o0

1+tan(u)? 1+42

VI1.2. Intégration par parties

Dans ce paragraphe, I désigne un intervalle de la forme [a,b[, ]la,b] ou la, bl.

~— @) Théoréeme 2.29 - Intégration par parties

Soit u:I — K et v: I — KK deux fonctions de classe € sur I.
On suppose que le produit u x v posséde des limites finies en a et en b.
b b

u(t)xv'(t)dt et f u'(t) x v(¢)dt sont de méme nature. En cas de convergence, on a :
a

Alors, les intégrales f

a

b b
f u(t)xv'(t)dt = [u(t) x v(t)]z —f u(t) x v(t)dt,

a

ott [u(t) xv(@®)]° = limu(#) x ()~ limu(®) x v().

Démonstration

Soit ¢ €la,bl, x €la,c] et y € [c,bl. Les fonctions u et v sont de classe %1 sur les segments [x,c] et [¢,y]. En appliquant la formule
d’intégration par parties sur un segment, on a :

c
f u(@®) xv' () dt = [u(t) x U(t)],cc —[

X

c c
() x v()dt = ule) x v(e) — ulx) x v(x) —f u'(t) x v(t)dt,

X

et y y y
f w() x ' ()t = [ut) x v(®)]? - f W () % u(®)dt = uly) % v(y) — ule) x v(e) - f W) x ().
c c c

Or, le produit u x v posséde des limites finies en a et en b.
c

y
Dong, f u(t) x v'(t)d¢ admet une limite finie quand x tend vers a et f u(t) x v'(t)dt admet une limite finie quand y tend vers b si, et
X c

seulement si, f

¢ y
u'(¢) x v(t)dt admet une limite finie quand x tend vers a et f u'(t) x v(t) dt admet une limite finie quand y tend vers
X

c
b b
w(t) xv'(t)dt et f u'(t) x v(t)d¢ sont de méme nature et :

en b. On en déduit que les intégrales f
a

a

b
f ‘ u@) xv'(t)dt + f u(t) x v'(¢)ds
a

c

b
f w(t) xv'(t)dt
a

b
u(e) x vie) —}13(11 u(x) x v(x) —fc u'(t) x v(t)dt + lin}) u(y) x v(y) —ule) x v(C)—f u'(t) x v(t)dt
a y— c

b
lim u(y) x v(y) — lim u(x) x v(x)—f u(8) x v(t)dt.
y—b x—a a

“/® Remarque 2.42

» Siu et v sont de classe €' sur [a,bl, I'existence d’'une limite finie en a du produit u x v est claire et on a :
[u(t) X v(t)]?L = linl: u(t) xv(t) —u(a) x v(a).
t—

» De méme, si u et v sont de classe € sur la, b], lexistence d’une limite finie en b du produit u x v est claire et on
a:
[u(?) x v(t)]z =u(b) x v(b) —}imu(t) x v(¢).
—a
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‘9- Exemple 2.18 - La fonction I' d’Euler

Pour tout s € C tel que Re(s) > 0, on pose :
+00
I'(s) =f 51 xe tde,
0

ot 571 = 57V O note # = {s € C, Re(s) > 0}.

» La fonction I' est bien définie sur /.

Soit s € A fixé.

La fonction ¢ — t° ' x e 7! est continue, donc continue par morceaux, sur ]0,+oo[.
De plus, on a :

L xet| = ‘ (s~ DxIn@)—t| _ ,(Re(s)-D)xIn()—t o

eiIm(s)xln(t)| _ oRe(s)-DxIn(®)~t _ ;Re(s)-1 , ,~t

D’ou,
s—1 —t . ez e
o |t xe | o FIRe®” Comme 1—Re(s) <1, la fonction ¢ T Re® est intégrable sur ]0,1] (intégrale de
Riemann).
s—1 . —t 1 . ) . 1 L
o |t xe | L =0 = par croissance comparée. Comme 2 > 1, la fonction ¢ — = est intégrable sur [1, +oo[
—+00

(intégrale de Riemann).
Par les théorémes de comparaison, ¢ — £ 1 x et est intégrable sur ]0,1] et [1, +ool, donc sur ]0,+oo[. Donc, I'(s)
existe.
» Montrons que pour tout se #Z,ona:['(s+1)=sxTI(s).
Posons f(¢) = t° et g(t) = —e~!. Les fonctions f et g sont de classe €1 sur 10, +ool. De plus,

o 1f(1) x g(t)] = tRe®) x et — 0 car Re(s) > 0.

o |f(t)xg(t) = Re(s) o=t 0 par croissances comparées.

t—+oo
+00o
o Lintégrale f f(t)x g'(t)dt converge.
0

On peut donc appliquer la formule d’intégration par parties :

+00

+00 +00
F(s)zf ft)xg'(t)dt = [f(t)xg(t)]g""—f f'(t)xg(t)dtzo—f sxttx (—e ) dt =5 x I(s).
0 0 0

» Montrons que pour tout n€ N*,on a:I'(n)=(n—-1).

On procede par récurrence sur n.
+00

Initialisation. On a : I'(1) = f e 'dt =1 (le calcul est a savoir faire rapidement en suivant la démonstration du
théoreme 2.8 page 23).

Hérédité. Soit n € N*. On suppose que I'(n) = (n — 1)! et on montre que I'(n + 1) = n!.

Par le point précédent, on a : I'(n+1) = nxI'(n). En appliquant ’hypothese de récurrence, on a I'(n+1) = nx(n—1)! = n!.
Ce qui achéve la récurrence.
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VII. Annexes

VIIL.1. Testons I'TA sur ce chapitre

Enoncé
Calculer

7 /+°° sin(z) .
0 t

Solution proposée par I'A

On introduit, pour a >0,
+o00o 1 t
fla)= f eat %() dt.
0

En dérivant sous le signe intégral (justifié par convergence dominée) :

d +00 in(¢ +00
flla)= — f oot S0 4 f e~ sin(t) dt.
da Jo t 0

On sait que

+o0o 1
f e sin(t)dt= —5—, (a>0),
0 a“+1
donc
1
/ —_ —
fla= aZ+1’
En intégrant :

f(a) = —Arctan(a) + C.
Pour déterminer C, on fait tendre a — +oo. Alors f(a) — 0, tandis que Arctan(a) — 7. Donc

O:—E+C = C=E
2 2

Ainsi
fla)= g — Arctan(a).

En prenant la limite quand a — 0%, on obtient :

I=£(0)= g
00 gin(2) m
fo ;Y=g

"Y' Exercice 2.23

L'idée proposée par I'TA est intéressante, il s’agit en fait de la méthode utilisée dans le TD.
Cependant, des théorémes sont utilisés sans justification a trois reprises, a vous de trouver ou et de vérifier les
hypotheses.
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VIL.2.A la fin de ce chapitre,...

.. je sais primitiver les fonctions usuelles et reconnaitre la dérivée d'une composée;
.. je sais faire la différence entre «intégrale convergente » et « fonction intégrable »;
.. je sais appliquer un changement de variable;

.. je sais intégrer par parties (et vérifier les hypotheses);

.. je connais les intégrales de référence;

A

.. je sais appliquer les relations de comparaison;
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