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Moments d’une variable aléatoire

Feuille d’exercices #11

& Partie A - Espérance, variance et covariance

* Exercice 1 — Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* telle que :
A

YneN*, PX=n=——"—7-——
nn+1)(n+2)

1. Déterminer A puis prouver que X € L!. Calculer E(X).
2. Lavariable X admet-elle une variance?

* Exercice 2 — Etant donnés n € N* et p €10, 1[, on considere une variable aléa-
toire X suivant une loi binomiale % (n, p). Calculer I'espérance de 1/(X + 1).

** Exercice 3 — Soient Xj,..., X, des variables aléatoires indépendantes, de loi
uniforme sur [1, n] et Y la variable aléatoire définie par Y = max(Xy,..., X,).
n—-1 k n
Déterminer la loi de Y puis montrer que E(Y) = n— Z (—) .
k=0 \7

** Exercice 4 — Soient p €]0,1[ et (X;,),>1 une suite de de variables aléatoires
indépendantes suivant toutes une loi géométrique de parametre p.

On pose, pour tout n =1, Y, = min{Xj,..., X,} et Z, = max{Xj,..., X,}.

Calculer E(Y},) puis donner un équivalent de E(Z;) quand n — +oo.

* Exercice 5 — Soient X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de para-

XH—-A
métre 1> 0 et Z; = —>—". Calculer lim E (exp (itZy)) pour tout € R.
—+00

VA

* Exercice 6 — Soient n € N*, (X; j)1<; j<n une famille de variables aléatoires
réelles discretes centrées réduites i.i.d. et M la matrice (X; j)1<i, j<n-
On pose D = det(M). Calculer E(D) et V(D).

** Exercice 7— Pour n € N*, on considere une famille (X; )1<;, j<n de variables
aléatoires réelles d’espérances finies i.i.d. et la matrice M = (Xj, j) 1<, j<n-
Calculer, pour tout A € R, la valeur de E(y ps(A1)).
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* Exercice 8 — Soient p €]0,1[ et g =1 — p. Soient X et Y des variables aléatoires
a valeurs entieres telles que, pour tout (m,n) e N?>, P(X = m, Y = n) = p?>q™*".

1. Déterminer les lois marginales de X et de Y. Calculer E(X + V).
Calculer P(X < k) pour k€ N. Onnote U = max(X, Y) et V=min(X,Y).
Donner la loi de U et calculer son espérance.

Calculer E(| X - Y).

Déterminer la loi de V.

Déterminer la loi de (X, U) et retrouver la loi de U.

N o s e

Déterminer P(X + Y = m) pour me N.

* Exercice 9— On considere une succession de n épreuves indépendantes,
conduisant chacune a k résultats possibles notés ry,..., . Soit p; la probabi-
lité de réalisation du résultat r; lors d'une épreuve donnée. On note, pour i € [1, k],
X; le nombre de réalisations du résultat r; au cours des n épreuves.

1. Montrer que V(X +---+ X;) =0.
2. Préciser laloi de X;, son espérance et sa variance pour i € [1, kJ.

3. Donner de méme la loi et la variance de la variable X; + X.
En déduire cov(Xj, X;) pour i, j € [1, k].

4. Retrouver alors le résultat de la premiere question.

* Exercice 10 — Espérance conditionnelle
Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (Q, .o/, P). Si A est un
événement non négligeable, on définit, sous réserve d’existence :

E(X[A)= ) xP(X=xlA)
xeX(Q)

1. Montrer que si X admet une espérance finie, alors E(X|A) est bien définie.

E(14X)
2. Prouver alors que E(X|A) = ———.
P(A)
3. SiX ~¥%(p) ou pel0,1], calculer E(X|X > m) pour m e N.
4. Montrer que si (Ax) ken €St un systeme complet d’événements et si X est
+00
d’espérance finie, alors E(X) = Z P(A)E(X|Ap).
k=0

]
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** Exercice 11 — Soient m € N* et (X,,),en+ une suite i.i.d. de variables aléa-
toires suivant la loi de Bernoulli de parametre p €]0,1[. Pour n € N*, on note
S,=X5+---+X, etonposeM:inf{nEN* U{+oo}, S, =m}.Onposeg=1-p.

1. Montrer que M est une variable aléatoire réelle et évaluer P(M = +o0).

m—1
n-1
2. Montrer que pour tout n e N*, P(M = n) = Z ( K )pkqn_l_k.
k=0

3. Montrer que M € L' puis calculer E(M).

* Exercice 12 — Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans [0, n] telles
que, pour tout k € [0, n], la loi conditionnelle de X sachant (Y = k) est la loi
uniforme sur [0, k].

1. Déterminer laloi de (X, Y) puis la loi de X, en fonction de celle de Y.

2. Calculer I'espérance de X en fonction de celle de Y.

*x Exercice 13 — Soit (U, V) un couple de variables aléatoires indépendantes qui
suivent la loi binomiale %4(2,1/2).

1. Déterminer laloide S = (U —1)? + (V — 1) et préciser son écart-type.

2. Soit T = (U-1)(V-1). Calculer E(S(T-1)), déterminer laloi de T et calculer
cov(S, T).
3. Lesvariables S et T sont-elles indépendantes?

*x Exercice 14 — Nombre de points fixes d'une permutation

On munit I'ensemble G,, des permutations de [1, ] de la probabilité uniforme.
Pour 0 € G, on note N(o) le nombre de points fixes de o et pour k € [1, n],
X (o) =15si k est un point fixe de o, 0 sinon.

1. Donner I'espérance et la variance de Xj.
2. Calculer cov(X;, X;) pour (i, j) € [1, n]?.
3. Exprimer N en fonction des variables Xj et calculer E(N) et V(NN).

** Exercice 15 — Soit (X,) ;=1 une suite de variables indépendantes, X;, suivant
laloi de Bernoulli de parametre 1/#x. Soit T = min{n e N*; X;; =1, X;;;1 = 0}.

1. Déterminer laloi de T puis calculer E(T) et V(T).
2. Pour k,n € N*, calculer P(T = n|X; =1).
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** Exercice 16 — Soit X € L2 définie sur un espace probabilisé (Q, o7, P) et a va-

n
leurs dans N. Soit S;, = Z P(X < k). Montrerque S;; ~ n.

k=1 n—-+oo

*x Exercice 17— Une grenouille monte les 2n marches d'un escalier en sautant
de facon équiprobable une marche ou deux. On note X, le nombre de marches
franchies apres n sauts et Y, le nombre de fois ot la grenouille a sauté une marche.

1. Donner la loi de Y;. En déduire la loi de X,;, son espérance et sa variance.
2. On note Z, le nombre de sauts nécessaires pour atteindre ou dépasser la
n-ieme marche. Exprimer la probabilité P(Z,, = k) pourn>1let k= 1.

En déduire que E(Z,) = 1 -E(Z,-1) + 3 -E(Z,-2) + L.
3. Trouver a pour que la suite de terme général u,, = E(Z,)—na soit récurrente
linéaire d’ordre 2. En déduire E(Z,) et un équivalent lorsque n — +oo.

*x Exercice 18 — Soit (X,,) ;=1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans N
identiquement distribuées. Pour n € N*, on note R, le cardinal de {X}.; 1 < k < n}.

1. Montrer que pour tout ae N, E(R,) < a+nP(Xj = a).
2. Montrer que E(R;) = o(n).
n—-+oo

* Exercice 19 — Soient X une variable aléatoire a valeurs entiéres d’espérance fi-
nie et une suite de fonctions (f;;) définies sur N et a valeurs réelles. On suppose que
cette suite de fonctions converge simplement vers f sur N et qu’il existe #: N — R,
telle que h(X) € L! et pour tous k,n €N, | f,, (k)| < h(k).
Montrer que f(X) est d’espérance finie et que E(f;,(X))

E(f(X)).

n—-+oo

*x Exercice 20 — Soient A > 0 et (X,,) ;> une suite de v.a.r. telle que X, ~ ¥ (A/n).

1. Calculer, pour tout x =0, F(x) = nhIP P(X,/n<x).
— 100

X
2. Déterminer f telle que pour tout x =0, F(x) = f f()de.
0

(Xn)

+00 E(X%) +00 )
3. Comparer nLHPOO etf0 tf(#) dt puis ngrpw ) et[0 t“f(r) dt.

4. Soit Y une v.a. réelle telle que P(Y = k) = F(k+1) — F(k), pour tout k € N.
Calculer E(Y) et E(Y?).

]
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** Exercice 21 — Soit (Q2, .27, P) un espace probabilisé et une suite (Ay) € of N telle

+00 n
que ) P(Ag) converge. On pose X = Z lg, et X, = Z 14, pour neN.
k=0 k=0
1. Montrer que pour tout 1 € N, X, est une variable aléatoire et en déduire
que X est une variable aléatoire.

n +00
2. Montrer que pour tous k,n €N, ) P(Xi>p) < ) P(4)).
p=0 j=0
3. En déduire que X est d’espérance finie et calculer E(X).

*xx Exercice 22 — Théoreme de convergence monotone (Beppo Levi)
Soit une variable aléatoire X et une suite de variables aléatoires (X},), toutes défi-
nies sur un espace probabilisé (Q, o7, P) et a valeurs réelles positives.

+00
1. Al'aide de la variable [X], montrer que 0 < E(X) < Z P(X > k).
k=0
2. Onsuppose que Xj est d’espérance finie et que pour tout w € Q, (X, (w)) nen
est décroissante et de limite nulle.

Au moyen d’'un découpage judicieux, montrer que E(X},) 0.

n—-+oo

3. On suppose que pour tout w € Q, Z Xn(w) converge vers X(w).
neN

+00
Montrer que X est d’espérance finie et que E(X) = Z E(X,).

n=0

*x* Exercice 23 — On considéere une variable aléatoire X et une suite de variables
aléatoires (X},) ,eny définies sur un espace probabilisé (Q, <7, P), toutes a valeurs
dans Z. On suppose que :

e pourtoutkeZ, P(X;, =k)

P(X=k);

n—+oo
e ilexiste Y € L' a valeurs dans N telle que pour tout €N, |X,| < Y.

Montrer que X est d’espérance finie puis prouver que, pour tout p € N,

14 +00
EX)-EXnI< Y 1kl IPXp=k)-P(X=Kk|+2 ) kP(Y=k)
k=-p k=p+1

En déduire que E(X},)

E(X).

n—+oo

L
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* Exercice 24 — Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N dont la fonction

pour tout s €] — v/2,v/2].

génératrice est définie par gx(s) = o
-

1. Déterminer laloide X.

1
2. Reconnaitrelaloide Y = et en déduire E(X) et V(X).

* Exercice 25 — Soit X une v.a.r. définie sur un espace probabilisé (Q, <7, P).
ﬂk
On suppose que X(Q) =Net que pour ke N, P(X =k) = akzﬁ, oud>0etach.

1. Sous réserve d’existence, quelle est la fonction génératrice associée a X ?
2. En déduire la valeur de a puis 'espérance de X.

** Exercice 26 — On lance indéfiniment une piece équilibrée, et on note T la
variable aléatoire égale au rang de la premiére apparition du motif PF.

1. Déterminerlaloide T.
2. Déterminer la fonction génératrice de T.
3. Calculer I'espérance et la variance de T.

** Exercice 27 — Loi de Pascal

+00

n
1. Calculer ) (k)x”_’ pour tous k€ N* et x € [—1,1].
n=k
2. On dispose d'une urne remplie de boules blanches et rouges. On procéde a
une infinité de tirages indépendants avec remise. On tire une boule blanche
avec la probabilité p. Soient k € N* et X le temps d’apparition de la k-ieme
boule blanche. Donner la loi de X, sa fonction génératrice, E(X) et V(X).

** Exercice 28 — Soient n =1 et p €]0, 1[. Soit X une variable aléatoire a valeurs
dans [n, +oo[ vérifiant, pour tout k = n, P(X = k) = (l,clj)l?"(l—p)k‘” etune famille
(Xk)1<k<n de variables i.i.d. suivant la loi géométrique de parametre p.

1. Al'aide d'une fonction génératrice, donnerlaloide Y = Xj +---+ X,,.
2. En déduire E(X) et V(X).

]
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* Exercice 29 — Les variables aléatoires X et Y sont définies sur un méme espace
probabilisé (Q2,.o7,P) et sont indépendantes. X suit une loi de Poisson &?(A) et Y
une loi de Bernoulli #(p). On pose Z = XY et on note gx, gy et gz les fonctions
génératrices de ces variables aléatoires.

1. Donner la fonction génératrice de Y.
2. Démontrer que gz = gy © gx. En déduire E(Z) et V(2).

*x Exercice 30 — Marche aléatoire et probabilité de retour a l'origine

Soient p €]0,1[ et g = 1 — p. Une particule, initialement en 0, se déplace sur 'axe Z.
Elle a a chaque instant une probabilité p d’aller a droite et g d’aller a gauche.
Pour 7 € N, on note a;, la probabilité d’étre en 0 a 'instant n. Pour n € N*, on note
b, la probabilité d’étre pour la premiere fois de retour en 0 a I'instant n.

2n
1. Montrer que la série ) ( )p”q” diverge si, et seulementsi, p = g = 1.
n

n=0

+00 +00
2. Soient f:t— ) ant"etg:t— Y b,t".
n=0 n=1

a) Prouver que f et g sont définies sur [0, 1].

n
b) Montrer que pour tout n € N*, a, = Z ay_ 1D
k=0
¢) En déduire que pour tout £ € [0,1[, f(#) =1+ f(r)g(1).

3. Exprimer ay, et az,+1 en fonction de p, g et n. En déduire que pour tout
rel0,1], f(r)=(1 —4pqt2)_”2 puis exprimer g ().

4. Montrer que la probabilité de retour a l'origine vaut 1 - |p — q|.

* Exercice 31 — Fonction caractéristique
Pour une variable aléatoire X a valeurs dans N, on définit sa fonction caractéris-

tique ¢x par ¢x (1) =E (e”X).
1. Montrer que la fonction ¢ x est continue sur R et 27z-périodique.
2. Calculer ¢px pour: X ~ ZA(n,p), X ~94(p) et X ~ P (A).

3. Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N telles que ¢px = ¢py.
T .
En calculant Py [0) X(t)e_’k tdt, prouver que X et Y ont méme loi.
T J-m

4. On suppose X d’espérance finie. Montrer que ¢x est dérivable sur R et
déterminer (,b’X(O). Donner le DL, (0) de ¢px ().

L
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* Exercice 32 — Urnes d’Ehrenfest

Soient deux urnes A et B comportant r boules pour la 1°™ et 2n—r pour la 2", Un
tirage consiste a choisir aléatoirement une boule et a la déplacer dans I'autre urne.
On note X le nombre de boules contenues dans 'urne A a l'issue de k tirages.

1. Donner laloi de X;, son espérance et sa variance.
2. Exprimer une relation entre les lois de X, et X.

3. On note G la fonction génératrice de la variable Xj.

—f2
Prouver que Gy, (%) = tGi(8) + —G;C(t) pour tout € R.
n
4. En déduire lim E(Xj) et interpréter.
k—+o0

*x Exercice 33 — Formule de Wald
Soient N une v.a.r. et (X;) ,en+ Une suite de v.a.r. identiquement distribuées, toutes
supposées indépendantes, a valeurs dans N et d’espérances finies.

N
On pose Sy = Z Xk
k=1

1. Montrer que Sy est une variable aléatoire discrete.
2. Montrer que E(Sy) = E(N) -E(X3).
3. Prouver que Gs, = Gy o Gx, out]'on note Gx la fonction génératrice d'une
variable aléatoire X a valeurs entiéres; retrouver le résultat précédent.
4. Onsuppose que X; ~ Z(p) ou p€]0,1[. On pose Ty = N — Sy.
a) Si N suit la loi de Poisson de parametre A > 0, quelle loi suit Sy?
Prouver I'indépendance de Sy et Ty.
b) Réciproquement, montrer que si Sy et T sont indépendantes, alors
N suit une loi de Poisson.

**x Exercice 34 — Transformée de Laplace d’'une variable aléatoire
Soit X une variable aléatoire discrete réelle. Sous réserve d’existence, on appelle

transformée de Laplace de X I'application Lx : t — E (etX ).
1. On suppose dans cette question que X ~ (1), avec A > 0. Calculer Lx(¢).

2. On suppose que la fonction Ly est définie sur un intervalle I =] — a, al.
Montrer qu’elle est de classe € sur I et que :

vneN, EX") =L{0)
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& Partie C - Inégalités probabilistes et convergence

* Exercice 35 — Une piece truquée donne pile avec la probabilité p €]0,1[. On la
lance n fois et on note F, la fréquence d’obtention d'un pile.

1. Montrer que V(F,) < —

2. Donner une condition suffisante sur n pour que P (|F, — p| = 10_2) <0,05.

* Exercice 36 — Soit X une variable aléatoire réelle centrée admettant un mo-
ment d’ordre 2. Montrer que E(| X|) < v/V(X).

* Exercice 37 — Si X ~ A(n, p), ot n € N* et p €]0, 1[, montrer que :

)< VPID)

’ =
n \/_

* Exercice 38 — Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, de méme
loi et a valeurs strictement positives. Montrer que E ()—é) = 1.

*+ Exercice 39 — Soit (X;,),>1 une suite de variables aléatoires définies sur I’es-
pace probabilisé (Q, .o7,P), indépendantes et de méme loi de Bernoulli de para-
metre p. Onpose YV, = X, X1 et Z, =Y, +---+ Y, pourn=1.

1. Déterminer la loi, 'espérance et la variance de Y.

2. Calculer la variance de Z,,.

n—+oo

. Zn 5
3. Soite > 0. Montrerque P||— —p
n

~ Exercice 40 —
1. Soit X une variable aléatoire réelle et bornée.
Montrer que pour tout a € R,

E (e[X)

e[d

P(X = a) <inf
>0

2. Soient p €]0,1[ et X ~ % (n, p). Que devient I'inégalité pour a = an?

L
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* Exercice 41 — Inégalité de Jensen
Soient f : R — R dérivable, de dérivée croissante et X une variable aléatoire a
valeurs réelles. On suppose que X et f(X) admettent une espérance.

1. Montrer que pour tout réel x, f(x) = f'(E(X))(x — E(X)) + f(E(X)).
2. En déduire que E(f (X)) = f(E(X)).

** Exercice 42 — Inégalité de Chernov et marche aléatoire symétrique
Soit (Xi)ren+ une famille de variables aléatoires réelles indépendantes, suivant
toutes la loi de Rademacher. Pour n € N*, on pose S, = X1 + -+ + Xj,.

nt?
1. Soit € R;. Montrer que E(etsﬂ) = ch”(¢) puis que E(etS") < exp (T)

2. Soit € > 0. Montrer que pour tout ¢ € Ry,

Sn nt? _ Sn
P[—=¢|<exp T—nte puis P 728 < exp

n
-&%n
26) <2exp( 2 )

Comparer avec I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Sn
3. Montrer enfin que P||—
n

** Exercice 43 —
1. Soit X une variable aléatoire discrete centrée telle que | X| < 1.
t 3

e e
a) Prouver que pour tous t€e Ret x € [-1,1], e < (1 +x)§ +(1 —x)T.

t2
b) En déduire que pour tout t € R, e’X € L! puis que E(e’X) <ch(f) <e?z.

2. Soit (Xg)1<k<n une famille de variables centrées, 1ndependantes et bornées.

On pose S, = Z X etonnote 1 = || Xglloo, ainsi que A = Z Ak.
k=1 k=1

/2
a) Montrer que E (e5") < exp (AE) pour tout £ € R.

b) En déduire que pour tous teRete>0:

2 2
P(S;,>¢)<exp (—£t+ AE) puis P(S;, >¢) <exp (_ZE_A)

]
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*x Exercice 44 — Théoréme d'approximation de Weierstrass

Soient n € N* et f : [0,1] — R une fonction continue. On note Xj, Xo,..., X;, des
variables aléatoires mutuellement indépendantes et distribuées selon la méme loi
de Bernoulli de parameétre x € [0, 1]. On note également :

Sp=X1+Xo+-+Xp; ZnZS—nn et Bp(f)(x) =E(f(Zy)

1. Rappeler, sans démonstration, la loi de S,,. En déduire E(S;,) et V(S,).
2. En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer que :

Va >0, Osén (Z)xk(l -x0)"*=P(S, - nx|=na) < ﬁ
|£—x|za
3. Justifier alors que B, (f)(x) — f(x) = Z (Z)xk(l — )"k (f(g) —f(x)).
k=0

4. En déduire que (B, (f)) nen converge uniformément vers f sur [0, 1].

*x Exercice 45 — Loi forte des grands nombres pour des lois de Poisson
Soit (X;;) =1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé
(Q, o7, P), indépendantes et de méme loi de Poisson de parameétre A > 0.
n
Onpose S, = Y_ Xppourn=1.
k=1
1. Montrer que pour tout € > 0, il existe @ >0 tel que P(S,, =2 n(A+¢)) <e”
On appliquera Uinégalité de Markov i la variable e'>" pour n € N*.

S
L)
n

na

2. Soit € > 0. Prouver I'existence de C,d > 0 tels que P(

Sn - E)

—=-A
n
*** Exercice 46 — Loi forte des grands nombres dans le cas L*
Soit (X;,) nen+ une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs réelles.
On suppose que les variables admettent un moment d’ordre 4.

1. Montrer que m = E(X;) et V; = E((X; - m)*) sont bien définies.

1 n
Ei:Zin‘—m

En déduire la convergence de Z P(

neN*

3Vy

2 E ~ .
etn?

2. Pour n € N* et € > 0, montrer que P(

L

= E) <Ce ™™,
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*xx Exercice 47 — Loi forte des grands nombres pour des lois de Bernoulli
1. Démontrer I'inégalité de Markov pour une variable aléatoire réelle.

2. Soit (Yy) nen+ une suite de var. aléatoires i.i.d. selon la loi de Rademacher.
n

Onnote S, = ) Yj pour tout n € N*. Calculer de deux manieres E(S},).
k=1
3. Soit (Xj) nen+ une suite de variables aléatoires i.i.d. selon la loi Z(1/2).
n !/
Onpose S), = Z Xk. Montrer que (7") converge presque slirement vers 1/2,
k=1
!
c'est-a-dire que ) P( L
n

neN*

> 5) converge pour tout € > 0.


https://www.mickaelprost.fr

