Espaces vectoriels

O |m

FEUI

‘ Espaces vectoriels

EXERCICE 1: [Indications| [Correction| -~ Cours — Soit RY muni de la loi in-
terne H définie par a B b = ab,Va,b € R} et de la loi externe .« telle que
Aea = a*Va € R%,VA € R. Montrer que E =
toriel.

(R%,H, ) est un R-espace vec-

EXERCICE 2: [Indications| [Correction] Cours — On considére E = R? muni
de la loi interne B habituelle + et de la loi externe o définie par A« (z,y) = (Az,0).
(E,H,.) est -il un R espace vectoriel ?

EXERCICE 3: |Indications| [Correction] - Cours — Déterminer si R?, muni des
lois internes et externes suivantes, est ou n’est pas un R-espace vectoriel :

1. (a,b)B(c,d) = (a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) ; Xe(a,b) = (N\a, \?b).
2. (a,b)H(c,d) = (c,d) ; Xe(a,b)=(Aa,\b).

EXERCICE 4: [Indications| [Correction] Cours — Soit E un R-espace vectoriel.
On munit le produit cartésien E' x E de l'addition usuelle :

@9+ @.7)=@F+7,§+7)
et de la multiplication externe par les complexes définie par :

(a +1.0).(Z,9) = (a.Z — b.7, 0.5 + b.7)

Montrer que E x E est alors un C-espace vectoriel. (Celui-ci est appelé complexifié

de E.)

Sous espaces vectoriels

EXERCICE 5:
- Cours —
Déterminer si les ensembles F' ci-dessous sont des espaces vectoriels sur R d’un eV
E que l'on identifiera (avec addition et multiplication classique).

1. Z,R*.
2. F:{(xl,acg,x3)€R3: 1‘1—233‘24-1‘3:0}

3. F:{(xl,xg,x3)6R3: |$1—$2|:1}.

[Indications| [Correction| Révision : cas des sous ensembles de R™.

4. F:{(ml,xg,xg)eR?’ x2+x3>0}

5. F:{(x , T2, 73) € R3: :E2+:Jc3<0}

6. F:{(x , T2, 73) € R3: I1:$2:$3}.

7. F:{(xy, 2) e R3: myzO}.

8. F:{(x y,2,t) € R:: yzO,x:z};

9. F:{(:cy, z) ER3: 223}.

10. F:{(x y) € R%: x2+a:y+y220}. *
11. F:{(:r y,2) ER3: ewezzl}.

12. F:{(my)6R2 x+y—z:x+y+z:0}

13. F:{(x y) € R?: :E—I—y:l}.

) : N . 2x + Yy = 1
14. L’ensemble des solutions (z,y, z) du systéme : { vtz = 0
15. L’ensemble des solutions (z,y, z) du systéme : { 2e 4yy_+6z i 8

16. L’ensemble des vecteurs (z,y, z) de R? orthogonaux au vecteur (1,1,2).

EXERCICE 6: |[Indications| [Correction| Cas des sous ensembles de C". — Cours
Déterminer si les ensembles ci-dessous sont des sous-espaces vectoriels de C"* (n € N

a adapter dans chaque cas) ?
1. F={zeC]||z|=1}.

2. F:{(217Z2)EC2 |21+322:0}.
3. F:{ae’fe(C|a>0}
4. F={z€C"|arg(z) =% [7]
5. F={zeC"|arg(z) =7 [r]} U{0}.
EXERCICE 7: |[Indications| |Correction| - Cours — Montrer que les ensemble
suivants, ot I = [a,b] est un intervalle de R, sont des sous-espaces vectoriels de

F(I,R):
1. F =C"(I,R), pour n € NU {+o0}

cices)
2. F={feCa, ]R) (a) = f'(b)}.
|/f )t = 0}.

3. F={feCa
— Feuille 6: Espaces vectoriels —

(peut étre utilisé dans les exer-



4. F l’ensemble des fonctions f sur I continues, vérifiant

b
2f(a) = )+ [ tf()at

a

EXERCICE 8:
tions réelles.

On note £ = F(R,R). Le sous-ensemble de E ci-dessous est-il un sous-espace
vectoriel de E7

[Indications| [Correction| — Cours — Sous-espaces vectoriels de fonc-

1. H={feFR,R): f estbornée}

2. H C F(R,R) ensemble des fonctions paires.

3. H l'ensemble des primitives de = +— ze”.

4. H={feFRR): f(1)=0}

5. H={feFRR): f(0)=1}

6. L’ensemble des fonctions croissantes.

7. H={feFRR): Ia,¢) € R:Vz R, f(z) =acos(z — )} *
8. ’Hz{f:R—>R: fs’annuleenO}

9. H:{f:R—ﬂR: fs’annule}

10. L’ensemble des fonctions f telles que xgrfoo fl@) =400

11. H={f:R—R: zEIJIrlOOf(l‘)ZO}

12. L’ensemble des fonctions f telles que rll}{l‘_loo flx)y=1

13. L’ensemble des fonctions f € C%(R) vérifiant af” +bf'+cf =0, ot a,b,c € R

sont fixés.

EXERCICE 9:
lynémes.

[Indications| [Correction| - Cours — Sous-espaces vectoriels de po-

Parmi les ensembles suivants reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces vectoriels
de K[X] (avec K =R ou C.)

1. F={PeK,[X]: P'"=0},

2. F={PeK,[X]: P =1},

3. F={PeK,[X]: deg(P)=n},

4. F:{PeKn[X]: P—|—X2P”:0}7

5. L’ensemble des polynémes ne comportant pas de terme de degré 2.

EXERCICE 10:
Pour tout ensemble E ci-dessous, dire si c’est est un espace vectoriel.

PR

2. E l'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 telles que le coefficient "en haut
a gauche" est 1.

_ o =2 T 1
e {(f a2 (D)

[Indications| [Correction| — Cours — Espaces vectoriels de matrices

Equation cartésienne, Espace vectoriel engendré, famille génératrice

EXERCICE 11: [Indications| [Correction| - Calculer —
Pour chaque sous-espace vectoriel A de K3 ci-dessous, déterminer une équation
cartésienne décrivant A :
1. A= Vect{(l, 0,2): (1, -1, 4)}.

2. A= Vect{(3, 1,1); (1, -1, 1)}.
3. A= Vect{(3, 1,1);(1,-1,1), (2,2,0)}.

EXERCICE 12: |[Indications| |Correction|
1. Soient F = {(x,y,2) €R® |z+y+2=0}et G={(a+b,a—b,a+3b) | a,b e
R}.
a) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3.
b) Déterminer une base de F'NG.
2.  Soient F = {(z,y,2,t) ER* |z +y+ 2+t =0} et
G = Vect((l,O, 1,1),(1,1,0, 1), (0,2, —1,0)).

a) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R*.
b) Déterminer une base de FNG.

EXERCICE 13: |Indications| |[Correction| - Cours —

iz —2t =0
Trouver une famille génératrice de < (z,v,2,t) € C* | v
y+2z—-2t=0

EXERCICE 14: |Indications| [Correction| - Calculer —
Trouver « et 3 scalaires pour que (o, 3,4,1) appartienne au sev de R* engendré
par (2,1,3,1) et (—1,1,2,1).

EXERCICE 15: |Indications| [Correction| - Cours — Montrer que ’ensemble
a+c a—b a—c
F .= a a—b—2c a+b a,b,c e R
a+c c a—b

est un sous espace vectoriel de M3(R) en exhibant une famille génératice de F.

EXERCICE 16: |Indications| [Correction| - Cours — Calculer — Raisonner —
On pose a = (1,1,1), b = (0,2,1), v = (3,—1,1), v = (—1,1,0). Montrer que
Vect(a,b) = Vect(u,v).

EXERCICE 17: |Indications| [Correction| - Cours —

Montrer que x + cos(x + 7 ) appartient a I’espace vectoriel engendré par fi : z
sinz et fo:x — cosz.
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EXERCICE 18: [Indications| [Correction| - Cours — Chercher — EXERCICE 22: [Indications| [Correction| - Cours — Calculer — *
Soient fi, fo des éléments de F(] — 1,1[,R) définit par : 1. Montrer que les applications suivantes, définies sur le domaine de définition
firx— 1, fa: 2 cos(z). On note €& = Vect(f1, f2). 1, +o0l, sont liées :

1. Montrer que les deux applications g1 : = +— cosz(%) et go 1 x — sin2(%) 1 " a1
engendrent &£. f x> arctan oz 97 — arctan 1 h : x + arctan
2. la fonction x +— sin(z) appartient-elle a £ 7
2.  En déduire une base de l’espace vectoriel Vect (f,g,h).
3.  Que dire de la liberté si le domaine de définition est ]0,1[? *
Familles libres / liées
Bases et changement de bases
EXERCICE 19: |[Indications| [Correction| Cours
Dire si dans les cas suivants les vecteurs ci-dessous sont linéairement indépendants EXERCICE 23: [Indications| [Correction| - Cours — Calculer -
(et forment une base de K3) : 1. Montrer que B = {(2,1,1),(1,1,0),(2,0,1)} est une base de R.
1. a@=(2,1,-1), b= (1,1,-1) (K=R) 2. Déterminer les coordonnees du vecteur (—4,1,—3) dans la base B.
2. a=(0,1,-1), Hb =(LL1), ¢=(3,22) (K=R) EXERCICE 24: [Indications| [Correction] Cours — Déterminer dans chacun des
3. da=(-121), b=(22,-1), ¢=(,-11) (K=C) cas si les matrices de My(R) forment une base (notée B) de Ma(R) et si oui,
4. C_L,: (-1,2,0), (—)»: (1,1,1), (_:,: (3,0,2) (E{ =0 déterminer les coordonnées de la matrice M = ( 1 0) dans la base B.
5. @a=(1,2,-2), b=(1,1,1), ¢=(3,1,2), d=(1,-1,00 (K=C) -1 1
1 1 1 0 1 1
EXERCICE 20: [Indications| [Correction| - Cours — L. A_( 11 ) B_( 0 1 ) C_< 0 0 > '
Dans F(I,R) les applications suivantes sont-elles linéairement indépendantes ? 3 2 3 -1 1 —6 1 -3
1. f:xw—cosz, g:xw—sine, h:x—tanz (I =]-75;7[). 2. A(g 1 B= 2 2 C( 4 0 D= -3 1
2. f,g,h,k:[0,27] — R telles que f(z) = cosz, g(x) = xcoszx, h(x) =sinz et 3 92 3 —1 1 5 1 3
k(z) = wsinz. 3- A<3 1) B(z 2 > O< —4 0) D( -3 —1)
3. f:xw—1, g¢g:x~ cos2z, h:x»—>si112E o )
2 EXERCICE 25: [Indications| [Correction] Cours
4. frz— 1, gz cos2r, h:izersin®a Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels, et en donner une
5. f:x— e‘” g:x— e’ h:z— e ab,c2a?2 distincts. base lorsque c’est possible :
6. f:xm— x4+1, g.me7 h:xwmsurledomainede 1. {(x,y,z)€R3;x—y+2z:0}.
définition |1, +o00| 2. {(z,y,2) eR}x=y=—2}.
3. {(z,y,2,t) eRY 24+y=0; y+2=0; z+t=0; t+z=0}
EXERCICE 21: |Indications| [Correction| - Cours — 4. Vect{(1,2,-3),(1,2,-3),(-1,5,6)}
Déterminer si les polynémes ci-dessous sont linéairement indépendants. 5. Vect{(1,2,-1),(3,1,3),(2,—1,4)}
1. P(X)=X°-3X?+2X+1, Q(X)=X?-2X>+8X 6. Vect{(4,1,3),(2,0,-2),(4,-5,8),(1,1,—1)}.
2. PX)=X?-X+2, QX)=X?+8X-1, R(X)=2X+3 ,S5X)=1 7. {P e RyX];P(v2) =0}
3. PX)=X-1X-2), QX)=X>-X+1, RX)=X+1 8. lensemble des fonctions affines.
4. P(X)=X3-2X?2+3X+3, QX)=2X3+X?>+X+2, RX)=
—5X2 45X +4 EXERCICE 26: |[Indications| [Correction| - Calculer —
5 PX)=X-DX+3)X*+1),QX)=X*+X -1, R(X)=X - L Soit B la base canonique de R3 et B = ((1,-2,2),(1,2,—1),(3,1,1)).
1. Montrer que B’ est une base de R3.
2. Déterminer les coordonnées des vecteurs de la base canonique dans la base
B
3. En déduire les coordonnées du vecteur (1,1,1) dans la base B’.
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EXERCICE 27: [Indications| [Correction| - Calculer —
Soit B = (e1, e2,e3) une base d’un espace vectoriel E et B’ = (uy,ua,us) définie
par
U7 = 361 — 263
Ug =€1 — €2 — 263
uz = 2e1 + 2es +e3

Montrer que B’ est une base et déterminer la matrice de passage de B a B’ ainsi
que la matrice de passage de B’ a B.

EXERCICE 28: |[Indications| [Correction| - Calculer —
Soient P(X) =2+ X — X2, Q(X)=2— X + X?, R(X) =2+ 2X + X?2. Montrer
que B = (P,Q, R) est une base et déterminer les coordonnées des trois polynomes
1, X, X? dans B'.

EXERCICE 29: [Indications| [Correction] — Cours — Calculer —
On se place dans E = R3[X]
1. Montrer que les polynémes 1, X , X(X — 1), X(X — 1)(X — 2) forment une
base de E.
2.  Quelles sont en fonction de a, b, ¢, d les coordonnées dans cette base d’un élé-
ment de E s’écrivant a X3 + bX? + cX + d.

EXERCICE 30: [Indications| [Correction| - Calculer — *
Soient f, g, h définies sur R par

f(x) =z +cosz—e®, g(z)=2x+2cosz+e”, h(zx)=2z—cosz+e”, Ve eR
1. Montrer que B = (id, cos, exp) est une base de F' = Vect(id, cos exp).
2.  Montrer que B’ = (f, g, h) est aussi une base de F.
3. Déterminer les coordonnées de cos dans la base B'.
Indications

Exercice 2 [Correction|
On pourra constater que la loi + est la loi habituelle. On pourra donc se demander
ce qu’il est véritablement nécessaire d’étudier.

Exercice 3 [Correction]
1. Laencore laloi + est la loi habituelle. Commencer par aller voir les propriétés
les plus simples.
2. Laloi « est la loi habituelle.

Exercice 8 [Correction]
7. Penser aux formules de trigonométrie.

Exercice 12 [Correction]
1. b) On peut expliciter F' et G soit tous 2 a 'aide d’une (ou plusieurs) équa-
tion(s) cartésienne(s), soit tous 2 & l'aide d’une expressio paramétrique.
2. b) On peut trouver une équation cartésienne pour G ou alors plus rapide
ici réutiliser la méme technique que dans la question 1 en introduisant
un systéme d’équations paramétriques.

Exercice 17 [Correction]
Penser aux formules de trigo.

Exercice 20 [Correction]
6. Les fonctions ne sont pas indépendantes.

Exercice 22 [Correction]
1. On pourra penser a utiliser des limites pertinentes ainsi qu’a travailler sur les
dérivées pour obtenir les éventuels coefficients. On pourra de plus s’intéresser
a la dérivée pour montrer ’égalité finale.
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FE 6 - ESPACES VECTORIELS Solutions

Exercice 1 Exercice 4
e (R% ,H) est un groupe commutatif : e (E,+) est un groupe commutatif car c’est 'addition usuelle. Il n’y a donc rien a
- Loi interne : Soient a,b € RY.. Alors a @b = ab > 0. dire.
- Associativité : Soient a,b,c € R% . Alors aB (bHc) = a(bc) = (ab)c = (aBb) B
- Elément neutre : 1 est I’émément neutre. e Montrons les propriétés liées a la multiplication. :

- Symétrique : Le symétrique de a est — pour tout a > 0.
a

- Commutativité : la multiplication est commutative. * Clairement, E'est stable par multiplication.

eLoi.: * 1 est neutre : 1.X = (1 +0.49)(z,y) = (L.a,l.y) = X.
- Loi externe : Ok
- Elément neutre : ... * Associativié de la multiplication :

- Distributivité de + par raport & « : A+ p)ea=...
- Distributivité de « par-rapport a B : X« (¢ Bb) = (a Bb)* =

- Distributivité de . par rapport & » :... A op (zy) = (a+1ib) | ax — By, ay + Pz
b 7 ’ ’
Exercice 2 a+i a+ifB z y
Réponse : Non. = (az’ — by, ay’ + bx')
e Groupe commutatif : La loi 4+ est la loi habituelle, il n’y a donc rien a signaler - (a(m: — afy — boy — bfz, aay + afz + box — b,@y)
de ce coté 1a. = ((ac—bB)z — (aB — ba)y, (af + ba)z + (ac — bB)y)
e Loi .: , = ((ac—bB) +i(ba + ap))(x,y)
- Loi externe, A« (z,y) € R®. — ((a+ib)(a+iB)) (@)

- Element neutre : 1. (z,y) = (z,0) # (x,y).

Exercice 3 * Distributivité a gauche et a droite : méme principe.

1. Réponse : Non Exercice 5

) 1. . . les .  aa . iels
e Groupe commutatif, RAS. Ces ensembles ne sont pas des espaces vectoriels

e Loi.:
Il n’y a contradition avec la propriété du symétrique (—1). (a,b) pour tout

(a,b) # 0 car
(=1« (a,b) = (a,b) # (—a,=b)

qui est le symétrique de (a,b).
2.  Reéponse : Non 1 xe=x&Q
€Q

e N, Z ne sont pas stables par multiplication par %

o (Q n’est pas stable par multiplication par un réel non rationnel. Prenons par
exemple un irrationnel x. Alors

- Commutativité de B : Non.
o R* ne contient pas 0.

2. Oui.

Non, 0 € F.

4. Non:0 =(0,0,0)¢ F

@
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11.

12.
13.
14.

16.

Exercice 6

1.
2.
3.

-

Non : F n’est pas stable par multiplication par (—1). Par exemple :

—1x(2,3) = (-2,-3)
~—— N—\—
€F ¢F

Oui, on a
F=Vect((1,1,1))

Non : F' n’est pas stable par addition. Exemple :
(LO)+(0,1) =(L,1) ¢ F

Oui,
F =Vect((1,0,1))

Non. O = (0,0,0) € F.
Oui :

2
2 2 1 3 2
P ray+y’= (ot gy) + v

Or, cette derniére expression est toujour positive. Ainsi,
F =R?

En passant au In, on obtient F = {(x,y,z) eER3: zx+2= O}. C’est un
espace vectoriel.

oui

non. O = (0,0 & F'.

Non. O = (0,0,0) ¢ F.

Oui. C’est le noyau de la matrice (g le

—6

1 ) (Ou alors on résoud le sys-
téme)

Oui. Les vecteurs orthogonaux & un vecteur dans R? forment un plan passant

par 0.

Non:0¢ F.

Oui . F'=Vect ((—3,1))

C’est une demi-droite dans le plan complexe. Ce n’est pas un sev de C (non
stable par multiplication par —1.)

Il manque 0. Ce n’est pas un sev de C.

Non. (Non stable par multiplication par ¢ par exemple.)

Exercice 7

On notera E = F(I,R).

1.

On a que F C F([a,b],R) d’élément neutre la fonction nulle fy. On utilisera
donc le TCSEV.

On observe que fy € C™(I,R). De plus, pour toutes fonctions f,g € F et
a € K, par propriétés sur les fonctions, on sait alors que

f+ageF

Par TCSEV, on sait alors que F' est un sev de F.
On a que F' C F([a,b],R) d’élément neutre la fonction nulle fo. On utilisera
donc le TCSEV.

On observe que fy € C1([a,b],R). De plus, pour toutes fonctions f,g € F et
«a € K, par propriétés sur les fonctions, on sait alors que

(f +ag)(a) = f'(a) + ag'(a) = f'(b) + ag'(b) = (f + ag)'(b)

d’ou
f+ag€eF.

Par TCSEV, on sait alors que F' est un sev de F.
On a que F C F([a,b],R) d’élément neutre la fonction nulle fy. On utilisera
donc le TCSEV.

b b
On observe que / fo(t)dt = / 0dt =0x (b—a) =0, doun

fo € F.

De plus, pour toutes fonctions f,g € F et @ € K, par propriétés sur les
intégrales, on sait alors que

/ab(erozg)/abera/abOwLaxOO

f+ag€eF.
Par TCSEV, on sait alors que F' est un sev de FE.

d’ou
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4. On aque F C F([a,b],R) d’élément neutre la fonction nulle fy. On utilisera 3. E=Ved 0 —2+7 10
donc le TCSEV. ’ -3+3 4 01

Exercice 11

b b
On observe que 2f0(a)—fo(b)—/ tfo(t) dt:2><0—0—/ 0dt =0, d’ou 1. A= Vect (1,072);(1,—1,—1)} :224+3y—2=0
a a

(3,1,1);(1,4,1)} x4 y+2:=0
(31,10 (1,-1,1),(2,2,0)}

foeF. 2. A=Vect
3. A=Vect

=

De plus, pour toutes fonctions f,g € F et a« € K, par propriétés sur les

intégrales, on sait alors que c’est le méme qu'avant! : —z +y +2z =0
b b b Exercice 12
2(f+ag)(a) = 2f(a)+ag(a) = f(b)+/ tf(t) dt+ag(b)+oz/ tg(t) dt = (f+ag)(b)+/ t(fl+ag)(t)dt a) G=Vect((1,1,1),(1,—1,3) c’est donc un sev de R3.
dou Pour F', on peut le faire rapidement par caractérisation des sev ou alors
f+ageF. chercher F' = Vect(...).

b) On pose M = (x,y,z) € R3. Alors
Par TCSEV, on sait alors que F est un sev de E.

Exercice 8 MeFNG & {F €r

1. M est un sous-espace vectoriel de F(R, R). FeG

2. H est un sous-espace vectoriel de F(R,R). {x Tyt+z2=0

3. H n’est pas un sous-espace vectoriel de F(R,R).

4. H est un sous-espace vectoriel de F (R, R)( ) iLexiste a,b,c € Rtels que z = a+b, y=a—b, z=a+3b

5. H n’est pas un espace vectoriel car la fonction nulle n’appartient pas a H. (a4+b)+(a—b)+ (a+3b)=0

6. H n’est pas un espace vectoriel car I’ensemble n’est pas stable par multipli- = il existe a,b,c € R tels que t =a+b, y=a—b, z=a+3b
cation par —1. (Les fonction strictement croissantes deviennent strictement
décroissantes.) N

8. oul 1lex1steabceRtelsquem—a—i—b y=a—>b, z=a+3b

9. non

10. Non : 'application nulle n’est pas dans H.

11. Oui il existe a,b,c € R tels que x =0, y = 2a, z = —2a

12. Non : I’application nulle n’est pas dans H.

13. Oui.

D’ou
Exercice 9

1. Clest un ev ‘F NG ={(0,2a,—2a)/a € R} = Vect((0,1,—1)) ‘

2. Clest un ev

3. Cen’est pasunev (0 & F.
4.  C’est un ev

5. Clest un ev :

Vect (1, X, X% X*,..)

Exercice 10
1. Non. La matrice nulle n’est pas dans FE.
2. Non. La matrice nulle n’est pas dans E.
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2. b) Ona

G ={a(1,0,1,1) + b(1,1,0,—1) + ¢(0,2,—1,0) | a,b,c € R}

ie. G={(a+bb+2c,a—c,a—0b)|a,b,ceR}.
Ensuite : on pose M (x,y, z,t) € R*.

FeF

MeFNG <«
FedG

THy+z+t=0
Ja,bceRt.qr=a+b y=b+2c, z=a—c, t=a—0>

+(b+2c)+(a—c)+(a=b)=0

@ {
(a+b)+
Ja,b,ceRtqz=a+b, y=b+2¢c, z=a—c, t=a—>

3

—(3a+0b)
bcEth xr=a+b, y=b—2(3a+b), z

3

‘FOG ={(a+b,—6a—b,da+b,a—b)/a,b e R} = Vect((l,—6,4,1),(1,—1,1,—1)‘

Exercice 13

Vect ((2,2,0,1),(—i,—1,1,0))

Exercice 14

a=5=1.0na(ap,4,1)=2(2,1,3,1) — (-1,1,2,1).
Exercice 15
1 1 1 0 -1 0 1 0 -1
A=1[|1 1 1 B=10 -1 1 c=(0 -2 0
1 0 1 0o 0 -1 1 1 0

Exercice 16
e Méthode 1 : méme équation cartésienne :x +y — 2z = 0.

e Méthode 2 : Vérifier que a,b € Vect(u,v), puis (a,b) libre.

Exercice 17
Ty — T & in~
cos(x + ) = cosx cos § — sinwsin §
Exercice 18

1. 1 ZCOSQ(%)—i—SinQ(%) et cosxz?coszg—l.

a+ (3a+b), t=

at—b

2. Analyse : supposons que z — sinxz € £. Alors il existe a,b € R tels que
sinx = a + bcosx Vx € R. Cherchons a,b :
™
pour ¢ = o, on trouve 1 = a.
pour x = fg, on trouve —1 = a!
Exercice 19
1. indépendants car non colinéaires, mais ne forment pas de base de R? (pas
assez nombreux).
2. indépendants donc base de R3.
3. indépendants donc base de C3.
4. non indépendants : (3,0,2) = —(—1,2,0)+2(1,1, 1), donc ne forment pas une
base de C3
5. non indépendants : il y en a trop, donc ne forment pas une base de R?
Exercice 20
2. libre.
3 libre.
4. Non indépendant. g = f — 2h.
5. indépendant :
e et frye =0 o e“m()\—i-ue(b*“)z—i-'ye(‘:*“)z =0 < Apuelt D7 pyelema)e
puis limite en —oo.
6. Non indépendant. On peut obtenir un systéme en prenant des x particuliers

sur 'expression af + 8g + vh, par exemple :

a+53+vy=0

quand z — 17 :
B+~r=0

en multipliant par 22 puis limite en 400 :

De solutions Vect ((4,—1,1)).
On va donc pouvoir vérifier par calcul (mise sous méme dénominateur) que

‘4 f — g+ h =0 et donc les fonctions ne sont pas indépendantes. ‘

Exercice 21

1.

2
3.
4.
5

indépendants car non colinéaires.

non indépendant. Il y en a trop!

ind. car de degrés échelonnés.

non indépendant par identification des coefficients :
Ils sont indépendants : les degrés 2 a 2 distincts.

2P - Q=R
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Exercice 22

1.

On a la relation

x x +
arctan om2 arctan 1 —+ arctan

2

On 'obtient en posant
af +Bg+~vh=0

On obtient une relation sur les coefficients en faisant par exemple la limite en
+00 de l'expression et la limite en 1+ de la dérivée. On obtient le systéeme

B+vr=0
da+58+~v=0

de solutions Vect ((1,—1,1)). On propose alors la relation donnée plus haut,
que 'on démontre pour tout x € R en posant ¢ = f — g+ h; en montrant que
¢ =0 (et donc que ¢ est constante) et en déterminant la constante. Ainsi,
par calcul, on obtient

'(z) = ! + ! + ! =...=0
P B+ (r—-1)2422 22+ (@+1)2)
Ainsi, il existe une constante x € R telle que

p(x)=c

Or,onaquec= lim f—g+h=-1+1=0, dou la réponse annoncée.
Tr—+0o0

On note F' = Vect(f,g,h). La famille étant liée, on a dim F' < 2. Or, les

. . . . 1 x
fonctions f, g par exemple sont non colinéaires (sinon, on aurait 557 et =5

colinéaires, ce qui n’est pas le cas). Elles forment donc une famille libre dans
un espace de dimension < 2. Ainsi,

La famille {f, g} est une base de Vect (() f, g, h). ‘

On ne peut plus faire de limite en +o00. En revanche, on peut faire des limites
en 0% pour ¢ et 07 et 1~ pour ¢’. On obtient le systéme d’équations :

a+v=0
f+v=0
da+58+v=0

qui admet comme seule solution o = 5 = = (. La famille est libre.

Exercice 23

,—3) = —(2,1,1) + 2(1,1,0) — 2(2,0,1) d’oun Mp((—4,1,-3)) =
2

Exercice 24

1.

2.
3.

M5 (R) est de dimension 4, on n’a que trois éléments. ga ne peut pas étre une
base.

Non,ona A— B+ C = D.

La famille est libre. C’est donc une base de Ms(R) car le cardinal de la famille
est 4 = dim M3 (R).

Si on note By = ((é 8) , (8 (1)> , <? 8) , (8 (1)>> la base canonique de

M5 (R), la matrice de passage de la base By a la base B est :

3 3 1 1
2 -1 5 3
P=MsB) =15 5 4 _3
1 2 0 -1
Alors
Mp(M) = Mg(Bo)Mp, (M)
D’ou
-8
_ 1|13
_ 1 _
-2
ol on a calculé
o 1 1 _3
10
pl=|14 5 1
PR (R 7
2 5 8 10

Exercice 25

1.

A={(z,y,2) R}z —y+22=0} = Vect ((1,1,0); (—2,0,1)). Or, les vec-
teurs (1,1,0); (—2,0,1) sont non colinéaires, donc linéairement indépendants.
Une base de A et donc B = {(1,1,0); (—2,0,1)}.

A={(z,y,2) eER¥52=y=—2} = Vect ((1,1,-1)).

Une base de A et donc B = {(1,1,-1)}.

A={(z,y,z,t) €ERY;, 4+y=0; y+2=0; z2+t=0; t+2=0}=
Vect ((1,-1,1,-1)).

Une base de A et donc B={(1,-1,1,—-1)}.

A =Veet {(1,2,-3),(1,2,-3), (—1,5,6)}.

Clairement, la famille {(1,2,-3),(1,2,—3),(—1,5,6)} est non libre. Ce n’est
donc pas une base. Il faut en extraire une.

Or, A = Vect{(1,2,-3),(—1,5,6)}. Les vecteurs (1,2, —3), (—1, 5, 6) sont non
colinéaires, donc linéairement indépendants, aussi B = {(1,2,-3),(—1,5,6)}
est une base de A.
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ot

A =Vect{(1,2,-1),(3,1,3),(2,—-1,4)}.
1 3 2

rg|l 2 1 3| =2
-1 3 4

Ainsi, dim A = 2. Il suffit donc de trouver une famille libre dans A de cardinal
2. Par exemple, B ={(1,2,-1), (3,1, 3)}.
A= Vect{(4,1,3),(2,0,-2),(4,-5,8),(1,1,-1)}.
4 2 4 1
rg[1 0 =5 1 = 3. Autrement dit, dim A = 3. Pour trouver une
3 -2 8 -1
base de A, il faut extraire une famille de 3 éléments linéairement indépedants
dans A.

* Premiére possibilité :
Ici A =R3 car A C R?, avec dim A = dim R3. Une base de A peut donc étre
la base canonique de R3.

* Deuxiéme possibilité :

On extrait une famille libre de trois éléments parmi les vecteurs

{(43 17 3)7 (2a Oa 72)7 (45 757 8)v (17 17 71)} Par exemple7 {(47 1a 3)7 (27 Oa 72)7 (L 13 ]
Une base de A peut donc étre B = {(4,1,3),(2,0,-2),(1,1,-1)}.
* Troisiéme possibilité :
En calculant le rang de la famille de vecteurs, si on ne fait que des opéra-
tions sur les colonnes, les vecteurs colonnes de la matrice obtenus engendrent
A. Par exemple, en ne faisant que des opérations sur les colonnes, on peut
obtenir :

4 2 4 1 1 0 0 O
rgll 0 -5 1 ]=rgll1l -3 0 O

3 -2 8 -1 1 6 —-12 0
Une base de A est donc B = {(1,1,-1),(0,—3), (0,0, —12)}.

10

—_

7. A= {P € R4[X]; P(vV2) = 0}. Les polynoémes s’annulant en /2 s’écrivent
tous (X —v/2)Q, ainsi,

A={(X-v2)Q | Q e R3[X]}

autrement dit,

A = {(X—V2)(a+bX +cX?+dX?) | a,b,c,d € R}
= {a(X —V2) +bX(X —V2) + cX?(X — v2) +dX3*(X —V2) | a,b,c,d € R}
= Vect ((X_ﬁ)aX(X_\/i)aXQ(X_\/i)aX:g(X_ﬂ))
Il reste a montrer que la famille
(% = v2), X(X = v2), X3(X - V), X*(X — v2))
est libre, ce qui sera la cas, parce que c’est une famille de polynémes de degrés
échelonnés.
Une base de A est donc (X — v2), X(X — v2), X3(X — v2), X3(X — V2)).
8. L’ensemble des fonctions affines est
A={f e FR)|il existe a,b € R tels que f(z) = azx + b}
Autrement dit,
A = Vect {h, id}
ol h(z) =1 et id(z) = x.
De plus, les fonctions h et id sont non colinéaires, elles forment donc une base
de A.
Exercice 26
1 1 3 3 4 =5
2. MgBHY=|-2 2 1|etMpB)=|4 -5 -7
2 -1 1 -2 3 4

3.  En notant B = (e, ez,e3),0ona (1,1,1) =e; +ex +es.

Exercice 27

31 2 3 -5 4
MB(B/) = 0 -1 2 et MB/(B) = —4 7 —6
-2 -2 1 -2 4 -3
Exercice 28
2 2 2 T 0 -3
MsB)=|1 -1 2| et Mp(B)= % -3 %
-1 1 1 0 3 3

Exercice 29
1.  Les polynémes sont de degrés 2 a 2 distincts. La famille est donc libre. Elle
est constituée de 4 = dim R3[X] éléments. C’est donc une base.
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2.  Sionnote B = (fo, f1,--., f3) les polynomes de la base de la question 1 (dans
le méme ordre), on a

1=fo, X=/f1,X?>=fi+ fo, X = fi +3f2 + f3, dou

aX?+bX?* 4 cX +d=dfo+(a+b+c)fi +(Ba+b)fo+afs = (da+b+c,3a+b,a)s

Exercice 30

11

On a f,g,h € F. On peut donc écrire les coordonnées de f, g, h dans la base

1 2 2
B et calculer le rang de la matrice associée : P=| 1 2 -1
-1 1 1
On peut résoudre le systéme, ou alors inverser la matrice de passage :
1 2 2 1 0 -2
MgB)=P= |1 2 —1|et Mg(B)=21|0 1 1 | Ainsi les
-1 1 1 1 -1 0

coordonées de cos se trouvent sur la deuxiéme colonne.

— Feuille 6: Espaces vectoriels —



