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Applications linéaires

EXERCICE 1:
Dire si les applications suivantes sont des applications linéaires :

[Indications| [Correction] - Cours —

1. uw:R—=R; z— a.
2. u:R—>R;, xz—z—-1.
3. u:R—=>R;, x|z
4. u:R? > R?%  (z,y) — (y,2).
5. uw:R?2—=R; (x,y) 3z + 5y.
6. u:R?2 >R, (x,y)+ sin(2z) + sin(y). *
7. uw:R2S Ry (7,y)— zy.
8. u:R—=R3 s (ex,m zv2).
9. u:R2=R3  (z,y)— (e +v), my, vv?2).
} . N
10. u:R? - R? M~ M’ déuini par : OM’ = ||g_]\>1\j|| si OM;éB)etOsinon.
11. u:R? = R?; (z,y) + la solution du systéme d’équations en (u,v) :
u+tv = x
u—2v = .
EXERCICE 2: [Indications| [Correction| - Cours —

Dans cet exercice, on notera C" = C"(I,R), C = C° et F I'ensemble des fonctions
a images réelles quelconques définies sur un intervalle I.

1. Dire si les applications u suivantes sont linéaires.
a) Soienta€eR,acel.u:F =R, [ fla).

B
b) sia,BcR u:C(a,f]) — R: fl—>/ () dt.

Q) w:c(0,1]) = R; fo(1/4)—/1/2f(t)dt.

d) Ct—=F;, fef
e) :C =R fHI?EaIXf(t) ou I =[0,1].

) w:C—F, fe{t—2f(t)+1}.
® wel)-R o [ marlso)a

e

1
h) :C([0,1]) = F; fH{xHe*mf(x)+/ f@)dt}.
0
i) u:RxCR)—CR); (A, f)— laprimitive de f qui vaut A en zo = 7.
J) :R3[X] = R%; P (P(-1), P(0), P(1))
k) :R[X] = R[X]; P—XP —-P
2. Déterminer lesquelles de ces applications sont des endomorphismes.

S

SIS

EXERCICE 3: [Indications| [Correction| - Cours —
Dire si les application suivantes sont des endomorphismes :
1. u: {JeC®®R)|f(0)=0} — FR); f — f
2. u: R,[X] — R[X]; P ~— X2P' —nXP

3. w: {(z,yeR?|lz+y—-2=0} — R
(z,y) — 2z+4+3y
EXERCICE 4: |[Indications| [Correction| - Cours —

1. Soit E un espace vectoriel, et v une application linéaire de E dans F'. Dire si
les propriétés suivantes sont vraies ou fausses :

a) Siej,eg,...,ep estlibre, il en est de méme de u(eq), u(ez), ..., ulep).

b) Siu(e1),u(ez),...,u(ep) est libre, il en est de méme de eq, ea, ..., e,.

c) Siej,es,...,e, est génératrice de E, alors u(e1), u(es), ..., u(ey) est gé-
nératrice de F'.

d) Siu(er),u(ez2),...,ule,) est génératrice de E, alors ey, e, ..., e, est gé-

nératrice de F.
2. Reprendre les questions en prenant E = F'.

Matrice, injectivité, surjectivité

EXERCICE 5: |Indications| |Correction| - Cours — Calculer —
1 1 10
Soit lamatrice B=| 2 0 1 1 |etf:FE — Flapplication linéaire associée

3 -1 1 2
4 B dans des bases B, G d’espaces vectoriel F et F.
1. Quelle est la dimension de E? de F'?
2. Déterminer une base du noyau et de I'image de f.
3. L’application f est-elle injective ? / surjective ?
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EXERCICE 6: |[Indications| [Correction| - Cours —

1. On admettra que les applications ci-dessous sont linéaires. Déterminer la ma-

trice de u dans une base de votre choix, ker u et Im u, ot

a) wu: R — R3

(x,y) — (x,ac—i—2y7 _x"_y)
P — (X2 +2)P'-3XP
c) E={feC®R)|f"-3f+2f=0}et u: E — E
[ f

2. Pour chaque cas, dire si u est injective ? surjective ?
3. L’application u de la question 1.b) est-elle un endomorphisme ?

EXERCICE 7: [Indications| [Correction| - Chercher — ¥
Soit E un espace vectoriel de dimension n et ¢ € L(E,E) telle que ¢™ = 0 et

gpn_l 7& 0.

1. Soit z € E tel que "1 (x) # 0. Montrer que la famille {x, ¢(z),. .., " *(z)}
est une base de E.

2. En déduire une matrice de @ et rg .

EXERCICE 8: [Indications| [Correction| - Chercher —Un peu de géométrie...
On munit R2 d’un repére (O, 7, j).

1. On considére s la symétrie axiale par-rapport a I'axe des abscisses dans la
base B = (;, j) Déterminer une formule pour s puis vérifier que c’est bien
une application linéaire. Quelle est la matrice de la symétrie axiale dans la
base (Z, f) ?

2. On considére p la projection sur I’axe des abscisses parallélement & 'axe des
ordonnées. Déterminer une formule pour p et en déduire que c’est une appli-
cation linéaire. Déterminer la matrice de p dans la base (;, ;) ?

3. Sile repére est orthonormé, on admet que la rotation r» d’angle 6 et de centre

O dans la base (;7 ;) est une application linéaire. Quelle est la matrice de r

dans la base (;, j) ?

4. Est-ce qu'une translation est une application linéaire 7

EXERCICE 9: [Indications| [Correction] cours
1. Soit f une application linéaire surjective de R* dans R2. Quelle est la dimen-
sion du noyau de f 7
2.  Soit g une application injective de R?% dans R'%°. Quelle est la dimension de
I'image de g7
3. Existe-t-il une application linéaire bijective entre R et R72?

EXERCICE 10: [Indications| [Correction| - Chercher — Mobiliser — Calculer —
Dire si les applications suivantes sont injectives ? surjectives 7 bijectives ?

1. U R3 — R?
(,9,2) — (e+zr+y+2)
2. w: R? — RS
(xvy) — (x_ya2x+y7y)
0 1 1
3. w: R? — R3 linéaire de matrice [ 1 0 1| dans une des bases de R3.
1 1 1
4. u: R2 — R2
(zy) — (@%y°)
5. u: CR) — CR)
o= f
6. u: {ve€RN|vest ppériodique} — RP
v —  (vo,...,Up_1)
7. u: R[X] — RxR[X]
P +— (P(0),P)
EXERCICE 11: [Indications| [Correction| - Calculer —

Soit E = Ry[X] et A\ un paramétre réel. On pose ¢ lapplication linéaires de F
dans F telle que

o(l) = 1+X
p(X) = 1-X
e(X?) = 1+)X?

1. Quelle est I'image d’un polynéme quelconque de E par ¢ 7
2. Comment choisir A pour que ¢ soit surjective ? injective ?

EXERCICE 12: |[Indications| [Correction| - Calculer — Chercher —
On considére I'application w : RZ — R?
(x,y) — (2z—y,—4x+2y)
1. u est-elle linéaire ?
2. a) Donner son noyau.
b) Quel est le rang de u?
c) u est-elle surjective?
d) Déterminer Imu.
3. Reprendre l’exercice avec u: Rz — R2
(I7y) = ($+y,*1'7y)
= u o u sans faire de calculs supplémentaires.

. Déterminer

dans ce cas u?
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EXERCICE 13: [Indications|
ensembles de R? définis par :

Chercher — Soient A et B les sous

[Correction|

A= {(x,yw) : x—i—y—i—z:O} B = {(;v,y,z) D ox= —y:—z}

1. Exprimer FE et B respectivement comme l'image et le noyau d’'une méme
application linéaire L : R? — R3.

2. Déterminer & vue la dimension de B. En déduire la dimension de A sauf
déterminer de base de A.

EXERCICE 14: |[Indications| [Correction| - Calculer — On considére les applica-
tions
f: R?2 — I3 et g: R3 — R?
(z,y) = (2,22+y,y) (,9,2) = (z+25z-2y+2)

1. On admet que f, g sont linéaires. Donner leur noyau respectif ainsi que leur
image respective.

2. Montrer que g o f est un automorphisme de R2.

3. Quenest-ilde fog?

EXERCICE 15: [Indications| [Correction| - Calculer — Chercher — *

Soient F et F deux K-ev, g € L(F, E), et :

p: ExXF — EXF
(x.y) — (z+9(y)y)

Montrer que ¢ est un automorphisme de E x F.

EXERCICE 16: |Indications| [Correction| - Chercher — 2.9 ¢
Soit E = C(RT,R) et U : E — E définie par f +— U(f) telle que :

vz € R, U(f)(z) = %/m F(t)dt.

0
et U(f)(0) = £(0).

Montrer que U € L(E).

Déterminer ker U et Im U.

3. Donner un exemple de fonction dans Imu qui n’est pas dans C!(]0; +oo[, R)
et en donner un antécédent.

N =

EXERCICE 17: [Indications]
f: C — C
zZ = z+az
1. Montrer que f est un endomorphisme du R-espace vectoriel C.
2.  f est-il un endomorphisme du C-espace vectoriel C?

Mobiliser Chercher Soit
ol a est un nombre complexe donné non nul.

[Correction]

3. Déterminer le noyau et I'image de f.

‘ Changement de base

EXERCICE 18: [Indications| [Correction| - Raisonner — Calculer —
Soient trois vecteurs e;, es, es formant une base de R?. On note T I’application
linéaire définie par T'(e1) = T'(e3) = ez et T(e2) = —e; + ea + e3.
1. a) Donner la matrice A de T dans la base donnée B = (eq, ea, e3).
b) Déterminer le noyau de T
2. On pose f1:61763, f2:61762,f3:761+62+63.
a) Les vecteurs fi, fa, f3 forment-ils une base de R3?
b) Calculer T'(f2) et T'(f3).
3. En déduire la matrice B de T' dans cette nouvelle base.

EXERCICE 19: |[Indications| [Correction| - Cours — Calculer —
1. Soient Bs et By des bases respectives de R? et R2, ainsi que f : R3 — R? telle

dane 101
MBz,B?,(f): <0 1 1)

a) Déterminer MB;,Bg (f) ot By = {(1,0)5,,(~1,1)5,}
b) Déterminer MBQ’Bé(f) ou B, ={(1,-1,1)5,,(-1,-1,1)5,,(0,2,0)5, }
2. Soit B = {e1,ea,e3} une base d’un espace vectoriel E et f € L(E) telle que

3 3 3
Mp(f)= (6 6 6
03 6

Déterminer la matrice de f dans a base B = {(1,0,-1)3,(1,2,0)5,(1,1,1)5}

EXERCICE 20: [Indications| [Correction| - Cours — Calculer —
Soit B et B’ = {(1,0,1)5,(0,1,2)5,(1,0,3)5} deux bases d’un espace vectoriel E
et u € L(E) telle que
2 2 -1
Mg(uw)={0 2 0
3 8 -2
Déterminer la matrice de u dans la base B'.
EXERCICE 21: [Indications| [Correction| - Chercher — Calculer —

Soit u € L(Rz[X]) telle que ker (u) = Vect {X2 — X, X? + 1} et u(2+ X) =1+ X.
Déterminer l'image de tout polynoéme P € Ry[X].
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EXERCICE 22: [Indications| [Correction] - Cours — Calculer —
Soit T l'application linéaire de R® dans R? définie par sa matrice A dans la base
canonique (e, ez, e3) de R3 :

1 2 0
A=11 3 -1
1 -1 3

-

Donner un base de ker7T" et ImT'.
2. Soient f; = —2e; +es+e3, fo =e1 +es+ ez et f3 = 2e; + 3ex — e3 trois
vecteurs de R3.
a) Justifier que (f1, fo, f3) est une base de R? et écrire la matrice P de
passage de la base (e, eq,€e3) a la base (f1, f2, f3)-
b) Calculer P1.
c) Ecrire la matrice D de T dans la base (f1, f2, f3) -
d) Trouver une maniére plus simple de déterminer D.
3. En déduire A3.

Pour aller un peu plus loin

EXERCICE 23: |Indications| [Correction| - Chercher —Soient E un K-espace vec-

toriel et f € L(E). On dit que est nilpotent s’il existe p € N* tel que f? = 0, (p).

1. Donner des exemples d’endomorphismes nilpotents.

2. Soient f et g deux endomorphismes de E, nilpotents, et qui commutent. Mon-
trer que f og et f 4 g sont également nilpotents.

3. Montrer que si f est nilpotent alors Idg — f € GL(E) et exprimer son inverse
(IdE — f)_l.

4. Montrer que si f est nilpotent et a € GL(E) alors a — f € GL(E).

EXERCICE 24: |[Indications| [Correction| - Chercher —
1. Soit f € L(F) tel que pour tout & € FE, la famille {Z, f(Z)} est liée.
a) Montrer que si Z # 0, il existe un unique scalaire Az tel que f(Z) = A\z7.
b) Comparer Az et Ay lorsque (Z, ) est libre.
c) Mountrer que f est une homothétie.
2.  Montrer que si E est de dimension finie et si f € L£(F) commute avec tous
les endomorphismes de F, f est une homothétie.

Indications

Exercice 7 [Correction]

1. Prendre une combinaison linéaire nulle et I’évaluer par ™1
Exercice 21 [Correction]
Déterminer d’abord une base de u dans des bases adaptées a I’énonce.
(Pour avoir une matrice, il nous faut 3 antécédents et leurs images. En regardant
bien, nous avons 6 de ces éléments clairement explicités dans I’énoncé.)
Il nous faut ensuite déterminer u(P) ot P = a + bX + ¢X? (polynéme qui serait
donc exprimé dans la base canonique.) Nous avons pour ¢a par exemple les formules
matricielles d’images d’un élément et de changement de base.

Exercice 24  [Correction|

1. b) faire intervenir ¥ + ¢ pour montrer que Az = Ay
c) Montrer que pour (%, %) est liée on a aussi Az = Ay
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Exercice 1
1.

2.

9.
10.

11.

Exercice 2
1.

FE 10

u:R—>R; z+ +/z:non

(u(Az) # Au(z))

u:R—-R;, z—xz—1:non
(u(0) # 0)

u:R—=R; z+ |z|:non
(u(=2z) # —2u(x)).

u:R? >R (2,y) = (y,2) : oui
u:R?2 =R, (x,y)+ 32+ 5y :oui
u:R? -5 R; (x,y)+ sin(2z) + sin(y) : non
(u(m,m) =0 # 2u(5, 5) = 1)
u:R?—=R; (z,y)+— 2y :non

(u(Az) = Nu(z) # A

u:R—=-R3%: z—~

u(z). Prendre par exemple A = —1.)

(ex, T, 2v/2) : non

(u(0) # 0).

u:R? =Rz (e(z+1y), 7y, 2v/2) : oui

u:R?2 - R%, M+ M’ :non

(u(@M) £ 20')

u:R? = R%  (x,9) ~ la solution du systéme d’équations : oui :

(-r

a) u:C—=Ry fr fla)
B

5;) ol P est la matrice inversible P = <1 12)

: oui.

b) u:C—->R;, fr— / f(t)dt : oui. Théoréme de linéarité sur les inté-
grales impropres. “

c) u:C—Ry fe— f(1/4)— 1 f(t)dt : oui
(somme de deux applicationslﬁnéaires.)

d) u:Ct—=C; fr f:oui

e) u:C—R; f+—>tr€n[63>1(]f() non
(u(=f) # —ulf) s (= f)(w) = = min f(),

S 8
ou alors u(f + g) # u(f) +u(g) : M)

0 1/2 1
f) w:C—=C; f—{t—2f(t)+1}:non

(u(0) # 0).

APPLICATIONS LINEAIRES

Exercice 3
1.

2.

3.
Exercice 4

1.

Exercice 5

1.

Solutions

g) w:C—R; [ [ In(1+[f(t)])dt: non
(u(=f) = u(f) # —u(f))
/f )dt} : oui

h) w:C([0,1]) = CY f={z—e*f(x
(somme d’applications linéaires.)
(A, f) + la primitive de f qui vaut A en zp = 7 :

i)  u:RxC(R)— C(R);
oui

) uiRs[X] 5 RY P (P(-1), P(0), P(1))
(chaque coordonnée est linéaire.)

k) w:RX]—->R[X]; P— XP —
(somme d’AL)

: oul

P : oul

Clairement linéaire, mais P’(0) n’est pas forcément nul. Ex : P(X) =
X.
Oui. | Clairement linéaire comme somme d’AL. On vérifie que degu(P) < n.

Non. | L’espace de départ n’est pas un espace vectoriel !

1 2
1 2
.+ Apep, = 0. On applique u, puis la liberté de

a) Non. Exemple trivial : w = 0. Sinon, autre exemple : M (u) =

b)  Oui. On pose Aje; + ..
u(er), ules), ..., ulep).

¢) Non. Exemple : M (u) = (1 ;)
3 9 1 01 ,
d) Non. Exemple : u : R* — R*. M(u) = 01 1) (e1,e2) n’est pas
générateur de R3.
Seul changement : pour d, on a dim F = dim rg(u). Le thoréme du rang donne
u injective, puis :
Siz € E, u(z) = Muler) + ... + Apu(ep), doi

T —Aer+ ...+ e, € keru = {0}

dimE = 4, dim F = 3.
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Exercice 6

1.

1 0 00
Par des opérations de colonnes B~ | 2 -2 0 0
3 =4 0 0
ot la quatriéme colonne est donnée par u(es + (es —e1)) = (—1,0,1,1
la troisiéme colonne est donnée par 2(e; —e1) — (e2 —ey) = (—=1,—1,2,0)
(4 1\ [0
Conclusion : ker B = 115 9 et ImB = 21512
1 0 3 4
Non injective (noyau non nul).
Non surjective car dimIm B # dim F'.
1 0
a) Dans les bases canoniques : 1 2 de rang 2 et donc, par thm du
rang, dimkeru =2 -2 = 0.
1 2
D’ou Imwu = Vect ) 2)) et keru = {0}.
1
b) Dans les bases canoniques (1,X,X?2 X3) et (1,X,X2% X3 X*)
0 2 0 0
-3 0 4 0
0 —2 0 6| de rang 4 aprés calcul et par thm du rang,
0 0 -1 0
0 0 0 0
dimkeru =4 —rg(u) =
D’ou Imu = R3[X] et keru = {0}.
¢) La résolution de 1’équation différentielle donne une base {z — e*;z —

e?*}, d’out la matrice ((1) (2)) de rang 2 et par thm du rang, dim ker u =

dmE -2=0
Dot Imu = E et keru = {0}.

2.

Exercice 7
1.

Exercice 8
1.

° Pour a :

Il ne peut y avoir surjectivité car
dim R? (arrivée) > dim R? (départ)

mais il y a injectivité car ker u = {0}.
. Pour b :

Il ne peut y avoir surjectivité car
dim R4[X] (arrivée) > dim R3[X] (départ)

Il y a en revanche injectivité car ker u = {0}.
. Pour ¢ :

C’est un endomorphisme en dimension finie qui est injectif (ker w = {0}) donc
surjectif.

C’est bien un endomorphisme car on observe que la derniére ligne de la ma-
trice est nulle et que, d’aprés la base d’arrivée, on a

Imu = Vect (u(1),...,u(X?)) C R3[X]

Montrons que la famille {z,...,¢" 1(x)} est libre. Soient g, ..., A\p_1
tels que Aoz +- -+ XA_190" " H(z) = 0. Alors : " LNz ++ -+ X190 ()
0. Mais comme de plus ™ = 0, on a 'égalité "~ ( Aoz +- - -+ Ap_190" ()
"L Noz) e (M4 A+ Am19" 2 (7)) = A" H(z). Comme "1
on obtient A\g = 0.

En calculant ensuite " "?(A1p(z) + - 4+ Ap—1¢0" " (2)) on obtient A\; = 0
puis, de proche en proche, \,,_1 = -+ = \g = 0. La famille {z,...,¢" " 1(x)}
est donc libre. Elle compte n vecteurs. Comme dim (E) = n elle est libre
maximale et forme donc une base de FE.

m
I =

(

\H\\_/\_/
o

(x
7)

On examine s et on constate aisément que
s:R? — R (2,9) = (z, —y)

On observe que

Mp(s(x,y)) = (i) - ((1) —01> (:?5>

D’oul le fait que s est linéaire et en méme temps que

Mp(s) = (é _01)
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2. On examine p et on constate aisément que
p:R* — R?% (z,y) — (2,0)

On observe que

Mg(p(z,y)) = (ﬁ) = ((1) 8) (i)

D’ou le fait que p est linéaire et en méme temps que

Mg(p) = (é 8)

3. On ne fait que déterminer les images des vecteurs iet 5 et on obtient alors

() — < cosd sin0>

—sinf cosf

4.  Non. L’image de 0 n’est pas 0.

Exercice 9
1. dimkerf:dim]R4—dimrgf:4_dimR2:4_2:
2. rgf:dlmRQG_dimkerf:26_0:

3. |Impossible. | Les dimensions devraient étre les mémes.

Exercice 10
1. Non injective (théoréme du rang), mais surjective.
2. Non surjective (théoréme du rang), mais injective.
3.  Bijective. (Surjective ssi injective et rgu = 3.)
4. Non injective ! Attention, cette application n’est pas linéaire!! Il ne suffit pas
de calculer ker u...
Non surjective.
Surjective (toute fonction continue admet une primitive.)
Non injective : ker u est I’ensemble des fonctions constantes.
6. La suite v étant p périodique, elle est déterminée par les p premiers termes,
donc elle est injective : (keru = {(0)}) et Surjective.
7. Injective : keru = {0}.
Surjective Si (o, Q) € R x R[X], alors 'antécédent est P tel que P(x) =
x
/ Q(t) dt + .

0

(914

Exercice 11
1. Soit P € E. Alors il existe a,b,c € R tels que

P=a+bX +cX?

©(P) = ap(1) +bp(X) + cp(X?) =a+b+c+ X(a—b) + cAX?

2. e Condition pour que ¢ soit surjective :
@ est surjective ssi rgp = rgM(¢) = 3. Or, la matrice de ¢ dans la base

(1, X, X?) est
1 1 1 2 1 1
M)=[1 -1 o]~0 -1 0
0 0 A 0 0 A

D’ou rg = 3 ssi

e Condition pour que ¢ soit injective :
 Comme c’est un endomorphisme, ¢ est injective ssi elle est surjective. C’est
donc la méme condition.

Exercice 12
1. Oui, écrire la matrice.
2. a) keru={(z,y |2z =y} = Vect {(1,2)} (résolution de systéme).
b) Par le théoréme du rang, rgu =2 —1=1.
¢) Non, car rgu # dim R2.
d) N’importe quel vecteur de Im u convient comme base. Exemple (2,1).
3. Imu=keru. Dot u? =0

Exercice 13

r+y—=z
1. On considére L : R3 — R?; (z,y,2) = | —(z +y —2)
—(z+y—2)

2. On voit directement que B = Vect((1,—1,—1)) donc dim B = 1. Par le théo-
réme du rang, on obtient que dim A = 2.

Exercice 14

1 0

1. M(f)y=12 1] ;kerf={0};Im(f)=Vect((1,2,0);(01,1))
0 1
0

Mg = (3 Oy §)skers = Vet {(1,2,-1))s Im(f) = Veet (1,5); (1, 1)

2. M(gof)= (1 _11) rg(g o f) = 2. C’est un automorphisme
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3. e Méthode 1 : 2. e Noyau : kerU = {0}

1 0 1
M(fog)=|7 =2 3|.Douker(fog)=Vect(1,2,—1). Non injective et Soit f € ker U. Alors, par définition, pour tout & # 0, on a
5 —2 1
. N x
donc non bijective. / F(t)dt = 0
0
e Méthode 2 :
On sait déja que g((1,2,—1)) = 0, alors fog((1,2,—1) = 0, d’out ker (f o g) # or cette expression est celle de la primitive évaluée en x de f qui s’annule en
{0}. D’ott f o g non injective. 0. Si la primitive de f est nulle sur ]0; +-o00[, alors f est nulle sur |0; +o0].
Par continuité, f est nulle partout.
Exercice 15
¢ linéaire, on peut donc utiliser les propriétés des AL. e Image : I'ensemble D C C°(R™) des fonctions C*(]0; +o0]) t.q. lin}J xG'(z) = 0.
T—>
e Injectivité : (Calcul de ker ¢ :) * Analyse :
z+g(y) =0 z=0
¢((z,y)) ={(0,0)} & {y —0 A y=0 Supposons que G € Jmu. Alors il existe f € E tel que
e Surjectivité : Vo € R™, G(x) =1 [ f(t)dt.
Supposons (z,t) € Ex F. On pose y =t et © = z — g(t). Alors o((z,y)) = (z,1). et G(0) = £(0).

Il y a surjectivité.
Exercice 16 Autrement dit,
- G est C1 sur ]0; +oo].
- pour z # 0, 2G(z) = [ f(t)dt d'on

fz) = (2G(x))" = G(z) + 2G'(x).

- Comme f et G sont continues en 0, avec G(0) = f(0), par passage a la limite
dans ’égalité ci-dessus, on a également

lim zG’(z) = 0.

z—0

Tout ceci nous indique au passage que
* Synthése :

(zG(z)) = G(x) + 2G'(xz) siz#0

Soit G € D. O =
ol n pose f(x) {G(O) G0

Montrons que f € C° :
- f est clairement continue sur |0; +o0].

- En 0, }35% fz) = ili% G(z) + 2G'(z) = G(0) = f(0) (continuité de G.)
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On a donc G = u(f), dou Imu C D et donc

Imu=2D
3.  Soit | G(x) = /x| pour z € [0;400[. On a
G'(a:)—L siz>0
2V
d’ou 1
rG'(z) = =z —— 0
2 x—0
ie.
G €Imu mais G’ ne peut pas étre continue en 0

Notons que, dans ce cas, si on note u(f) = G, on a

f(z) = g\/:? pour z >0

Exercice 17
1. Soient (z,2') € C? et (A, pu) € R?.

FOz+p) = Az + p2) + a(Ae + pz') = XNz + a2) + p(z' + az’) = Af(2) + pf(2).

f est donc R-linéaire.

2. On note que f(ia) = i(a — |a|?) et que if(a) = i(a + |a|?). Comme a # 0, on
a f(ia) Zif(a). f n’est pas C-linéaire.

3. Soit z € C\ {0}. Posons z = re’? our € R} et § € R.

zeKer foztaz=0se" +ae ¥ =0 2 = —q.
ler cas. Si |a| # 1, alors, pour tout réel 6, e**® # —a. Dans ce cas,
Ker f = {0} et d’apreés le théoréme du rang, Im f = C. 2éme cas. Si |a| = 1,
posons a = e*“.

e2i9:fa<:>62i0:ei(°‘+”)<:>29€04+7r+27rZ<:>9€aTﬂﬂLWZ-

Dans ce cas, Ker f = Vect(ei(a+”)/2). D’aprés le théoréme du rang, Im f est
une droite vectorielle et pour déterminer Im f, il suffit d’en fournir un vecteur
non nul, comme par exemple f(1) = 14+a. Done, sia # —1,Im f = Vect(1+a).
Sia=-1,Vze€C, f(z) =z—2z=2ilm (z) et Im f =3R.

Exercice 18
0 -1 0
1. a) Par définition, A=[0 1 0
1 1 1
b)  On trouve
ker T = Vect((1,0,-1))

2. a) OnposeG=(f1,f2,f3) et
1 1 1
P = Mg(G) = 0 -1 1
-1 0 1
On observe que
rg(P) =3

La famille G est donc bien une base de R?
b)  On observe que

T(f2) = fa T(fs)=f3

3. On a déja les images de fi, fo, f3, ce qui nous donne la nouvelle matrice

0 0 O
010
0 01

Exercice 19

1. a) Mgy p,(f)= P8, M(f)B,.5s

1 -1 , . 11
avec Pg, ,p, = (0 1 ), d’ou Ppgy 5, = (O 1).

Ainsi,

1 1\ (1 0 1 11 2
MB;,BS(f)=(0 1) (o 1 1):<o 1 1)

b)  Mpy s, (f) = Py, Mp,5:(f) Py, = My 5,(f)Pi, -5,

1 -1 0
or, Pg, g, = | -1 -1 2] d’on
1 1 0
2 0 2
2 -2 =3 2 -1 -1
2 2 7 6 |etPl=-1(-1 2 -1
—4 4 6 2 -1 2

— Feuille 10: Applications linéaires —



Exercice 20

1 0 1 1 3 2 -1 1 0 0
Ps_pp=10 1 0], Pg_p= 5 0 2 0], Mp(u)=10 2 0
1 2 3 -1 -2 1 0 0 -1
Exercice 21

On note B la base canonique de Ro[X] et B’ = (2+ X, X? - X, X% +1). On a

0o 1 2 1 -2 -1
Ps_.gpr=|-1 0 1], alors Pgr,5 = pPl=(-1 2 2
1 1 0 1 -1 -1
Ainsi, comme
0 0 1
M(U)B’B/ = 0 0 1
0 0 0
on a
1 -1 -1
M(U)Bﬁ = M(U)B,B/PB’—MS = 1 -1 -1
0o 0 0
D’ou
lu(a +bX +eX?) = (a—b—c)(1+X)|
Exercice 22
-2 1 2
2. a) P=[1 1 3
1 1 -1
en calculant, on obtient rgP = 3 et donc (f1, f2, f3) est une base de R3.
-4 3 1
by Pl=Ll4 0 8
0 3 -3
c) Par formule de cours, on a
D=P'AP
d’ou aprés calcul
0 0 O
D=0 3 0
0 0 4

d)  On note que T(f1) =0=0, T(f2) = 3f2, T(f3) = 4f3. On peut donc
remplir D en conséquence.

10

9 32 -14
A3 =pPD*P'=[9 48 -30
9 —16 34

Exercice 23
1. la dérivation sur R,[X], toute application ayant pour matrice une matrice
triangulaire (supérieure ou inférieure) stricte
2. Commutativité pour f o g et Formule de Leibniz pour f + g.
3. Observer que Id%, — fP = (Idg — f)o (Idp + f+ f2+ -+ fP71)
4. Observer que a — f = ao (Idg —a~'o foa)oa™" et appliquer I’exercice &
alofoa.

Exercice 24

1. b) Soient z,y € F linéairement indépendants.

D’une part, f(z +¥y) = Apyy (T + ) = AoqyT + Aoy
Diautre part, f(z + y) = f(z) + [(y) = At + Ayy
Ainsi, par unicité de la décomposition dans une base, on a

Ao = Aoty = Ay

c¢) Pour montrer que f est une homothétie, il faut montrer qu’il existe A
(constant!) tel que :

Vee E, f(x)=Mx

Soit zop € E non nul. On pose A = A;,. On va montrer que pour tout
reFE, onal, =\

* Si z et zy sont linéairement indépendants, c’est fait (question précé-
dente.)

* Si x et xg sont colinéaires non nuls, comme x est non nul, il existe
a € R tel que
T = axg

d’out
f(z) = {ozf(xo) = alxg

AT = Aoz

Toujours parce que z,zg # 0, on obtient A, = A.
* Sixz =0, onabien f(zr) =0=A0.

* Conclusion : on a bien f(z) = Az.
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Soit ¥ € E,
o si z est nul, la famille {Z, f(Z)} est lice.

e sinon complétons {Z} en {Z, é3, ..., €, } une base de E et considérons l’ap-
plication linéaire g telle que

g9(Z) = T et g(é;) = —¢; pour tout .
alors

ker (g — Id) = Vect{Z}

11

et comme go f = fog,on a
f(z) € ker (g — Id) = Vect{T}

donc {Z, f(Z)} est liée.
Remarque : en fait il suffit que f commute avec tout automorphisme de F.
C’est la preuve ci-dessus puisque g € GL(E).
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