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Définition d’un systéme du premier ordre

Un systeme est dit du premier ordre si ’équation différentielle qui le régit est d’ordre 1.

1 Circuit RC série

1.1 Montage expérimental et oscillogrammes

On considere une résistance R = 1k et un condensateur de capacité C' = 1 uF placés en
série, dit circuit RC' série !, alimenté par un générateur de tension carrée e(t) de fréquence
f = B0Hz, de période T, variant de 0V a £ = 1V et de rapport cyclique 1/2 (figure 1). A
I'instant initial (¢ = 0), le condensateur est déchargé et e(t) est sur un front montant.

Figure 1 — Circuit RC série alimenté par une tension carrée

On observe la tension e(t) sur la voie 1 de l'oscilloscope et la tension uec(t) sur la voie 2, on
donne également le tracé de i(¢) en concordance des temps sur la figure 2.

1. https://phyanim.sciences.univ-nantes.fr/Elec/Transitoire/
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Figure 2 — Oscillogrammes d’une charge suivie d'une décharge

Propriété : Continuité de la tension aux bornes d’un condensateur

On rappelle une propriété du condensateur qui est mise en évidence ici : la tension
aux bornes d’un condensateur est une fonction continue du temps, alors que
I'intensité du courant le traversant peut étre discontinue.

1.2 Réponse indicielle

1.2.1 Calcul de la tension uc(t)

Définition de la réponse indicielle d’un systéme

La réponse indicielle d’un circuit est définie comme sa réponse a un échelon de tension

Dans le cas présent, la réponse indicielle du circuit RC' série correspond au cas ou t €
[0; T'/2], le montage équivalent est représenté sur la figure 3.
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Figure 3 — Circuit RC équivalent lors de la phase de charge
L’équation différentielle vérifiée par uc(t) est :

RC’CEL—tC—I—uC(t) o (1)

Démonstration : 00 /a,(w% Qu ee\- o Haills .
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Définition de la constante de temps du circuit RC série

On remarque que RC' a la dimension d’'un temps, on I'appelle constante de temps du
circuit RC' série et on la note T : 2 _6 -3
T= RC i G=40x Ao = 40 A,

La solution de cette équation différentielle est :

ue(t) = E (1 -~ (-%)) ()

C . \Q R
Qe & CH Mo

Démonstration : [y

,fw;:q'm. :‘/ou' Eorte o cade bl c-dessous.
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Lien avec le cours de Mathématiques

Vous avez étudié en cours de Maths la résolution des équation différentielles du méme
type que (1) :

d t E
UO_’_Uc():?

0 - (3)

Yy +ay=f(t) &

Les correspondances avec I’équation (1) sont les suivantes : uc(t) = y, d;‘—tc =y, a=1,

f)==.
© On commence par chercher la solution de 1’équation homogene sans second membre
associée a (3), notée yp() :

yptay, =0 & yetaye=0 & (yhe“t)/ =0

t
Sye”=A avec AER & yt) =A™ & ugy(t) = Aexp <—;>

¢ On cherche ensuite la solution particuliere de (3), cette solution notée y,(t) doit néces-
sairement étre du méme type de f(t), c’est a dire une constante dans notre cas. Cette
solution particuliere est donc trivialement :

C(ucp < 'U’_CL':;E
o(t'§o 3 6

o On sait ensuite que la solution générale de (3) est la somme de la solution de 1'équation
homogene sans second membre et de la solution particuliere, soit :

2wl =uet)=E

VO = O+ (0 & ucl)=Aex (L) +E

o Il reste a déterminer la constante d’intégration A en utilisant la condition initiale :
y(0) =uc(0)=0 < AL+E=0 & A=-F

¢ En conclusion on obtient finalement :

(9= -€ o ST > w05 (1o (1))

1.2.2 Analyse des courbes

¢ Lorsque t < T, le développement limité de la fonction exponentielle donne :

4 . .
g ~ 4-X pou~ X@"s)exp(—;)zl_;
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N uc(t)zE(1—<1—£>>:§t

L’équation de cette droite correspond a la tangente a l'origine a la courbe uc(t) (la tracer sur
loscillogramme de la figure 2).

o Lorsque t > T, la fonction exponentielle est telle que :
t
exp (—;) ~0 = u(t)~ E

L’équation de cette droite horizontale correspond a l’asymptote a la courbe uc(t).

Le point d’intersection de la tangente & l'origine et de 'asymptote est tel que 2 :

E
—t=F = t=1
T

Propriété de la tangente a l’origine

Lors de la réponse indicielle d'un systeme du premier ordre, la tangente a 1’origine coupe
I’asymptote en t = T.

1.2.3 Durée du régime transitoire

Définition du temps de réponse du régime indiciel

Par convention, on définit le temps de réponse du systéme (ici uc(t)) comme l'instant
t, pour lequel le systeme a atteint 99% de la consigne (ici e(t) = E)

Ce qui se traduit mathématiquement par :

T t"‘
= FE — Fexp <—%) =0,9F = exp (—;) =001 = ¢.=In(100) x T~ 4,67

Propriété : Temps de réponse indicielle

Le temps de réponse indicielle d'un circuit du premier ordre est de 4,6 T.

Définition du régime transitoire et du régime établi

Le régime transitoire correspond aux temps tels que t < ¢, et le régime établi a ceux
tels que ¢ > t,.. (indiquer les deux régimes sur le graphique ).

~
\.

2. https://phyanim.sciences.univ-nantes.fr//Elec/Transitoire/Condensateur.php
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1.2.4 Identification de la constante de temps

Plutét que d’utiliser la propriété de la tangente a l'origine, moins précise, on préférera
utiliser la propriété suivante :

uc(t)=E(1—e')=063E

Dans le cas général (cette propriété sera démontrée en TD), on peut déterminer expérimenta-
lement la constante de temps d’un circuit du premier ordre de la maniere suivante :
— on repere la valeur finale ugo, = tligl uc(t) et la valeur initiale uc(to)
—+oo

— on repere la valeur de T qui est 'instant pour lequel :

UC(tO Sl T) = Uc(to) aF 0,63 X (UC’oo — Uc(to))
\——v\/

(-

Uoﬂ- &..ZL’«.'«,&, f mTwhh ; {umo&v\.

1.2.5 Calcul de i(t)

La méthode Shadok ® pour déterminer i(t) consisterait a trouver son équation différentielle
puis a la résoudre, on lui préférera la méthode suivante :

ﬂanue s we(e)= € CA-ep(-€13))

o duc  CE t\ E t
z(t)—C?— - exp( 't)'fReXp( T)

o= FkC

On retrouve les mémes propriétés que pour uc(t) (tracer la tangente a 1’origine et ’asymptote).

1.3 Régime libre

Définition du régime libre

Le régime libre d’un circuit est défini comme sa réponse pour une entrée nulle, les valeurs
initiales des grandeurs électriques n’étant pas toutes nulles.

Le régime libre correspond ici au cas ou t € [T/2;T], le montage équivalent est alors le
suivant réprésenté sur la figure 4.

UR
| 2
L >
R
ey =0 ¢ __Iuc
M

Figure 4 — Circuit RC équivalent lors de la phase de décharge (régime libre)

L’équation différentielle vérifiée par uc(t) est :

d
S ruc =0, (2)
eL(:) p(aso[am(' celte p’\M&
3. Pourquoi faire simple quand on peut faire compliqué 7! h J'zc J e
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La solution de cette équation différentielle est :

we(t) = E exp (-t - T/2>

T
. - - ‘f—/z
Démonstration : (ov Aoekfw'w 3{%(2 cle Y "'t M (€)= Ae .
—+ -TlCrz) N /C'L?,)
G‘\/Mc(-‘;’)zg = fie =E = f=F€Ee
T/ -tz
(22
E e )R 2

E .ex\o(j—-.’_% ((‘; -—T/‘z_)]

1.4 Influence de la fréquence de e(t)

(t

A &Lhae o e (E)

!

Lorsque la fréquence de e(t) est telle que le condensateur n’a pas le temps de se charger
complétement pour ¢ € [0;7/2] puis de se décharger completement pour ¢ € [T'/2;T], les os-
cillogrammes mettent en évidence un régime transitoire de durée ¢, = 4,6 T suivi d'un régime
périodique établi (identifier ces deux régimes sur les oscillogrammes) :

o Pour f = 500Hz, soit T'= 2ms = 21 (figure 5) :

-
AL

-
“me . Simulation Python avec odeint u— ‘;"\-Q ’M L wg.
Mu‘(.’om.e> 9 pe Que 5

\

=
o

— u(t)
— e(t)

o o o
- = 3
L L

tensions (V)

o
o

0.0 1

0.00100

0.00075 -

0.00050 -
0.00025 -
0.00000 -
~0.00025
~0.00050 /
~0.00075 |
0 r 0.0025 0.005 0.0075 0.01 0.0125 0.015 0.0175 0.02

intensité (A)

Temps (s)

Figure 5 — Oscillogrammes pour une tension e(t) de fréquence f = 500 Hz

o Pour f = 5000 Hz, soit T'= 0,2ms = 0,27 (figure 6) :
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Figure 6 — Oscillogrammes pour une tension e(t) de fréquence f = 5000 Hz
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2 Circuit RL série

2.1 Montage expérimental et oscillogrammes

On considere une bobine d’inductance L = 1 H une résistance R = 1k placés en série, dit
circuit RL série, alimenté par un générateur de tension carrée e(t) de fréquence f = 50 Hz, de
période T, variant de 0V a F = 1V et de rapport cyclique 1/2 (figure 7). A 'instant initial
(t =0), l'intensité du courant dans la bobine est nulle et e(t) est sur un front montant.

T i
eT R UR
M
L

Figure 7 — Circuit RL série alimenté par une tension carrée

On observe la tension e(t) sur la voie 1 de l'oscilloscope et la tension ug(t) sur la voie 2, on
donne également le tracé de uy(t) et i(t) en concordance des temps sur la figure 8.
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Figure 8 — Oscillogrammes pour le circuit RL série

Propriété : Continuité de l’intensité du courant traversant une bobine

On rappelle une propriété de la bobine qui est mise en évidence ici : ’intensité du
courant traversant une bobine est une fonction continue du temps, alors que la
tension a ses bornes peut étre discontinue.
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2.2 Réponse indicielle
2.2.1 Calcul de i(t)

La réponse indicielle d'un circuit correspond ici au cas ou t € [0;T'/2], le montage équivalent
équivalent est représenté sur la figure 9.
dt

ur, = L
At
L

ETC) R| |fur = R

]
»

Figure 9 — Circuit RL série équivalent lorsque e(t) = E (accumulation d’énergie dans L)

L’équation différentielle vérifiée par i(t) est :
Ldi . E (
Rt +i(t) = b 3 )

Démonstration : (ﬂl.' c(la tm.w:eeb'

RS+ (dl = €
df
R

c_(_i-l'.k =
de

=)

rad L

Définition de la constante de temps du circuit RL série

On remarque que % a la dimension d’un temps, on 'appelle constante de temps du
circuit RL série et on la note T :

L
R

La solution de cette équation différentielle est :

Démonstration : (7;) - G @ A = %

s Sol - ole ('ert “wogfmc : i{ (k] = & e

*.ng ‘)c\,‘kuw,e-:c:n_ aqt osmf%te, Conr c(lb qusg ((7,7& ({4,.._ g: . Zﬁ(ﬁ{* +;'P:
“ . E .

. ~t/2
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. o
G Al)=0 = A e 'PE_/p_; =) A’:-’_E.

Tracer la tangente a l'origine et I'asymptote sur la figure 8.

2.2.2 Calcul de ur(t)

Pour la bobine, on sait que : L
'6;’ .
J 13
de LE t t
’U,L(t) = LE = ﬁ exXp (-;) ={ /5 €XpP (-;)

Tracer la tangente a l'origine et I'asymptote sur la figure 8.

2.3 Régime libre

Le régime libre d'un circuit correspond ici au cas ou t € [T'/2; T|, le montage équivalent est
représenté sur la figure 10.

ur,

ely-o0 R| ||ur
M

Figure 10 — Circuit RL série en régime libre lorsque e(t) = 0

L’équation différentielle vérifiée par i(t) est :

© N
dt—l—i(t):O (&)

La solution de cette équation différentielle est :

(1) = = exp (-t ‘TT/2>

Démonstration : and,l'tt’ﬂ'w im;ﬁ'&.e& . .4. (TIZ) - E . Cc. I.)

- -&
» Dolution géntnanle de (4):  i(r)< Ae o

-T
. Pu,\'s CC-I-\ C(va.e A e I(?'zz.

= o -,

€ - A:ge

Tler) R{—
- € v) -
o K Sw\aQ ;o ak)=€ e " @ ls

w (-1 (6-T))
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