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Extrait du programme

A - Espaces préhilbertiens réels

L'objectif majeur est le théoréme de projection orthogonale et ’existence de la meilleure approximation quadratique. On s’appuie sur des
exemples de géométrie du plan et de ’espace pour illustrer les différentes notions.

CONTENUS
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ESPACES PREHILBERTIENS REELS I. PRODUIT SCALAIRE ET NORME ASSOCIEE

Dans tout le chapitre, les scalaires sont des réels.

I. Produit scalaire et norme associée

“/® Remarque 7.1

Dans Rz, le produit scalaire de deux vecteurs x = (x1,x2) et y = (y1, y2) est défini par

(x,y) = x1y1 + x2Y2.

Lutilisation de ce produit scalaire possede plusieurs applications. Par exemple :
1. Calculer le travail d’une force.

2. Projeter des vecteurs.

3. Calculer la distance d’un point a une droite.

1.1. Produit scalaire

Définition 7.1 - Produit scalaire, Espace préhilbertien, Espace euclidien

Soit £ un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E toute application ¢ : E x E — R qui est :
e bilinéaire : c’est-a-dire une application linéaire a gauche
VA, ) € R?, V(x1,%2,5) € B, p(A.x1 + 2, ) = A x p(x1,9) + o x placa, y)

et linéaire a droite

V(A1) € R?, V(x, 1, 9) € E?, p(x, Ayt + p.y2) = A x p(x, y1) + o x 9(x, y2).
« symétrique : V(x,y) € E2, p(x,y) = @(y,x).
e positive : Vxe E, ¢(x,x) = 0.
o définie : si p(x,x) =0, alors x = 0g.

Dans ce cas, le produit scalaire de deux vecteurs x et y est plutét noté (x,y). On trouve aussi les notations (x|y)
oux-y.

On dit que le couple (E , -)) est un espace préhilbertien (réel).

Un espace euclidien est un espace préhilbertien réel de dimension finie.

“® Remarque 7.2

» On résume la définition en disant qu'un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive.
» Pour vérifier la bilinéarité, il suffit de vérifier la linéarité a gauche et la symétrie.

» On a: pourtout xe E, (x,0g) =0 et (Og,x) =0.

“® Remarque 7.3 — Produit scalaire et sous-espace vectoriel

Soit (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de E.
On peut définir un produit scalaire ¢ sur F' en posant, pour tout (x,y) € F2, dx,y) = (x,).
+ En pratique, ¢ est encore noté (., ).

G. BOUTARD 3 Lycée GAY-LUSSAC



I. PRODUIT SCALAIRE ET NORME ASSOCIEE ESPACES PREHILBERTIENS REELS

1.2. Norme euclidienne

— Y Exercice 7.1 - Préparation a la démonstration de I'inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient (E , -)) un espace préhilbertien réel, (x,y) € E?et e R.
En utilisant les propriétés du produit scalaire, montrer que :

x+Ay,x+ Ay =(x,x)+2A{x,y) +)L2(y,y>.

Résolution
Par linéarité par rapport a la deuxiéme variable :
(x+ Ay, x+A.y)=(x+ALy,x)+ Ax+ L.y, ).
Par linéarité par rapport a la premiére variable :
x+Ay,x) =(,x) + Ay, x) et (x+Ay,y) =,y +Ay,y).
Par symétrie, (y,x) = (x,y).

Ainsi,

X+ Ay,x+A.y) = (x,x) +2A(x, y) +/12(y,y).

~—— @) Théoréme 7.1 - Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel, alors

Vx,y)EE xE, [{x,y)| < v/{x,x) x \/{¥,¥).

De plus, on a I’égalité |(x,y)| = v/{x,x) x \/{y,y) si, et seulement si, y =0 ou il existe 1 € R tel que x = 1.y
(c’est-a-dire, x et y sont colinéaires).

Démonstration

Inégalité :
Soit (x,y) e E xE.
Cas 1:y=0.Dans ce cas, {(x,y) =0= 1/(y,y), et 'inégalité est claire (on a méme une égalité).

Cas2:y+0.

Par positivité, bilinéarité et symétrie du produit scalaire, on a :

pour tout A€ R, (x+ A.y,x+ 1.9} = 0 et (x+ Ay, x + Ay} = (x,%) + 2 (x, ) x L+ {y,y) x A2.

On est en présence d’'une expression polynomiale de degré 2 en A (car (y,y) # 0) qui est de signe constant.
Donc, son discriminant est négatif ou nul : A =4 (x,y)2 —4{x,x) x {y,yy<0

Dlott, (x, )% < (x,x) x (3,9).

Donc, par croissance de la fonction racine carrée :

[,y < /€, ) x /Ky, ).

Cas d’égalité : dans le cas ou y =0, on avait égalité.

Dans le cas ou y # 0, on a I'égalité [(x,y)| = /{x,x) x \/(y,y) si, et seulement si, A =0 si, et seulement si, il existe 1g € R tel que
(x+Ag.y,x+Ag.y) = 0 si, et seulement si, il existe 1g € R tel que x + A1g.y =0, si et seulement si, il existe p=—-1g € R tel que x = p.y.
Ainsi, [(x, y)| = /{x,x) x \/(y,y) si, et seulement si, y =0 ou il existe u € R tel que x = .y si, et seulement si, x et ¥ sont colinéaires. O

~— @) Théoréme 7.2 - Norme euclidienne

Soit (E, (-,-}) un espace préhilbertien réel. Uapplication N: E — R vérifie :

x —  {x,x)
1. (Posivité) Pour tout x € E, N(x) = 0.

2. (Homogénéité) Pour tout xe E et L€ R, N(1.x) = || x N(x).

PSI 2025 — 2026 4 G. BOUTARD



ESPACES PREHILBERTIENS REELS I. PRODUIT SCALAIRE ET NORME ASSOCIEE

3. (Séparation) Pour tout x € E, si N(x) =0, alors x = 0g.
4. (Inégalité triangulaire) Pour tout (x,y) € E2, N(x + y) < N(x) + N(y).

On note [|x]| = N(x) = v/{x,x) et on dit que || - || est la norme euclidienne associée au produit scalaire (,-).

Démonstration

1. Pour tout x € E, on a (x,x) =0, donc N(x) est bien défini et N(x) = 0. D’ou la positivité de N.
2. Soit x € E tel que N(x) =0. Alors, (x,x) =0. Donc, x = 0g. D’ou1 1a séparation de N.

3. Pour tout x € E et A € K, par bilinéarité du produit scalaire, on a : N(1.x) = v/{(A.x,1.x) = 1/ A2 x (x,x) = |A| x N(x). D’ot 'homogénéité
de N.

4. Soit (x,y) € EZ?. Par bilinéarité et symétrie du produit scalaire, on a :
N(x+y)2 =(x+y,x+y :N(x)2 +2(x,y) +N(y)2.
D’ou, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :
Nx+9)? = (x+y,0+y) = N@)2 +2(x, ) + N(»)2 < N@)? +2 [(x, y)| + N()? < N(x)? + 2N(x) x N(y) + N(»)? < (N @) + N(p)2.

Comme N est a valeurs positives, on a N(x + y) < N(x) + N(y). D’ou I'inégalité triangulaire.

o
~— € Théoréeme 7.3 - Inégalité triangulaire et cas d’égalité
Soit (E L -)) un espace préhilbertien réel et || - | la norme associée au produit scalaire.
» Pour tout (x,y)€e E xE,on a |x+y| < |lx| +[yl.
» De plus, |[x+yll = [lx]| + [|y|l si, et seulement si, y = 0 ou1 il existe A € R, tel que x = 1.y (c’est-a-dire, x et y
sont colinéaires et de méme sens).
Démonstration
» Le premier point découle du fait que || - || est une norme.
» Dans la démonstration de le théoréeme 7.2 page 4, on a vu que :
2
lx+y1% = e+ y,2+ ) = 1202 +24,3) + Iy1% < ol + 2 [Ge, )1+ 112 < Nl + 21l x Iyl + Ty < (Tl + 1y 1)
Dong, [x+ vyl = llx]l + [y si, et seulement si, on a égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz et [{x, y)| = (x, y).
Do, [lx+yll = llxll + lyll si, et seulement si, x et ¥ sont colinéaires et [(x,y)| = (x,y) si, et seulement si, y =0 ou il existe p € R tel que
x=A.yet(x,y) =0 si, et seulement si, y =0 ou il existe 1 € R tel que x = 1.y et 1 =0 si, et seulement si, y =0 ou il existe 1 € R+ tel que
x=Ay. o

/® Remarque 7.4 - Visualisation de I'inégalité triangulaire

En remplacant y par —y dans I'inégalité triangulaire, on a :
=yl <llxll+ 11—yl
Or, par homogénéité, || —yll = [-1[llyll = lyll. Donc,

e =yl < llxll + [yl

~<i
’
/

G. BOUTARD 5 Lycée GAY-LUSSAC



I. PRODUIT SCALAIRE ET NORME ASSOCIEE ESPACES PREHILBERTIENS REELS

1.3. Produits scalaires de référence

— Y Exercice 7.2 - Si une somme de réels positifs ou nuls est nulle, alors tous les termes sont nuls -

Soient ai,...,a, des réels positifs ou nuls tels que a;+---+a, =0.
Montrer que aq,...,a, sont nuls.

Résolution

Par 'absurde, on suppose qu’il existe i € [1,n] tel que a; #0.
Comme aj...,a, sont des réels positifs, 0 <a; <ai+---+a, =0. Contradiction.

Produit scalaire canonique sur R”, ou n € IN*

On définit sur R" le produit scalaire canonique en posant :

n
Vx=(x1,...,x,) ER*, Vy =(y1,...,yn) e R", {x,y) = Zxkxykle XYL+t Xy X Yn.

k=1
“® Remarque 7.5 -Ecriture matricielle (important)
X1
Soient % la base canonique de R", x = (x1,...,x,) € R" et y = (y1,...,y) € R"”. On note X = Matg(x)=| : | et
Xn
X1
Y =Matg(y) =
Yn

Alors, (x,y) = X' xY.
La norme euclidienne associée est alors définie par :

Voo = (x1,...,00) €R, flxll = Vi, x) = a2+ 422 = VX T x X.

,_ Y Exercice 7.3

Vérifier que (-,-) est bien un produit scalaire sur R".

Résolution

» Soient A € R, (x1,...,x,) € R™, (y1,...,yn) € R et (21,...,2,)€R".On a:

A1, x)+ V1,0 90),(21,..,20)) = ((Ax1+ Y1, 4020 +¥n),(21,...,28))
n
= Z(/l.xk+yk)xzk
k=1

n
= 2 (Axapxzg+y x2E)
k=1

n n
= Ax ) xpxzp+ ) ypxzp
k=1 k=1
= Ax{x1,..,%1),21,- ., 20 + (Y15 3¥0), (215, 20)).

D’ou, (:,-) est linéaire a gauche.
n

n
» Pour tous (x1,...,%2) ER™ et (y1,...,yn) ER™, ona: ((x1,..., %), (V1 0s¥n ) = D X XV = 3 ¥ X% = (Y150, Yn)s (X1, X0 ).
k=1 k=1
D’ou, (-,-) est symétrique.
Dong, (-,-) est bilinéaire.

PSI 2025 — 2026 6 G. BOUTARD



ESPACES PREHILBERTIENS REELS I. PRODUIT SCALAIRE ET NORME ASSOCIEE

n
» Pour tout (x1,...,x,) € R, on a {(x1,...,%n),(x1,...,X,)) = Z x,% = 0 comme somme de réels positifs.
k=1

n
Soit (x1,...,%,) € R” tel que ((x1,...,%,),(x1,...,%,)) =0. On a donc Z x% =0 qui est un somme de réels positifs. Donc, x1 =---=x, =0.
k=1
D’ou, (:,-) est définie positive.

/@ Remarque 7.6

On pourra penser a utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'inégalité triangulaire méme lorsque 'exercice ne fait
pas intervenir le produit scalaire canonique de R” : pour tous x = (x1,...,x,) € R" et y = (y1,...,yn) € R",

n n n n n
s\/szx\/Zyz et \/Z(xk+yk)2s\/2xz+\/2yz
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

n
Y xp X Y
k=1

Produit scalaire sur 4([a,b],R), ou a < b sont des réels

On définit sur € ([a,b],R) le produit scalaire :

b
V(f,g) € €1a,bLRY, (f,g) = f £(6) x g0,

La norme euclidienne associée est alors définie par :

b
VFe€a,bLR), Ifl= VP =y f Fe2dr.

Vérifier que (-,-) est bien un produit scalaire sur ¢ ([a,b],R).

— Y Exercice 7.4

Résolution

» Soient A e R, (f,g,h) € €(a,bl,R) x €(a,b]l,R) x €([a,b]l,R). Par linéarité de I'intégrale, on a :

b b b b
(/l.f+g,h>=f (/1.f+g)(t)><h(t)dt:f /1><f(t)xh(t)+g(t)xh(t)dt=7txf f(t)xh(t)dt+f gt)xh(@)dt = A x{f,h)+{(g,h).
a a a a

D’ou, (-,-) est linéaire a gauche.

b b
» Pour tout (f,g) € €([a,b],R) x €(la,b],R), on a : {f,g) =f @) x gt)dt =f gy x f(H)dt =(g,f).
a a
D’ou, (-,-) est symétrique.

Dong, (-,-) est bilinéaire.

b
» Pour tout f € €([a,b],R), on a {f,[) =f f(t)2 dt = 0 par positivité de l'intégrale (f2 est positive et a < b).
a

b
Soit f € €([a,bl,R) tel que {f,f)=0. On a donc f f @2dt=0. Do, f 2 est une fonction continue, positive et d’intégrale nulle, donc,
a
par théoreme, f est la fonction nulle.
D’ou, (-,-) est définie positive.
Ainsi, (-,-) est un produit scalaire sur € ([a,b],R).

“/® Remarque 7.7

On pourra penser a utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'inégalité triangulaire méme lorsque l’exercice ne fait

G. BOUTARD 7 Lycée GAY-LUSSAC



I. PRODUIT SCALAIRE ET NORME ASSOCIEE ESPACES PREHILBERTIENS REELS

pas intervenir de produit scalaire sur ¢ ([a,b],R) : pour tous f € €([a,b],R) et g € €([a,b],R),

Produit scalaire sur .#,(R), avec n € IN*

On définit sur .4, (R) le produit scalaire :

n n
V(A,B)e M, (R, (A,B)=tr(ATxB)ZY Y a;;xb;,.
i=1j=1

La norme euclidienne associée est alors définie par :

VAe Mp(R), |Alz=/tr (ATxA)=

b b b b b
< /f(t)zdtx fg(t)zdt et f(f(t)+g(t))2dt< ff(t)2dt+ f

g(t)? de.

— Y Exercice 7.5

Montrer ’égalité *.

Résolution

Par définition de la trace et du produit matriciel,

n T n n T n n n
B) = Zl (A XB]j,j: ZIZI[A ]j,ibi,j: Z Z a; ;bi;= . Z‘lai’jbi’j'
Jj= Jj=li=

Pour la derniere égalité, on reconnait une somme rectangulaire.

— Y Exercice 7.6

Vérifier que (-,-) est bien un produit scalaire sur .4, (IR).

Résolution

» Soient Ae Ret(A,B,C)e (Mn(R))3. Par linéarité de la transposition et de la trace, on a :

D’ou, (-,-) est linéaire a gauche.
» Soit (A,B) € J{n(R)z. Une matrice et sa transposée on la méme trace, donc,

(A,By=tr(AT xB) =tr(BT x A) = (B,A).

D’ou, (,-) est symétrique.
Dong, (-,-) est bilinéaire.

» Pour tout A € 4, (IR), ona (A,A) = Z Z a; > 0 comme somme de réels positifs.
i=1j=1

Soit A € 4, (R) tel que (A,A) =0. On a donc Z Z aj ;=0 qui est une somme de réels positifs.
i=1j=1

Donc, pour tout (i, j) € [[l,n]] ,ajj=0.Donc A=0.

D’ou, (-,-) est définie positive.

Ainsi, (-,-) est un produit scalaire sur .4, (R).

(AA+B,C)=tr(LA+B)T xC)=tr(ALAT xC+BT xC) = Axtr(AT xC) +tr(BT xC) = 1 x (4,C) + (B, C).

Produit scalaire sur R, [X], avec n € IN

On définit sur R, [X] le produit scalaire :

n n n
=Y ar XPeR,IX1,VQ =) bpX*PeR,IX], (P,@ =) ajxbs.
k=0 k=0

PSI 2025 — 2026 8
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ESPACES PREHILBERTIENS REELS I. PRODUIT SCALAIRE ET NORME ASSOCIEE

La norme euclidienne associée est alors définie par :

n n
VP =Y apX*eRulX], IIPlz=/) a2
k=0 k=0

’— Y Exercice 7.7

Vérifier que (-,-) est bien un produit scalaire sur R,[X].

Résolution

> Soient A€ R et (P,Q,R) € (R,[X1)°.

n n n
Onnote P= Y apX*, Q=Y b,X*etR=Y ¢, X*.
k=0 k=0 k=0

n
Ona:AP+@Q= Z (Aay, +bk)Xk. Donc,
k=0

n n n
(A.P+Q,R)= Z (Aap +bp)cp =7 Z arcp + Z bpcp =A(P,R)+(Q,R).
k=0 k=0 k=0

D’ou, (-,-) est linéaire a gauche.
» Soit (P,Q) € Rp[X]xRyu[X]. Ona:
n n
@,Py=} brap= ) apb,=(P,Q).
k=0 k=0
D’ou, (:,-) est symétrique.
Dong, (-,-) est bilinéaire.

n
» Pour tout P € R,[X], on a (P,P) = Z a% = 0 comme somme de réels positifs.
k=0
n
Soit P € R, [X] tel que (P,P) =0. On a donc Z a% =0 qui est une somme de réels positifs.
k=0
Donc, pour tout % € [0,n], ap, =0. Donc P =0.
D’ou, (-,-) est définie positive.
Ainsi, (-,-) est un produit scalaire sur R,[X].

G. BOUTARD 9 Lycée GAY-LUSSAC



I. PRODUIT SCALAIRE ET NORME ASSOCIEE ESPACES PREHILBERTIENS REELS

I.4.1dentités remarquables

~— ©) Théoréme 7.4

Soit (E , -)) un espace préhilbertien réel.
Pour tout (x,y) € Ez, ona:

» Identité remarquable : |x+y[% = [xI% + 2, y) + lyl2.
» Identité remarquable : |x—y|% = [xI% -2, y) + Iyl2.

s . . 1 1
» Identité de polarisation : (x,y) = ke (||x+y||2 — ||x—y||2) =5 (||x+y||2 —llxll® - ||y||2).

» Identité du parallélogramme : |x + || + [lx — y[IZ = 2 (x| + ly1|?).

Démonstration

Soit (x,y) € E2.
» Par bilinéarité du produit scalaire, on a :
I+ 312 = (x4 y,20+9) = (@x+y) + @0+ 3D = @,x) + 2, p) + @20 + (0,90 = 1l + @) + (20 + I
Puis, par symétrie du produit scalaire : [lx + y[I% = ]2 + 2 ¢x, y) + Iy 112.
» On applique le point précédent avec y remplacé par —y. Par bilinéarité du produit scalaire et homogénéité de la norme, on a :
o= 11 = lel® + 2 ¢, =30 + 1 = y1% = el = 2,90 + 112
» Il suffit d’utiliser les deux points précédents. On a :
2 (112 == 12) = o 102 420, + U2 = el + 25, ~ 191) = €29,

De méme,

5 (1 12 =1 = 10) = £ (11 2,30 + 102 = el = 112) = 30,
» Il suffit d’utiliser les deux premiers points. On a :

I+ 12 + = 12 = % + 290 + 1902 + 1l =2 ) + 12 =2 (02 + 191%).

4@ Remarque 7.8 - Visualisation de I'identité du parallélogramme

On peut énoncer I'identité du parallélogramme de la maniére suivante : la somme des carrés des longueurs des
diagonales d’un parallélogramme est égale a4 la somme des carrés des longueurs de ses cotés.

(E4]

Identité du parallélogramme
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ESPACES PREHILBERTIENS REELS I. PRODUIT SCALAIRE ET NORME ASSOCIEE

— Y Exercice 7.8

Montrer que 'application définie sur R? par :

Vx = (xl,x2)€R2, lx]l = \/x% +2x1 x x9 +3x§.

est une norme euclidienne.

Résolution

On remarque que,

Vx=(x1,x2)€]R2, lxll = 1/ (x1 +x2)2+2x%.

Vr=(x1,22) € R%, Vy=(y1,52) € R%,  o((x1,52),(y1,¥2)) = (1 +x2) x (y1 + y2) + 222 X y2.

On pose alors,

I1 reste a vérifier que ¢ est un produit scalaire en revenant a la définition.
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II. ORTHOGONALITE ESPACES PREHILBERTIENS REELS

II. Orthogonalité

II.1. Familles orthogonales, familles orthonormales

Définition 7.2 - Vecteurs orthogonaux

Soit (E L4 -)) un espace préhilbertien réel.
On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux lorsque (x,y) = 0.

“® Remarque 7.9

Le vecteur nul est orthogonal a tous les vecteurs de E et c’est le seul vecteur vérifiant cette propriété.
En effet, si xg € E vérifie, pour tout x € E, (x,x0) = 0, alors en particularisant a x = xg, il vient {(xg,xq) = 0.
Donc (caractere défini du produit scalaire), x¢ = Og.

Définition 7.3 — Famille orthogonale

Soient (E L4 -)) un espace préhilbertien réel et (u1,...,u,) une famille de vecteurs de E.
On dit que (u1,...,up) est une famille orthogonale si les vecteurs u1,...,u, sont orthogonaux deux a deux :

VG, ) ell,pl?, [i#j= (u;,u;)=0].

‘¢- Exemple 7.1
» La base canonique de R"”, muni de son produit scalaire canonique, est orthogonale.

» On note E = 6([0,27], R) muni du produit scalaire usuel.
Pour tout n € N, on note ¢, : [0,27] — R

x — cos(k xx).
Pour tout (p,q) €N, avec p #q,on a :

2 27 271
(cp,cq)zf cp(x)xcq(x)dx:/ cos(pxx)xcos(qxx)dx:/ E><(cos((p+q)><x)+cos((p—q)><x))dx
0 0 0
D’ou, comme p+qg#0etp—qg+#0,0ona:

1

(ep.cq) =5 % sin((p +q)xx) sin((p—g)xx) 1™

pt+q b—q

=0.

0

Ainsi, pour tout n € IN, la famille (cg,...,c,) est orthogonale.

~— &) Théoréeme 7.5

Soient (E, ¢, -)) un espace préhilbertien réel et (u1,...,u,) une famille orthogonale de vecteurs de E tous non
nuls.
Alors, (u1,...,up) est une famille libre.

Démonstration

Soit (A1,...,4p) € K™ tel que A1.ug+---+Ap.up =0g.
Soit i€ [1,n].Ona:{Aj.uy+---+Ap.up,u;)=0.
D’oti, par bilinéarité du produit scalaire : A1 x {w1,u;) +---+Ap x (up,u;) =0.
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ESPACES PREHILBERTIENS REELS II. ORTHOGONALITE

Or, les vecteurs u1q,...,up sont deux a deux orthogonaux, donc, A; x (u;,u;) =0.

Or u; # 0, donc (caractére défini du produit scalaire) (u;,u;) #0. Donc, 1; =0.

Donc, A1 =---=A, =0.

Ainsi, la famille (u1,...,up) est libre. |

‘¢- Exemple 7.2 - Suite de ’exemple 7.1

Pour tout n € IN, la famille (co,...,c,) est libre. On retrouve que E est de dimension infinie.

—— @) Théoréme 7.6 - Théoréme de Pythagore

Soient (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel, | - || la norme associée au produit scalaire et (u1,...,up) une
famille orthogonale de vecteurs de E.
Alors,

2 2 2
lwg+-+upl®=lluil™+--+lupl”

Démonstration

On procéde par récurrence sur p € IN*.

On note Hp : «Si (uq,...,up) est une famille orthogonale de E, alors [lu1 +---+up ||2 = ||u1||2 +eoetllup ||2. »

Initialisation. p = 1. Soit (1) une famille orthogonale de E. On a : |lu 12 = ||u1||2. Donc, Hq est vraie.

Hérédité. Soit p € IN*. On suppose H p vraie et on montre Hp 1.

Soit (u1,...,up+1) une famille orthogonale de E.

Onnotev=uj+--+up.

Par linéarité du produit scalaire, on a : (v,up41) = (w1, up+1) +---+{up,up+1) = 0 (car les vecteurs uy, ..., up sont orthogonaux a

up+1)-

Donc, les vecteurs v et u 1 sont orthogonaux.

N 2 2 2 2 2

Doott, v +ups1l? = 012+ 240, ups1) +lupr1l? = 1012+ luperl®

La famille (u1,...,up) est orthogonale. Donc, par hypothése de récurrence, on a ||v||2 =lur+---+up ||2 =luy ||2 +eotllup ||2.

Ainsi, |u1+---+up+u ||2:||u ||2+---+||u ||2+||u ||2.Ce ui achéve la récurrence. m]
1 p p+1 1 P p+1 q

Définition 7.4 — Vecteur unitaire

Soit (E L -)) un espace préhilbertien réel et || - | la norme associée au produit scalaire.
On dit qu'un vecteur x € E est unitaire (ou normé) lorsque : ||x| = 1.

Définition 7.5 — Famille orthonormée

Soient (E , 4 -)) un espace préhilbertien réel et (u1,...,u,) une famille de vecteurs de E.
On dit que (u1,...,up) est une famille orthonormée (ou orthonormale) si les vecteurs uq,...,u, sont
unitaires et orthogonaux deux a deux :

0 sii#j

v(@i,j )€ [1,p]?, <ui,uj>=5i,j={1 siizj

°¢- Exemple 7.3

» La base canonique de IR*, muni de son produit scalaire canonique, est orthonormée.

27
» On reprend les notations de 'exemple 7.1. Pour tout n € IN, ||c3| = \/ f cos(n x t)2dt = v/m # 1. Donc, pour tout
0

n € N, la famille (cg,...,c,), n’est pas orthonormée.

1
En posant, pour tout n €N, d,, = ?.cn, on a : pour tout n € N, la famille (do,...,d,), est orthonormée.
7T
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II. ORTHOGONALITE ESPACES PREHILBERTIENS REELS

~— ©) Théoréeme 7.7

Toute famille orthonormée est libre.

Démonstration

Une famille orthonormée est une famille orthogonale composée de vecteurs unitaires, donc non nuls. Ainsi, par le théoréeme 7.5 page
11, une famille orthonormée est libre. |

I1.2. Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

— R Proposition 7.1 - Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit (E L -)) un espace préhilbertien réel et || - | la norme associée au produit scalaire.
Si(eq,...,ep) est une famille libre de E, alors, il existe (e1,...,£,) une famille orthonormée de E telle que :

Vk € [1,p], Vect(ey,...,er) = Vect(eq,...,ep).

Démonstration

On procede par récurrence sur p.

Initialisation. p = 1.

Soit (e1) une famille libre.

On a e #0 et on peut alors poser €1 = ﬁ.el.

La famille (¢1) est orthonormée car |e1]l = ||e_1|| x |le1ll = 1, et par construction, Vect(e) = Vect(eq).

Hérédité. Soit p € IN*. On suppose la propriété vraie au rang p et on montre qu’elle est vraie au rang p + 1.
Soit (eq,...,ep,ep+1) une famille libre de E. La sous-famille (eq,...,ep) est encore une famille libre de E et par hypothése de récurrence,
il existe (£1,...,£p) une famille orthonormée de E telle que :

Vk € [1,pl, Vect(eq,...,ep) = Vect(e,...,ep).

On cherche €51 sous la forme :
ep+1=A1.61+ -+ Ap.ep+Apii.epi1
La famille (eq,...,£p) est orthonormée, donc on a : pour tout & € [1, p],
(Ep+1:€R) = Ap + Ap+1 x{ep+1,€R)-
Donc, pour que la famille (1,...,€p,€p+1) soit orthogonale, il faut et il suffit que : pour tout & € [1,pl, A = —Ap4+1 x {ep+1,€R)-
Ainsi, en posant,
Ep+1 = Ap+1~ (ep+1 - (ep+1,51>'51 — <ep+ly€p>'£p)
la famille (¢1,...,€p,€p+1) est orthogonale.

De plus, la famille (ey,...,ep,eps1) est libre. Donc, epi1 ¢ Vect(ey,...,ep). Or, par hypothése de récurrence,
Vect(ey,...,ep) =Vect(ey,...,&p). Done, lep i1 —{ep+1,€1)-€1— " —{ep+1,€p)-Epll #0.
1

Ainsi, en posant 1,41 =

, 1a famille (e1,...,ep,€p+1) est orthonormée.
lep+1—<ep+1,€1).€1—--—(ep+1,€p)-Epll
De plus, par hypothese de récurrence, on a pour tout % € [1,p], Vect(eq,...,ep) = Vect(eq,...,€p).
Il reste a vérifier que Vect(ey,...,ep+1) = Vect(eq,...,ep+1)-

Par construction :

Ep+1=Ap+1-(€p+r1—(€p+1,610-61— = (€p+1,€p)€p) = Aps1.€ps1—Ap+1.({€p+1,610-61+ - +{ep+1,Ep).Ep)
~——
#0 €Vect(eq,...,e p)=Vect(e,...,ep)
Ainsi, on a bien Vect(eq,...,ep+1) = Vect(ey,...,ep+1). o
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ESPACES PREHILBERTIENS REELS II. ORTHOGONALITE

Z® Remarque 7.10 — Algorithme de Gram-Schmidt

Soit (E , < ~)) un espace euclidien. Soit (e1,...,ep) € E une famille libre de E qui n’est pas nécessairement une famille
orthonormée.
On peut lui appliquer le procédé de Gram-Schmidt :

1
1. On pose €1 = ——.ej.
llell

2. On pose e'2 =eg—(e9,€1).€1. On calcule {(e9,c1).

On pose ensuite €9 = .

—.e5.
2
A
3. On pose eg =eg—(eg3,€1).€1—{e3,€9).€9. On calcule (e3,e1) et {eg,€9).
. 1
On pose ensuite £3 = ——.e5.
A

5. Supposons avoir construit £1,...,£5_1.

!

On pose e,=ep— (ep,€1).61—+-—(ep,€p-1).€p—1. On calcule (ep,€1),...,{ep,Ep-1).

!
—.e.
lled | P
Remarquons que la famille (¢1,...,£,) une orthonormée, donc libre, et par construction Vect(ey,...,,) = Vect(ey,...,ep)

Si plus, (e1,...,ep) est une base de E, alors Vect(ey,...,£,) = Vect(eq,...,ep) = E. Donc, la famille orthonormée
(¢1,...,€n) est une base de E.

On pose ensuite ¢, =

— Y Exercice 7.9

On note E = Ro[X] et % =(1,X,X?) la base canonique de E. On munit E du produit scalaire :

1
V(P,@) € RolX]x RolX], (P,Q@)= fo P() x Q) dr.

Orthonormaliser la famille 2.

Résolution
On applique I'algorithme de Gram-Schmidt et on trouve :

1

(1,2 \/§(X—§),6 \/5(X2—X+% )

I1.3. Orthogonal d’une partie d’un espace préhilbertien réel

Définition 7.6 — Orthogonal d’une partie

Soient (E, (-,-)) un espace préhilbertien réel et A une partie de E.

Lorthogonal de A est 'ensemble noté At composé des vecteurs de E qui sont orthogonaux a tous les vecteurs
de A :

AL={x€E|Va€A, (x,a) =0}.

— R Proposition 7.2

Ona:{0g}t =E et E* = {05}
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II. ORTHOGONALITE ESPACES PREHILBERTIENS REELS

Démonstration

» On sait que, pour tout x € E, (x,0g) = 0 (c’est une conséquence de la linéarité a droite du produit scalaire).
Dongc, tous les vecteurs de E sont orthogonaux a Og.
Donc, {OE}J‘ =E.

> Soit xe EL.

Par définition, pour tout a € E, (x,a) =0.

En particulier, pour a = x, on a {x,x) =0.

Or, le produit scalaire est défini positif, donc x = 0.

Do, EL {0}

De plus, pour tout a € E, {a,0g) =0, donc Og eEL.

Do, {0g} < EL.

Ainsi, E* = {0g). o

— "X Exercice 7.10
Soient (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel et (x,y) € E? tels que :
Vz€eE,(x,z) =(y,2).

Montrer que x = y.

Résolution

Par bilinéarité du produit scalaire, on a : pour tout z € E, (x —y,2z) =0.
Donc, x -y cEL.

Or, E* = {0g).

Donc, x — y = 0. Autrement dit, x = y.

Autre rédaction.

Par bilinéarité du produit scalaire, on a : pour tout z € E, (x—y,z) =0.
En prenant z =x -y, il vient ||« —yII2 =0.

Par séparation de la norme, x —y = 0g. Donc, x = y.

~— &) Théoréeme 7.8

Soit (E,(:,-)) un espace préhilbertien réel. On a :
1. Soit A une partie de E. Alors, A est un sous-espace vectoriel de E.

2. Soit A une partie de E. Alors A et A* sont orthogonaux.

En particulier, si A est un sous-espace vectoriel de E, A et AT sont en somme directe (autrement dit,
AnA*t={0g).

3. Si A c B sont des parties de E, alors Bt c AL,
4. Si A est une partie de E, alors A c (AL)L.

Démonstration

1. Par définition de l'orthogonal d’une partie, on a Al cE.
De plus, pour tout a € A, {a,0g) =0, donc Og € Al
Soient (x, y) cAl et 1eR.
Par bilinéarité du produit scalaire, on a : pour tout a € A, (A.x+y,a) = A x (x,a)+(y,a) =0.
Donc, A.x+ye AL
Ainsi, A"t estun sous-espace vectoriel de E.
2. Soient a € A et x € AL. Par définition de Torthogonal de A, on a (a,x) =0. Donc A et Al sont orthogonaux.
Or, deux sous-espaces vectoriels orthogonaux sont en somme directe. Donc, A N At= {Oglet Aet A’ sont en somme directe.
3. Soit xeBL.
Par définition, pour tout b € B, (x,b) =0.
Or, par hypothése A c B, donc pour tout a € A, on a a € B puis (x,a) =0.
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Donc, x € At
Ainsi, Bt c AL,
4. Soit A un sous-espace vectoriel de E.

Soit x € A. Pour tout @ € A+, (x,a) =0, donc x € (AJ')J‘.
Ainsi, A c (A1) O

4 Attention - En dimension infinie, Pégalité peut-étre fausse A = (A1),

Voir le TD pour un contre-exemple.

~— @) Théoréeme 7.9

Soient (E, (-,-)) un espace préhilbertien réel et A un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.
On note (e1,...,ep) une famille génératrice de A. Alors, pour tout , on a I’équivalence :

xeAt <= VEkel[l,pl, (x,e;) =0.

Démonstration

(=) Soit x € Al
Les vecteurs eq,...,e, appartiennent a4 A (la famille (eq,...,ep) génere A).
Donc, par définition d’orthogonal d’'une partie, (x,e1) =0,...,{(x,ez) =0.

(<) On suppose que (x,e1) =0,...,{(x,ep) =0.

Soita € A.

La famille (eq,...,ep) génére A.

Dong, il existe (11,...,Ap) € RP tel que a = Aj.e1+---+ Ap.ep.

Par bilinéarité du produit scalaire, on a : {x,a) = 11.(x,e1) +---+ Ap.{x,ep) = 0.

Ceci est vrai pour tout a € A, donc x € At o

— [}, Méthode 7.1

Pour montrer que x € A', il suffit de vérifier que x est orthogonal aux vecteurs d’une famille génératrice de A.
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III. BASES ORTHONORMALES D’UN ESPACE EUCLIDIEN ESPACES PREHILBERTIENS REELS

II1. Bases orthonormales d’un espace euclidien

II1.1. Existence de bases orthonormales

Définition 7.7 — Base orthonormée

Soit (E, ¢, -)) un espace euclidien de dimension n = 1. On dit qu’une famille (eq,...,e,) de vecteurs de E est une
base orthonormée (ou orthonormale) de E lorsque c’est une base de E et une famille orthonormée.

‘9- Exemple 7.4

» La base canonique de R” muni du produit scalaire canonique est une base orthonormée.
» La base canonique de .#,,(IR) muni du produit scalaire usuel est une base orthonormée.

— R Proposition 7.3

Tout espace euclidien posséde des bases orthonormées.

Démonstration

Soit (E' L -)] un espace euclidien. Par définition E est de dimension finie. Notons n sa dimension.

Soit (e1,...,e,) une base de E. En particulier la famille (eq,...,e,) est libre. Par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, il
existe (€1,...,&n) une famille orthonormée de E telle que Vect(¢q,...,&,) = Vect(eq,...,en)=E.

La famille (¢1,...,&,) est orthonormée, donc libre, et elle engendre E. C’est une base orthonormée de E. o

—— @) Théoréme 7.10 - Théoréme de la base orthonormée incompléte

Toute famille orthonormée d’un espace euclidien peut étre complété en une base orthonormée de cet espace.

Démonstration

Soit (E L, -)] un espace euclidien. Par définition E est de dimension finie. Notons n sa dimension.

Soit (u1,...,up) une famille orthonormée de E.
Par théoreme, cette famille est libre (donc p <n) et peut étre complétée en une base (u1,...,up,Up+1,...,Up) de E.
On orthonormalise cette base par le procédé de Gram-Schmidt. La famille (u1,...,up) est déja orthonormée, donc ses vecteurs ne sont

pas modifiés.

On obtient alors (u1,...,up,Vp+1,...,Un) une famille orthonormée de E.

Par théoréme, cette famille est libre et, de plus, est composée de n = dim(E) vecteurs de E.

Par théoréme, (u1,...,up,Vp+1,...,Un) est une base de E. De plus, cette base complete bien la famille (u1,...,up) et est orthonormée. O

“® Remarque 7.12 - Matrice de changement de bases

Soit % = (e1,...,e,) une base de E qu'on orthonormalise par le procédé de Gram-Schmidt. On note %' = (e1,...,&5)
la base obtenue et P la matrice de passage de la base 9 a la base %’. On rappelle que P = Matg(%').

Par construction, on a : pour tout V% € [1,p], Vect(eq,...,er) = Vect(ey,...,€x). Donc, en particulier, pour tout
k€ [1,pl, e, € Vect(eq,...,ep).

On en déduit que la matrice de passage P est triangulaire supérieure.
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II1.2. Calculs dans une base orthonormée

~—— @) Théoréeme 7.11 - Important!

Soient (E L4 -)) un espace euclidien de dimension n =1 et 8 =(ey,...,e,) une base orthonormée de E.

» Soit x =x1.e1+:--+x,.e, € E. Pour tout i € [1,n],on a : x; = (x,e;)
D’ou,
x=(x,e1).e1+:-+{x,en).e,.

P D D Les coordonnées d’un vecteur x dans une base orthonormée sont les produits scalaires de x avec les
vecteurs de la base.

» Soient x =x1.e1+---+xp,.ep€Eety=y1.e1+---+y,.e,€E.Ona:
n
(X, )= ) Xp X Yp=%X1X Y1+ +Xp X Yn.
k=1
En notant X = Matg(x) et Y = Matg(y), on a :
(@,y)=XTxY.

» Soitx=x1.e1+ - +x,.e,€E.Ona:

n
llxll =4/ in = \/x%+---+x%.
k=1

lxl= VXT xX.

En notant X = Matg(x), on a :

Démonstration
» Soit i € [1,n] fixé. Par bilinéarité du produit scalaire, on a :

n n
(x,ei) = < Y xk-ek,ei> =) xpx(ep,e;).

k=1

Or, la famille (eq,...,en) est orthonormée. Donc, (ep,e;) =0sii#k et (e, e;) =1sii=kFk.
Dongc, (x,e;) =x;.

» Par bilinéarité du produit scalaire, on a :
n n n n
(x,y) = Zxk~ek,zyj«ej =) Y xyjx(ep,e;).
k=1 j=1 k=1j=1

Or, la famille (ey,...,en) est orthonormée. Donc, (ey,e;) =0si j#k et (ep,e;) =1sij=k.

n
n
el = v/Ge,a) = (| ) 22
k=1

Done, (x,y) = Y xp X Yp.
k=1
— Y Exercice 7.11 — Polynomes d’interpolation de Lagrange

» Par le second point, on a :

Soient ag,...,a, des réels deux a deux distincts.
n
Pour tout (P,Q) € R,[X]x R,[X], on pose ¢p(P,Q) = Z P(ap) xQ(ap).
k=0
1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R,[X]
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: X —ai
Pour tout j € [0,n], on pose L = H .
i=04j ~ Qi
£3]

2. Montrer que (Lo,...,L,) est une base orthonormée de (R,[ X1, ¢)
3. Déterminer les coordonnées de tout polynéme P € R,[X] dans cette base .

Résolution

1. » Soient (P,Q,R)€ (Ry[X])® et Ac R.Ona:
n n n n
9P, L.Q+R)= Z P(ap)x(1.Q+R)(ap) = Z (AXP(ak)XQ(ak)+P(ak)><R(ak)) =1 Z P(ap)Q(ap)+ Z P(ap)R(ap) = Ap(P,Q)+¢(P,R).
£=0 =0 k=0 =0
D’ou, ¢ est linéaire a droite.

n n
> Soit (P,Q) € (R,[X1)%. Ona: @P,Q)= ) Plap)xQlap)= Y Qay)x Plap) = p(Q,P).
k=0 k=0
D’ou, ¢ est symétrique.
Donc, ¢ est bilinéaire.

n
» Soit Pe R;y[X].On a: ¢(P,P)= Z P(ak)2 = 0 car somme de réels positifs.
k=0

n
On suppose que @(P,P)=0. D’ou, Z P(ak)2 =0. Donc, comme chaque terme de la somme est positif, pour tout % € [0,n], P(ap) = 0.

k=0
Le polynéme P est de degré au plus n et posséde n + 1 racines, c’est donc le polynéme nul.

D’ou, ¢ est défini positif.
@ est un produit scalaire sur R, [X].

2. » Montrons que la famille (L,...,Ly) est orthonormée.
n
Soit (i, /)€ [0,n]%. Ona: ¢(L;,Lj)= Y. Liap) x Ljap).
k=0

0 sii#k

1 siizk etLJ-(ak):(ﬁj,k.

Or, par définition de L; et Lj, pour tout 2 € [1,n],on a L;(ap) = 5i,k = {

n n
Do, p(Lj,L;)= ) Lilap)xLjlap)= ) 8;px8;=0;;x8;;=06;;
k=0 k=0
Donc, (Lg,...,Ly) est une famille orthonormée de (R, [X],¢).
» De plus, une famille orthonormée est libre. Donc, (L, ...,L) est une famille libre de n + 1 = dim(RR,[X]) vecteurs. Donc,

(Lg,...,Lp) est une base orthonormée de (IR, [ X1, p).

3. Soit P € R,[X]. On sait que dans une base orthonormée les coordonnées de P sont les produits scalaires de P par les vecteurs de la
base. D'ou, P = ¢p(Lg,P).Lo+---+@(Ly,P).Ly.

n n
Or, pour tout i € [0,n], ¢(L;,P)= Z Li(ap) xPlap) = Z 8;p xPlag)=P(a;).

k=0 k=0
Donc,

Les coordonnées de tout polynéome P € R, [X] dans cette base sont (P(ao), ...,P(a n)).

— Y Exercice 7.12

Soient (E ,(-,-)) un espace euclidien de dimension n = 1, & = (ey,...,e,) une base orthonormée de E et
f € Z(E). Montrer que :
n
Tr(f)= Y (f(er),er).
k=1

Résolution
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On sait que Matg(f) est la matrice de la famille (f(el), .. ,f(en)) dans la base 4.
Or, par le théoreme 7.11 page 18, pour tout j € [1,n],

flej)=(f(ej),e1).e1+--+{f(e;),en).en.

Donc,
(fler),e1) ... (f(en),e1)
Matg(f) = :
(f(el),en> (f(en),en,>

Donc,

n
Tr(f)= Y (flep),er)-
k=1
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IV. Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie

IV.1. Sous-espaces vectoriels orthogonaux

Définition 7.8 — Sous-espaces vectoriels orthogonaux

Soient (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel et A et B deux sous-espaces vectoriels de E.
On dit que A et B sont orthogonaux lorsque :

V(a,b)e AxB, <(a,b)=0.

On note alors A_LB.

~— @) Théoreme 7.12

Soient (E , ¢ -)) un espace préhilbertien réel et Aq,...,A, des sous-espaces vectoriels de E deux a deux orthogo-
naux.
La somme A1 +---+ A, est directe.

Démonstration

Soientaj €Aq,...,ap€Ap telsqueay +---+ap =0g.

Soit i € [1,n]. On a:{a;,a1+---+ap) ={a;,0g)=0.

D’oly, par linéarité du produit scalaire,ona:0=(a1+---+ap,a;) ={ay,a;) + - +{ap,a;).

Or, les sous-espaces vectoriels A1,...,A, sont deux a deux orthogonaux. Pour tout 2 # i, on a : {aj,a;) =0.

Donc, 0 =(ay,a;)+--+{ap,a;) ={a;,a;).

Donc, comme un produit scalaire est défini positif, on a : a; = 0g. Ceci est vrai pour tout i € [1,n].

Ainsi, la somme A1 +---+Ap est directe. O

IV.2. Supplémentaire orthogonal

— R Proposition 7.4

Soient (E , < ~)) un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de E.
On considére un sous-espace vectoriel G de E. Si

» ( est un supplémentaire de F' dans E,
» F et G sont orthogonaux,
alors G =F*.

Démonstration

Soit G un supplémentaire de F' dans E. On suppose que F et G sont orthogonaux.
Montrons que G = FL.

» Soit x € G.

On sait que F et G sont orthogonaux, donc, pour tout a € F, {(a,x) =0.
Donc, x € Fi.

Dou G cFt,

» Soit xe Ft.

On sait que E =F & G.

Alors,x=a+bavecaceFetbe(.

D’ou, (x,a) ={a,a)+(b,a).

Or, x eFleta € F, donc {(x,a) = 0.

De plus, b€ G, a e F et F et G sont orthogonaux. Donc, (b,a) =0.
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D'ou, (a,a) =0. Or, le produit scalaire est défini positif, donc a = Of.

Donc, x=b€Q@.

Dou, FL cG.

Ainsi, F- =G. u!

Définition 7.9 - Supplémentaire orthogonal

Soient (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel et F un sous-espace vectoriel de E.
Lorsque F et F* sont supplémentaires, F'est appelé le supplémentaire orthogonal de F

~— @ Théoreme 7.13

Soient (E,(-,)) un espace préhilbertien réel et F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Alors :
» E=FeF*;
» (F) =F.

Démonstration

» Soit (e1,...,ep) une base orthonormée de F'.

Soit x € E.

On procéde par analyse-synthése.

Analyse. On suppose qu’il existe a e F et b € Fltel que x=a+b.

On décompose a dans la base choisiede F. Ona:a=aj.e; +---+ap.ep, ot (ay,...,ap)€ RP.

Comme b € FL et 1a famille (e1,...,ep) est orthonormée, on a, pour tout i € [1,p], {x,e;) = (a,e;) +({b,e;) =a;.
Dot, a =(x,eq).e1+---+(x,ep)ep et b=x— ((x,e1>.el +eeet (x,ep).ep].

Synthése. On pose a = (x,e1).e1 +---+(x,ep).ep et b=x—((x,e1).e1+---+(x,ep).ep).
Onabiena+b=xetackF (car(eq,...,ep) engendre F).

Soit i € [1, p]. Par bilinéarité du produit scalaire, on a :

(b,e;)= (x,ei)—((x,el) x{eq,e;)+ -+ (x,ep) x (ep,ei)).

Or, la famille (eq,...,ep) est orthonormée, donc, (b,e;) = (x,e;) — (x,e;) = 0.
La famille (eq,...,ep) engendre F, donc b eFt.
Ce qui termine 'analyse-synthese.
»
e Soitx€eF.
1 _ 1L
Pour tout @ € F—, on a {a,x) = 0. Donc, x € (F ] .
Dot F < (F1)*.
« Soitxe (FL)*.
On sait que F est de dimension finie. Donc, E = F oFL.
On décompose x dans E =FoFl Ona:x=a+bavecacFetbeFL. D’ou, (b,x) =(b,a)+(b,b).
Or,xe(FL)*, beFletacF, done, (b,x) = (b,a) = 0.
D’ou, (b,b) =0.
Or, le produit scalaire est défini positif, donc b =0, puisx =a € F.
Dow, (FL)! cF.
Ainsi, F = (F1)*. O

—— Corollaire 7.1

Soient (E , ')) un espace euclidien. Pour tout sous-espace vectoriel ¥ de E, on a :
» E=FoFt et, en particulier, dim(¥) = dim(F") + dim(F l);
» (FY)'=F.

Démonstration
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On sait que F est un sous-espace vectoriel de E et E est de dimension finie, donc il suffit d’appliquer la proposition précédente. o

IV.3. Expression de la projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimension finie

Définition 7.10 — Projection orthogonale, projeté orthogonale d’un vecteur

Soient (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel et F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.
On appelle projection orthogonale sur F la projection, notée pr, sur F parallelement & F*.
De plus, pour tout x € E, le vecteur pr(x) est appelé le projeté orthogonal de x sur F'.

Z® Remarque 7.13

La définition précédente est licite car F' est de dimension finie et on sait que dans ce cas E = F oF*t.

FJ_
prx)Llx—pr(x)
x— pr(x) p l
1 F
pr(x)

/¢ Remarque 7.14

Soient (E,(-,-)) un espace euclidien et p un projecteur de E.

On sait que E = Im(p) @ Ker(p) et que p est la projection sur Im(p) parallelement a Ker(p).

D’ou, p est un projecteur orthogonal si, et seulement si, Im(p) 1 Ker(p) (le sens direct est une conséquence de la
définition de projecteur orthogonal et le sens réciproque est une conséquence de la proposition 7.4 page 21).

~— @ Théoréeme 7.14

Soient (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel et F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. On note
(e1,...,ep) une base orthonormée de F.
P
Alors, pour tout x € E, pp(x) = Z (x,ep).er =(x,e1).e1+ - +{x,ep).ep.
k=1

Démonstration

C’est une conséquence de la démonstration du théoréme 7.13 page 22. Le a trouvé est pp(x). o
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/® Remarque 7.15 — Retour sur I’algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit (E , < ~)) un espace euclidien. Soit (e1,...,ep) € E une famille libre de E qui n’est pas nécessairement une famille
orthonormée.
Pour orthonormaliser cette famille, on définit récursivement les vecteurs :

1
1. 1= .e1 qui est unitaire.
lexll
2. e’z =eg—(eg,£1).€1 ou le vecteur (eg,€1).€1 est le projeté orthogonal de e sur Vect(e1) = Vect(ey).

Le vecteur obtenu e, est alors orthogonal a ej.

. 1 . s
On pose ensuite €2 = m.e/z qui est unitaire.
e
2

3. On pose e = e3 — ((es,€1).61 + (e3,€2).€2) ou le vecteur (e3,£1).€1 + (e3,£2).€2 est le projeté orthogonal de e
sur Vect(eq,e9) = Vect(eq,e9).

Le vecteur obtenu eg est alors orthogonal a e et eq.
. 1 . ..
On pose ensuite €3 = —,.e'3 qui est unitaire.
lesll
4. et ainsi de suite. ..

/@ Remarque 7.16 - Comment déterminer le projeté orthogonal a partir d’'une famille génératrice ?
(Important)

Soient (E, ¢, -)) un espace préhilbertien réel et F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. On note (e1,...,e;)
une famille génératrice quelconque de F' (on ne suppose pas que c’est une base orthonormée de F').
Soit x € E. Par définition, le projeté orthogonal de x sur F' est 'unique vecteur y vérifiant :

yeF et x-y €F*t.
Or, la famille (eq,...,e,) engendre F', doncon a : y = Aj.e1 +---+ A,.e,; et, par le théoreme 7.9 page 16, on a
x—yEFJ‘ < VEke[l,r],{x—y,ep)=0.

Les r équations

(x—y,e1)=0
(x-y,er)=0
permettent d’obtenir un systéme linéaire de r équations a résoudre et dont a r inconnues sont les scalaires 11,...,A,.

Lavantage de cette méthode est qu’elle évite d’appliquer le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt (en effet,
celui-ci risque de faire apparaitre des racines carrés et de nous amener a manipuler des expressions plus lourdes).

— Y Exercice 7.13

On munit R? du produit scalaire canonique et on note 98 =(e1,e9,e3) la base canonique de R3.
1. Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur la droite engendrée par le
vecteur v =(1,-1,2).

2. Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur le plan d’équation x—y+2z = 0.

Résolution

1. On note p la projection orthogonale sur la droite engendrée par le vecteur u =(1,-1,2).
Il existe A1, Ag et A3 réels tels que p(e1) = A1.u, p(eg) = Ag.u et p(eg) = A3.u.
De plus, e1 — p(eq) EDL, eg—pleg) eD' et eg—ples) eD*.

1
Dou, 0=(eq1 —pler),u)=(1—-A1,11,-211),(1,-1,2)) =1-611. Donc, 11 = E
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1

De méme, 0 = (eg — p(ea),u) = {(-19,1+ A2,-219),(1,-1,2)) = -1 -6 19. Donc, A9 = "5
1
Puis, 0= (e3 — p(e3),u) = {(-A3,A3,1-213),(1,-1,2)) =2 -6 13. Donc, A3 = 3

1 1 1 1 1 2
Ainsi, p(e1) = g.(l,—l,Z) = E'(el —eg+2e3), pleg) = —g.(l,—l,Z): E'(_el +eg9—2e3) et pleg) = g.(l,—l,Z): g.(Z,—2,4).

Ainsi, la matrice de p dans la base canonique de R3 est :

2. On note H le plan d’équation x —y +z =0 et p la projection orthogonale sur H.
Pour tout (x,y,2) € R?, on a (x,y,2) € R si, et seulement si, (x, y,2) = x.(1,1,0) +2.(0,1,1). Donc, H = Vect ((1,1,0,(0,1,1)).
Une base de H est donc ((1, 1,0),(0,1, 1)). On l'orthonormalise par la méthode de Gram-Schmidt.

1
On pose e1 = —2.(1,1,0).

7
1
On cherche 1 € R tel que €9 = A.e1 +(0,1,1) soit orthogonal 4 e1. Ona A =—(e1,(0,1,1)) = —E.
1 1 11
DOIlC,SQ:——X_-(1,1,0)+(0,171):(__7_:1)~
V2 V2 2’2
2 11 1
Onposeegz—.(——,—,1):—(—1,1,2).
ve \ 272 V6

La famille (e, e2) est une base orthonormée de H.
Donc, pour tout x € E, p(x) ={e1,x).e1 +{e2,x).ea.
D’ou,
1 1 1 1
p(1,0,0)=-.(1,1,0)— =.(-1,1,2) = ~=.(4,2,-2) = 5.(2,1,—1)

¢ 1

0,1,00= =.(1,1,00+ =.(-1,1,2) = —.(2,4,2) = =.(1,2,1
p0,L,0=2.(1,L0+2.(-1,1,2)= 22,42 = 2.(1,2,1)

2 1 1
p(0,0,)=0.L,10+2.(-11,2)= 2.(-2.2.49) = 2.(-1,1,2).

Ainsi, la matrice de p dans la base canonique de RS est :

“® Remarque 7.17 - Symétrie orthogonale

Soient (E L€ ~)) un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.
On appelle symétrie orthogonale par rapport a F la symétrie, notée sy, par rapport a F parallélement a F*.
On a la relation s =2pr —1dg.

“® Remarque 7.18

Soient (E,(-,-)) un espace euclidien et s une symétrie de E.

On sait que E = Ker(s —Idg) @ Ker(s + Idg) et que s est la symétrie par rapport a Ker(s —Idg) parallelement a
Ker(s +Idg).

D’ou, s est une symétrie orthogonale si, et seulement si, Ker(s+1dg).LKer(s—Idg) (le sens direct est une conséquence
de la définition de projecteur orthogonale et le sens réciproque est une conséquence de la proposition 7.4 page 21).

“/® Remarque 7.19 - Réflexion

Soit (E, (-,-)) un espace euclidien (donc de dimension finie).
Une réflexion est une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan.
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Z® Remarque 7.20 — Projecteurs associés

Soient (E , -)) un espace euclidien (donc de dimension finie) et F' un sous-espace vectoriel de E.
On peut alors définir les projections orthogonales pr et pr. et on a la relation : pr +pp1 =1dg.

IV.4.Distance a un sous-espace vectoriel

~—— @) Théoréme 7.15 - Caractérisation métrique du projeté orthogonal

Soient (E, (-,-)) un espace préhilbertien réel, F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et x € E.
On a : pour tout ye F, |x— pr(x)| < |lx—yll, et il y a égalité si, et seulement si, y = pr(x).
Démonstration
Comme F' est de dimension finie, on sait que E = F oFL. De plus, pour tout x € E, x = pp(x)+x— pr(x) avec prp(x) e F et x—pp(x) € Ft.
D'ou, pour tout ye F,x—y=prx)-y+x—pp). Or, pplx)—yeF etx—pp(x)EFJ‘.
Par le théoréme de Pythagore, on a IIx—yII2 = IIpF(x)—yII2 + IIx—pF(x)II2 = ||x—pF(x)||2, avec égalité si, et seulement si, IIpF(x)—yII2 =0.
Ce qui est équivalent a y = pp(x). o
~— @) Théoréeme 7.16
Soient (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel, F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et x € E.
Le projeté orthogonal pr(x) réalise la plus courte distance au sous-espace vectoriel F :
d(x,F)=inf|lx -yl = llx — pr(2)l.
yeF
De plus, pr(x) est 'unique vecteur de F' qui réalise cette distance.
Le réel d(x,F) est appelé distance de x a F.
Démonstration
Conséquence immédiate de la proposition précédente. o
—— Corollaire 7.2 - Inégalité de Bessel
Soient (E , < ')) un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.
On a : pour tout x € E, |[pr(x)| < ||x]|.
Démonstration
Soitx€ E.Onax=prpx)+x—ppx).
De plus, pr(x)eF et x—pp(x) € Ft.
Par théoréme de Pythagore, ll|® = ||pF(JC)||2 +lx —pF(x)II2 = ||PF(x)||2.
Par positivité de la norme et croissance de la fonction racine carrée, ||p g ()| < |lx||. m]

N

¢ Exemple 7.5

» On va montrer que la fonction f définie pour tout (x1,x2) € R? par f(x1,x2) =(2x1+x92 — 1%+ (x1— 3x2)2 +(x9 — 1)2
posséde un minimum qu’elle atteint en un unique point.
» On remarque que : pour tout (x1,x2) € IRZ, ona:

f(x1,x9) = 1221 +x2 — 1,1 — 3x9,x3 — DI = [|(2x1 + x9, %1 — 35, %2) — (1,0, )2

ou | - || désigne la norme associée au produit scalaire canonique sur R? noté (|-).
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D’ou, inf f(xl,xQ) = ((1,0, 1),F)2 ouF = {(2x1 +x9,%1 — 3x2,x9)|(x1,x9) € Rz} =Vect ((2, 1,0),(1,-3, 1)).

(x1,x2)eR
On travaille dans R? qui est de dimension finie, donc on sait que le distance de (1,0,1) & F est réalisée par un
unique vecteur y de R3 et ce vecteur est la projection orthogonale de (1,0,1) sur F. Il reste alors a déterminer y

» Méthode 1 : on détermine y en résolvant un systéeme linéaire
On sait que la famille (z1,u2) engendre F, donc y est 'unique vecteur de F vérifiant (x — y|u1) =0 et (x — y|lug) =
oux=1(1,0,1).

On note y :x(l).ul +xg.u2 = (2x(1) +x2,x1 3x x(z)). Ona:
0_.0
{(x—yluﬁ =0 — {<y|u1> = (xlu) — {Sx%—x2 . = 2
(x—ylug) = 0 (ylug) = (xlug) —x7+1lxy = 2

4 2
Apres résolution, on trouve x(l) = 3 et xg = 5 Donc,

=x%us+20.u —(E _—2 g)
y_ 1 1 2 2= ’ 9 ;9 .
On a donc : ) )
10 -2 2 1 -2 -7 2
f Lo, 1| ===, —|| ==.
o B0 o 102 = £ (w3,5) = H(sa 9 9) (10,1 H(sa 9’9) 3

» Méthode 2 : on détermine y en utilisant une base orthonormée de F.

Une base de F est 8 =((2,1,0),(1,-3,1)) (cest clairement une famille génératrice et cette famille est composée de
deux vecteurs non colinéaires). On note u1 =(2,1,0) et ug =(1,-3,1).

On applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt :

1 1
e Onposeec;=————.(2,1,0)= —.(2,1,0).
1(2,1,0)] V5
e On cherche uj, = 1.1 + ug tel que uy et €1 sont orthogonaux.
1
D’ou, 0 = <u’2|£1) A+ {usler). On trouve A = —(usgler) = % D’ou, u (7 —14,5).
(0] L : ! (7,-14,5)
n pose €9 = g = (7,-14,5).
lubl ™2 V270
On a donc :
inf f(x1,x9) = %)% = xlen)? = (xlea)? =
(x1,%2)eR 3
N 10 -2 2
De plus, apres calculs, on retrouve que : y = {(e1|y).€1 + {e2|y).€9 = 5° 99
. 0.0 2 0 .0y_ 2 . _ .0 0, _.0 0
On cherche maintenant (x7,x,) € R” tel que f(x7,x5) = 3 On sait que y = x7.u1+x9.u2 =x7.(2,1,0) + x5.(1,-3,1).
2 4
En utilisant I'expression de y trouvée, il vient : xg = ) puis x(l) = 9

Ainsi,

2 4 2
inf x)=-=f[=2]|
(x1,§c2)€1R Fles, %) 3 f(9 9)

— "X Exercice 7.14

On note £ = R[X] et F = Rg[X]. On munit E du produit scalaire :
1
Y(P.Q)ERIXIxRIX], (P.@)= [ POxQu.

1. Déterminer la projection orthogonale de X2 sur F de deux manieres différentes :

(a) Méthode 1 : en utilisant une base orthonormée de F';
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(b) Méthode 2 : en résolvant un systéme linéaire.

(a) » Une base de F est (1,X,X 2). On applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

1
Ona:|1l]= \/f 12d¢=1. On pose Q1 (X) =1.
0

1
On pose Po(X) =X —(X,Q1).Q1="-=Po(X)=X - 5

1 1 2
Ona: |Po(X)| = .[0 (t——) d¢

(b)

1
2. En déduire inf (t3 —ax
(a,b,c)eR3 Jo
Résolution
1.

2

1 1
On pose Q2(X) = ||P2T)H.Pzgo = V12 (X— E)'
On pose Py(X) = X2 - (X%, Q1) @1 ~ (X2,Q2) @2 =+ = X? - X + .
i, o 1)2 1
Ona||P3(X)||= j(; (t _t+g) dt:m
__ 1 _ 2_x, 1
On pose Q3(X) = TR P3(X)=6 5. (X X+ 6).

Ainsi, (Q1(X),Q2(X),Q3(X)) est une base orthonormée de F'.

» Comme F est de dimension finie et (@ 1(X),®2(X),Q3(X)) est une base orthonormée de F, on sait que le projeté orthogonale

de X3 sur F est :

T(X) = (X3,Q1(X)).Q1(X) + (X3,Q5(X)).Q2(X) + (X3,Q5(X)).Q3(X).

Apres calculs, on a :

Comme F est de dimension finie, on sait que son projeté orthogonal sur F' existe. On le note S(X).
On sait que S(X) € F, donc, S(X) = 1.X2 + u.X +7.
De plus, on sait que Xx3- SX)e FT.Comme (1,X,X2) est une base de F,on a :

t2-b xt—c)2dt.

1
T

T(X) = % (30X2 12X+ 1) )

Remarque : ouf! On a bien retrouvé ’expression de la question précédente.
2. Ona:

(a,b,c)eR3
De plus, on sait que :
1

d(X3 F)? = HX3 - T(X)H2 = oo

x3-5x),1) = 0 8x),n = x4
X3-8S(X)eF' — X3-8(X),Xy = 0 < (S(X),X) = (X3X)
(xX3-5x),x% = 0 8X),x% = (x3,x%
Apres calculs des produits scalaires,
1 xA + 1 Xy + U = 1 A= 3
. . ? ? 1 i Zg
X°-SX)eF — %x)l + §xy + %xp = § p o= —g
1
5 oy ot gH 6 YT %
Donc,
1 2
S(X)= — (30X 12X + 1) .
20

1 2
inf f (P-axt?-bxt-c)’dt= inf [|X*-@X?+bX+o) =dX®FP.
(a,b,c)eR3J0
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V. FORMES LINEAIRES SUR UN ESPACE EUCLIDIEN ESPACES PREHILBERTIENS REELS

V.Formes linéaires sur un espace euclidien

Z® Remarque 7.21

Soit (E’ L4 ~)) un espace euclidien.
Pour tout a € E, 'application x — {(a,x) est une forme linéaire.

~— &) Théoreme 7.17

Soient (E, ¢, -)) un espace euclidien et ¢ une forme linéaire sur E.

Alors, il existe un unique vecteur a € E tel que : pour tout x € E, ¢(x) = (a,x).

Démonstration

Par bilinéarité du produit scalaire, pour tout a € E, ’'application x — {(a,x) est une forme linéaire sur E.
On considerey: E — ZL(E,R)
[ E —- R
e = Wa~{ x — {a,x)
» Montrons que v est linéaire. Soit (a,6)e ExE et A€ R.On a:

VxeE, wjg+p@)=a+b,x)=2Ax{a,x)+(b,x)=2Axyq(x)+ypx).

Donc, w(A.a +b) = A.y(a) +w(b).

Donc, v est linéaire.

» Montrons que vy est injective.

Soit a € E tel que w(a) =0.

On a, pour tout x € E, {(a,x) =0.

Donc,a e EL = {0g}.

D'ou, a =0g.

Donc, v est injective.

» On sait que E est de dimension finie (car espace euclidien) et que E et Z(E,R) sont de méme dimension finie. Donc, par théoréme,
Papplication linéaire 1 est un isomorphisme.

Ainsi, par bijectivité, pour toute forme linéaire ¢ sur E, il existe un unique a € E tel que ¢ =v,.

Autrement si, pour tout x € E, ¢(x) = yq(x) = (a,x). O

Z# Remarque 7.22

En vertu du théoréme précédent et de la remarque précédente, on a montré que : les formes linéaires d’'un espace
euclidien sont exactement les applications de la forme x — {(a,x) ou a € E.

‘9- Exemple 7.6

» Considérons la forme linéaire : f : R} — R
(x,y,2) — 3x—y+2z
On a, pour tout (x,y,z) € ]R3, f(x,y,2)=4((3,-1,2),(x,y,2)).

» En munissant .#,(IK) du produit scalaire usuel, on peut affirmer que les formes linéaires de ./, (IK) sont
exactement les applications de la forme M — tr(A x M) ou A € 4, (K).
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ESPACES PREHILBERTIENS REELS V. FORMES LINEAIRES SUR UN ESPACE EUCLIDIEN

Définition 7.11 - Vecteur normal a un hyperplan

Soient (E L -)) un espace euclidien de dimension n =1, 2 =(eq,...,e,) une base de E et H un hyperplan de E.

Soit ¢ une forme linéaire non nulle telle que H = Ker(¢). On sait qu’il existe a € E (non nul et unique) tel que
¢ :x— (a,x). On a donc : pour tout x € £

xeH <= {a,x)=0.

Le vecteur a appartient 2 H* et est appelé vecteur normal de H.

/® Remarque 7.23 - Equation d’un hyperplan dans une base orthonormée

Avec les notations de la définition précédente, on note a =aj.e1+---+ay.e,.
Comme 28 est une base orthonormée de E, on a : pour tout x =xj.e1+--+x,.ep €E, (a,x) =a1 xx1+ -+ apn X xXp.
Ainsi, une équation de H dans la base 28 est :

a1 xx1+--+a, xx, =0.

/@ Remarque 7.24

Avec les notations de la définition précédente, on sait que H' est de dimension 1.
Deux vecteurs normaux de H appartiennent & H™ et sont donc colinéaires.

—— @) Théoréme 7.18 - Distance & un hyperplan, & une droite

Soient (E,(-,-)) un espace euclidien.

» Soit H un hyperplan vectoriel de E et a un vecteur normal de H. La distance de x a H est :

A, H) = I<a,x>l.
lall

» Soit D une droite vectorielle de E et @ un vecteur non nul de D. La distance de x a D est :

o fa,x)?

d(x,D)=/llx] .
lall?

Démonstration

» Par le théoreme 7.16 page 26, on sait que d(x,H) = ||x — pg(x)| (H est de dimension finie car sous-espace vectoriel de E euclidien).
De plus, on sait que x — pg(x) € H' et H' = Vect(a).
Dong, il existe A € K (unique) tel que x — pg(x) = 1.a.

De plus, on a {(a, pg(x)) =0. Donc, {(a,x) = /l.||a||2. D’ou, A = <”a’|r2> (on peut diviser par la norme de a car a est non nul).
a
(a,x) [{a,x)|
Donc, d(x, H) = [x = pp ()l = | . '= :
lal lal

» Par le théoréeme 7.16 page 26, on sait que d(x,D) = [|x — pp (x)|l (D est de dimension finie).
Or, on sait que E est de dimension finie et D est une droite vectorielle de E, donc D™ est un hyperplan de E.
De plus, pour tout x € E, x = pp(x) + pp 1 (x).

Donc, par le théoréme de Pythagore, 2 = IIpD(x)II2 + IIle(x)llz =« —pDL(x)Il2 + IIx—pD(x)II2 = d(x,DJ‘)2 +d(x,D)2.

Or, a est un vecteur normal de D (car vecteur directeur de D). Donc, d(x,Dl) = IT’J'C')I
a
(a,x)2
Donc, d(x,D) = |x—pp @)l = 1/ =2 - W o
a
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