MATHEMATIQUES — CENTRALE/MINES DS

Mathématiques — Centrale/Mines — DSy

Les résultats doivent étre justifiés et encadrés (ou soulignés).
Numérotez chaque page de votre devoir.
La calculatrice est interdite.

Soit une matrice A € GLg(R) telle que A> ~3A%2+2A =0 et tr(A) = 8.

Q1. Montrer que A est diagonalisable.
Q2. Déterminer une matrice D semblable a A.
Q3. Donner un polynéme annulateur de degré 2 de A.

Q4. Soit n € IN. Exprimer A" en fonction de A et I¢.

—— Réponse

Q1. Le polynéme P = X2 -3X2 +2X = X(X — 1)(X — 2) est scindé & racines simples et est annulateur de A.
Par théoréme,

A est diagonalisable.

Q2. On a montré dans la question précédente que A est semblable 4 une matrice D = diag(1q,...,1g) diagonale dont les
coefficients diagonaux sont 0, 1 ou 2.

Comme A est inversible, D est aussi inversible et les 1; sont non nuls.

De plus, A et D sont semblables, donc ces matrices ont la méme trace.

Or, tr(A)=8, donc, A1 +---+ Ag =8.

La seule possibilité est qu’il y ait 2 fois la valeur propre 2 et 4 fois la valeur propre 1 sur la diagonale de D.
Donc, A est semblable a

D =diag(2,2,1,1,1,1).

Q3. Par la question précédente, Sp(A) = {1,2}.
Comme A est diagonalisable,

Q=X-1)(X-2)=X2-3X +2 est annulateur de A.
Q4. On écrit la division euclidienne de X" par @ :
X"=QT+R et deg(R)<deg(@).

Donc, R =aX +b.
On évalue la division euclidienne par 1 et par 2 :

l=a+b et 2"=2a+5b.

Donc,a=2"-1etb=2-2".
Dou, A" =Q(A)T(A) + R(A). Comme @ est annulateur de A,

A'=(@2"-1).A+@2-2").1-6.
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Probléme 1 : Approximation uniforme des fonctions périodiques par des

polynomes trigonométriques (Centrale 2025 PC)

Notations

Si a et b sont deux entiers tels que a < b on note [a,b] 'ensemble des entiers & tels que a <k <b.
Pour n € N, on appelle polynéme trigonométrique de degré inférieur ou égal a n toute fonction de R dans C de la
forme

n .
x— Z Ckezkx,
k=-n

oll, pour tout & € [-n,n], c; € C. On note I, 'ensemble des polynémes trigonométriques de degré inférieur ou égal a
n. Cest un C-espace vectoriel, ce qu’on ne demande pas de vérifier.

On note ‘620” le C-espace vectoriel des fonctions continues 27-périodiques de IR dans C et <€2ln le sous-espace vectoriel
des fonctions de classe €' 2n-périodiques. Pour g € <€20ﬂ et h >0, on pose :

wg(h)= sup |g(s)—g@)l.
[t—s|<h

Pour toute fonction bornée f de R dans C, on pose :

£ lloo = suplf(@)I.
teR

Partie A - Préliminaires

Q5. Montrer que si g est la fonction sinus, alors, pour tout 2 >0, wg(h) <h.
Q6. Montrer que, pour tous g € ngon et h >0, wg(h) est un réel bien défini.

Q7. On suppose que g € <€21n. Montrer que, pour tout A >0, wg(h) <h lg'lloo. En déduire que }llin(l)wg(h) =0.

On admet que %%wg(h) =0 est vrai pour tout g € %”20”.
Soit 4 et A’ deux réels strictement positifs et soit g € <€21n.
Q8. Montrer que, si A <h', alors wg(h) < wg(h').

Q9. Montrer que wg(h +h') < wg(h)+wg(h').

Q10. En déduire que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1 et pour tout réel A strictement positif :
wg(nh)<nwg(h) et wg(Ah)<(1+ANwg(h).

Q11. Soit g€ ‘55)”. Montrer que pour tout x € R,

T+Xx T
f g(t)dt = f g()at.

—m+x -

Q12. Soit g€ %”20” et n € IN. Pour tout p € 9,,, on note A(p) la fonction de R dans C définie par

/4

VxeR, A@)x)=| phk-t)g@)dt.

Montrer que A définit un endomorphisme de J7,.
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—— Réponse

Q5. La fonction g est de classe C! sur R et, pour tout ¢ € R, |g'(£)| = | cos(?)| < 1.
Par inégalité des accroissements finis, pour tous (s,?) € R?, ona lg®)—g(s) < |t—s].
Soit A > 0, alors pour tous (s,t) € R? tel que |[t—s|<honal|g(s)—g(t)<h.
Ainsi,

wg(h)= sup |g(s)—g@)|<h.
|t—s|<h

Q6. Soit g€ Gy
Comme g est continue sur le segment [0,2 7], par théoréme des bornes atteintes, g est bornée sur [0,27].
Par 27-périodicité, on en déduit que g est bornée sur R : il existe C > 0 tel que, pour tout t € R, [g(#)| < M.
Pour tout (s,#) € ]R2, on a |g(s)—g(t)| <2M.
Soit & > 0 fixé, 'ensemble A = {|g(s) — g(?)l, (¢,s) € R? tq |t—s| < h} est une partie de R non vide et majorée, donc,
par théoréme de la borne supérieur, A posséde une borne supérieure.
Donc,

wg(h) est bien défini.

Q7. On sait que g’ € €2 . Par Q6, g’ est bornée sur R.
q g 2 g
De plus, par inégalité des accroissement fini, pour tout (s, #) € RZ,

lg®) - g <lg'lloolt —sl.

Soit (s,t)EIEi2 tel que |[t—s|<h.Ona:
lg(®)— g < h g lloo-

Ainsi,
wg(h)<h|g lloo-

Ona:
O<swgh)<h 8" loo-

Par théoréme d’encadrement,

Q8. Soit (s,#) € R? tel que |t —s| <h.
Ona |t—s|<h’, donc,
lg() - g(s)l < wg(R).

Donc, par définition de borne supérieure,

wg(h) < wg(h).
9 !
. !
Q9. Soient (s,t) € R tels que |s—t|sh+h.Onnoteu:h+h,s+h+h,t.
Ona: y N N N
—_ — — — = — < — ! =
Sl LT h+h’t‘ 'h+h’(s O pam o =h

done, | g(s) ~ gw)l < wg(h) |

De méme, on montre que |u —¢| <A’, donc, ‘ lgw)—g@®) < wg(h")

Par inégalité triangulaire,

lg(s)—g(®) = g(s) - g(w) — (g(t) — g(w))| < |g(s) — g(w)| + |g(w) — ()| < wg(h) + wg(h).
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Q1o.

Ql1.

Q12.

Ceci est vrai pour tout (s, ) tel que |s—¢| <A +A’. Donc,
wg(h +h)< wg(h)+wg(h’).

On raisonne par récurrence.
Initialisation. pour n = 1, I'inégalité est une égalité.
Hérédité. Soit n = 1. On suppose que wg(nh) <nwg(h).

Par la question précédente,
wg((n+1h)=wg(nh+h)<wg(nh)+wg(h).

Par hypothése de récurrence
wg((n+1Dh)<nwg(h)+wg(h) <(n+1wg(h).

Ainsi,
pour tout n = 1, wg(nh) < nwg(h).

Soit A >0.0na A<1+|A]. Par QS8,
wg(Ah) < wg((1+ [ADR).

De plus, 1+ |A) e IN*, donc,
wgAh) < wg(1+ I ADR) < (1 + [ADwg(h).

Comme [A1] <Adetwg(h)=0,0na:
wg(Ah) < (1 + Nwg(h).
Soit x € R. Par relation de Chasles,

f g(t)dt = f swat+ [ gwdt+ f gD,

—TT+X T+x

t ‘ T T+X
u ‘ -7 -T+x

T+x —TT+x
f gt)de = f g(u+2m)du.

/4

On applique le changement de variable u =t —27 : du = df et . Donc,

Comme g est 27-périodique :

T+x -7
f g(t)dt:-f g(w)du.

T+x

Donc,

T+x /3
f gt)ydt=| g(de.

—TT+Xx

Soit p € 93,. La fonction p est continue sur R.
De plus, pour tout x € R. ¢t — p(x—t)g(t) est continue sur R, donc en particulier sur le segment [-7,7]. On en déduit
que

A(p)(x) est bien défini.

Soit (p,q) € T, n2 et A € C. Par linéarité de I'intégrale, pour tout x € R,

A

AAp + pg)(x) = f Ap+g)x—-t)g)dt=1]| plx-)g@)dt+ f q(x —t)g(t)dt = AA(p)(x) + uA(g)(x).

/3 =7

Donc,

A est linéaire.
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n .
On note p(x) = Z cxe'™ avec c¢j, € C pour tout & € [-n,n]. Dot
k=-n

veR, A(p)x)= ”( Y ckeik(xt))g(t)dt: 3 e (f” e*iktg(t)dt)eikx_

T \k=-n k=-n_

=deC

Donc, A(p) € F3,. Ainsi,

A est un endomorphisme de 97,.

Partie B -

I - La fonction J,
Pour tout n € IN, on définit la fonction ¢, de IR dans C en posant, pour tout ¢ € R,
il N~ ikt 4
Pat)=e""2 ) " et fr(t) = pn ()"
k=0

Dans cette sous-partie, on fixe un entier n € IN.

Q13. Montrer que pour tout réel ¢ n’appartenant pas a 277,
sin((n +1)%)
n(3)

Q14. Montrer que w% appartient a 9, puis que [, appartient a Jy,.

(Pn(t) = 7

sin((n + 1)%) 4
sin )

et folt)= (

4

Q15. Montrer qu’il existe un réel strictement positif ¢, tel que f cnfn(®)de =1.

=7

Pour tout n € IN, on pose désormais </, = ¢, [, de sorte que J, est une fonction réelle positive vérifiant

7
Jn€Jo, et Jp(t)dt =1.
-

— Réponse N

Q13. Soit ¢ ¢ 277Z. On sait alors que e’ # 1, donc par somme de termes en progression géométrique,

. . 1
i(n+1)t i85t (_9ry gin (Rl i t
nigl-e _nite (—2i) sin (23 t)_s1n(n+1)2

n
_ _-nit itk _
pn®)=e"2 ) () =e T T, = —
k=0 e e'2"(-2i)sin g sin 5

Donc, par formule d’Euler,

sin ((n+ 1)

Pn(t) = an
D'oit,
Fol®) = @ ()* = (%)4
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Q14. Pour tout t€e R on a

2
2 nit|Ne ikt] _ —nit| N N ikt itt] _ X - LiGk+0-n)t
(pn(®)) =e e =e YooY et =3 Y e .
0 k=020

k= k=0¢=0

Or pour tout (k,2) € [0,n]% on a k + ¢ —n € [-n,n] donc (pi est une combinaison linéaire des fonctions ¢ — e* avec

k € [-n,n]. Donc,
nTn.

n .
Dong, il existe (c¢p)_,<r<n tel que, pour tout ¢ € R, w%(t) = Z cke’kt.

k=-n
Donc, pour tout ¢ € R,

2 n n .
((Pn(t))4:( > ckeikt) =Y ¥ cpeoei® ot

k=-n k=—nfl=-n
De plus, pour tout (%,¢) € [[—n,n]]2, onak+/¢¢e[-2n,2n], donc,
(P;Lz € Ton.
b/
Q15. La fonction f;, est continue et positive sur [-7,7], et n’est pas identiquement nulle, donc frn(@®)dt > 0.
=7

/1

T -1
En notant c¢,, = ( fn(t)dt) >0, on a bien f cnfn®)de =1.
-

=T

/2
II - Une majoration de f [t|eJ, (t)de

=TT
Soit n € IN.
T
Q16. Montrer que f It (£)dE = = — .
o f fa(®)de
0

Ty 2
Q17. Montrer que pour ¢ € [0,5], —t<sint<t.
7

n 1\2 rr+DE (g 4
Q8. B deduire [ tfpwdr<nt("22] [T (sin@)” 5,
0 2 0 u
T 53 [(*DE (sin(u))4
Q19. En déduire également que f fn@®)dt=2(n+1) f ——du.
0 0 u

m a
Q20. Montrer qu'’il existe a > 0 tel que, pour tout n € N, [t (8)dE < 1
- n

—— Réponse

Q16. Par Q15,0na:
| ifawar

—JT
/2

[t|Jn () dt = .
- fo(®)dt

De plus, les fonctions ¢ — f,,(¢) et ¢t — || f,(¢) sont paires, donc,

" Itlfn(t)dt=2fn tfa(t)dt et § fn(t)dt=2fn fn(®de.
-7 0 -7 0
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Ainsi,

. fntfn(t)dt

f It () dt = 22 .
o ffn(t)dt
0

7T 7
Q17. La fonction sin est de classe €2 sur [0, 5] et, pour tout ¢ € [O, 5] , sin” () = —sin(?) < 0.
T
Donc, sin est concave sur [0, 5]
7
On en déduit que sur [O’E]’ le graphe sin est sous sa tangente en (0,0). Cette tangente a pour équation
y = sin’(0)(¢ — 0) + sin(0), autrement dit y = ¢. Donc,

sin(¢) < t.

De plus, par concavité, le graphe de sin est au dessus de sa corde reliant les points de coordonnées (0, sin(0)) = (0,0)
T 7T
et (§,s1n 5) = (5’ 1).

) in(0)
Cette corde a pour équation : y =

sin (3)

-8 2
= x (¢ —0) + sin(0), autrement dit, y = —¢.
9~ 0 T

Donc,

2
—t < sin(?).
T

t
Q18. Soit £ €]0,7]. On a 3 € ]0, g] Donc, par la question précédente,

sin((n+1)}) _sin (n+DE)

4
SlIl2

Sl

Par croissance de I'intégrale,

7 7 : ty\4 7 (e 2114
ftfn(t)dt=f t(M) dtsn‘*f Mdt
0 0 o

.t 3
sin 5 t

n+1
En utilisant le changement de variable u = o t, il vient :

dtz 3 =7
2u n+1l
((n+1))

u.

fj“@mﬂn+nﬂf
0

[ (sin@w)?! 2du
t3 & 0

n+1)2f(n+1)’2’ (sin(w))* ;
2 0

ud

N | =~

t
Q19. De méme, pour tout ¢ €]0,7], on a : sin§ <

+1
En utilisant le changement de variable u = nT t, il vient :

. n . 4 s . 4
fﬂ fn(t) dt . j‘ﬂ sin ((n + 1)%) dt _ j‘(n+1)§ (Sln(u)) 2du _ 2(n N 1)3 j‘(n+1)§ (Sln(u)) du
0 0 0

£ 4 n+l 0 ut
(3) ((nﬁl))
. (sin(w))* .
Q20. La fonction 0 :u — ——5— est continue ]0, +ool. De plus,
u
e O(u) P S 0. Donc, 0 est prolongeable par continuité en 0, donc intégrable en 0.
u— u—
1
e O(u) = (0] (—3) ou u — — est intégrable en +oo (intégrale de Riemann avec 3 > 1). Donc, par théoréme de
u—+oo |y u

comparaison, 6 est intégrable en +oo.
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Done, 6 est intégrable sur ]0,+oco[, et comme 6 est positive, on a, pour tout n € NN,

f(n+1)72’ (sin(u))4 du < f+w (sin(u))4 4
U du < v
0 0

u.
us us

. 4
sin(u)
De méme, la fonction u — % est intégrable sur ]0,+oo[, et est positive, donc pour tout n € IN,
u
(n+DF (sin(w))* 5 (sin(w)?
f 2#du>fz%dupourtoutn€]1\l.
u 0 u
On en déduit ainsi que, pour tout n € IN,
n +1\2 @+D3 (sin(u) +oo sm(u)
f tfa(0)dt n4(n—) f (sinGw)" f du
2 0 Cud 0
|t|J (Ddi = s (n+1) 8( +1) ’
ps n pA
- f (B dt 2(n+]_)3fn+ zwd j‘z s1n(u)
u 0

+00 1 4
\ f (sin(u)) du
0

T u3
En notant a = —

- 1 > 0 (les intégrales sont bien strictement positives car les intégrandes sont
7 (sin(w))
——du
u

positives continues et différentes de la fonction nulle), on a bien, pour tout n € IN,

fﬂ |t|Jn(t)dt< T]_

IIT - Approximation uniforme par des polynomes trigonométriques

Dans cette sous-partie, on fixe g € <€20n.
Pour tout n € IN, on définit la fonction T, g en posant, pour tout x € R,

Tog(x)= | Ju(x—tg@)dt.

=T

L'objectif de cette sous-partie est de montrer que (7', g) est une suite de polynémes trigonométriques qui converge
uniformément vers g sur R.

Q21. Pour tous n € N et x € R, montrer que

Thgx)=| Jpt)glx—20)dt et glx)=| J,(t)glx)dt.

=7

T
En déduire que |T,g(x) — g(x)| < Jn (@) glx —t)— g(x)| dt.
=7

Le cas ¢!

On suppose, seulement dans cette question, que g est €*.

Q22. Montrer que, pour tout n € N,
allg'loo
n+1

1Thg - 8lloo < ,

ou le réel a a été défini a la question ??

Q23. Conclure que (T, g) est une suite de polynémes trigonométriques qui converge uniformément vers g sur R.

Le cas €°

Dans cette question, on ne suppose plus que g est de classe €.
On rappelle le résultat admis a la question ?? : lllin(l) wg(h)=0.
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Q24. Montrer que, pour tout n € IN* et tous réels ¢ et x,
lglx—1t)—g(x)| < (L +n|thws(1/n).
Q25. En déduire qu’il existe b > 0 tel que, pour tout n € IN*,
T8 - &lloo < bwg(1/n).

Q26. Conclure que la suite (7',) converge uniformément vers g sur R.

—— Réponse
Q21. Soient n € N et x € R. On applique le changement de variable u =x—¢ :
V1 X—7 X+
T,g(x)= Jn(x—t)g(t)dtzf Jn(u)g(x—u)(—du)zf Jp(uw)glx —u)du.
-7 X+ X—7

Les fonctions ¢/, et g étant 27-périodiques, la fonction u — J,(u)g(x — u) 'est également et d’apres ??

T,g(x)= § J,(B)gx —t)de.

/1

n

On sait que J,(t)dt = 1, donc en multipliant par g(x) (constante vis a vis de ¢), on a :
=7

T
)= f Tn(Dg()dt.
=7
Par linéarité de I'intégrale et inégalité triangulaire, on a :

< | Ju(®)lgle—1)— glx)ldt.

/1

|Thg(x) - glx)l = ‘ Jn()(g(x 1) — g(x))dt

=T

Q22. SoitnelNetxelR.
Pour tout ¢ € [-7,7], on a |(x — ) — x| = [¢| < |¢]. Donc, d’apreés ??, |g(x —t) — g(x)| < wg(|t]) < |¢| g’ loo-
Donc, par ??,
allg'llo

VA
T, g(x)—gx)| < Jrn @It 18" oo dt < .
— n+1l

Ceci est vrai pour tout x € R, donc,

allg'lloo
n+l °

IThg = &lloo <

Q23. Par théoreme d’encadrement, la question précédente donne nliI-P 1T,g —&glloo =0.
—+00

Autrement dit, la suite de fonctions (7', g) converge uniformément vers g sur R.
On sait que J, € 93,. Donc, d’apres ?? que T, g € Ta,,.
Ainsi,

(T, g) est une suite de polynémes trigonométriques qui converge uniformément vers g sur R.

Q24. Soient ne IN* et (¢,x) € R2. Comme dans le cas ‘61, ona:|glx—1t)—gx) <wg(|t]).

1
Par ?? avec A=nl|tleth=—,ona:
n

1
lgx—1t)—gx) S wg (nltl.;) <A +nlthwg(1/n).

Q25. On en déduit alors que, pour n et x fixés,

VA

IThg(x)—gx) < Jp(@A +nlt)wg(1/n)dt = (1 +nf ItIJn(t)dt) wg(1/n).

-7
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D’ou, par ??,0on a :
an
1T, g(x) - g(x)| < (1 + m)wg(yn) <(L+a)wg(1/n).
=b

Ceci étant vrai pour tout x e R, on a :
1Trg —&lloo < bwg(1/n).

Q26. On a admis que ;llif(l)wg(h) =0. Donc, nljl}lwwg(l/n) =0 et donc nljl}lw IThg —&gllo =0.

la suite (T',) converge uniformément vers g sur R.

Probleme 2 : Théoréme de Perron-Frobenius (X-ENS 2017 PC)

Dans le probléme, n est un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2 et [1,n] désigne '’ensemble des nombres
entiers compris entre 1 et n.

C désigne le corps des nombres complexes. Le module d'un nombre complexe z est noté |z|.

My m(C) (resp. M, m(R)) désigne I'espace des matrices a n lignes et m colonnes, a coefficients dans C (resp. dans R).
La matrice transposée d'une matrice M € .4, »(C) est notée M T

C" est identifié a I'espace .4, 1(C) des matrices colonnes a n lignes et a coefficients dans C. Les coefficients d'un
vecteur x € C" sont notés x1,...,x,. Dans tout le probléme, C"” est muni de la norme || - ||; définie par

n

el =) 1.

=1

n
Pour tous x € C" et y € C*, la matrice x ' y € .41(C) est identifiée au nombre complexe Z Xiyi.
i=1
Le sous-espace vectoriel de C" engendré par un vecteur v € C* \ {0} est noté Cuv.
Lorsque m = n, on utilisera la notation .4, (C) (resp .4, (R)) pour 4y, ;»(C) (resp Ay m(R)).

La matrice diagonale

AL 0 - 0
0 € M (C)
0 - 0 A,

sera notée diag(1q,...,1,). On note I,, = diag(1,...,1) la matrice identité d’ordre n.
Pour M € .4,,(C), on pose

Mx
M= sup  IMxli= sup 22Xl

xeCn, |lxll1=1 xeCm\op l1xll1

Une matrice M € #,(C) sera en général identifiée 4 ’endomorphisme ¢j; de C" représenté par M dans la base
canonique de C" : pour x € C", ¢ps(x) = Mx. On appelle spectre d'une matrice M € ./, (C), et on note Sp(M), 'ensemble
des valeurs propres de M. Le rayon spectral de M, noté p(M), est défini comme le maximum des modules des valeurs
propres de M :

o(M) = max{l/ll; AE Sp(M)}.

Premiere partie

Q27. Pour toute matrice M € .4, (C) et tout nombre réel C = 0, montrer ’équivalence

IM|<CoVxeC":|Mx|1<Clxli.

PSI 2025 — 2026 10 G. BOUTARD



MATHEMATIQUES — CENTRALE/MINES

DS

Q28. Montrer que I'application M — || M| est une norme sur .4, (C).
Q29. Montrer que pour A,B € .4,(C), |AB|<|A||B].

Q30. Soit A € .#,(C). On note a; ; le coefficient de A d’indice de ligne i et d’'indice de colonne j. Montrer que

1sjsn |

n
Al = max ( |ai,j|)-
1

Q31. On dit qu'une suite (A(k))ke]N de matrices de 4, (C) converge vers une matrice B € .#,(C) lorsque

Viell,nl, Vjell,nl, lim (a;)® =b;;.
k—+o00

Montrer que la suite (A(k)) converge vers B si et seulement si klim IIA(k) -B| =0.
—+00

On considere dans cette question une matrice A € .#,(C) triangulaire supérieure,

al,l a1,2 cee ces al)n
O a2’2 oo oo az’n
A=
0 0 aun

On suppose que
Viell,nl, lail<1.

Pour tout réel b > 0, on pose Pj = diag(l,b,bz, ... ,b”_l) € My, (R).
Q32. Calculer P LAP;. Que se passe-t-il lorsqu’on fait tendre b vers 0?

Q33. Montrer qu'’il existe b > 0 tel que
1P, AP, < 1.

Q34. En déduire que la suite AR+ converge vers 0.

—— Réponse

Q27. Soit M € 4, (C). Soit C > 0.

<

Mx
(=) On suppose que |M| < C, autrement dit, sup I 1
xecm\joy lxl1

Mx
Par définition de la borne supérieure, pour tout x non nul de C", on a la majoration I I Iy <
xll1
En multipliant par ||x|1 20, on a : | | Mx|1 < Cllx|;.
Linégalité est encore vraie pour x = 0.
(<) On suppose que Vx € C", [Mx|1 <Clx|1.
Mx
Pour x € C" non nul, on a |x|; >0, donc, I I I <
X1
Par définition de la borne supérieure, on a
M| <C.
Ainsi,
IM|<C <= VxeC":|Mx|1<C|xl|.
Q28. Soit M =(m; j)1<i,j<n € Mn(C).
X1
¢ On commence par justifier que || M| existe. En notant K = 1ma_x |mi,j| etx=|: |eC" tel que ||lx|1 =1.
<i,js<n :
Xn
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Q29.

n
Le coefficient de la ligne i de Mx est ) m; jx;.
Jj=1
De plus,

n
D mijx;
j=1

n
<Z|mw||xji ZKIxJ|<Kuxn1<K
J:

Donc, {|Mx||1|x € C", ||lx|l1 = 1} est une partie non vide et majorée de R, donc, | M| existe.
e De plus, [M]| =0.
o Soit M € 4, (C) tel que |M| =
Pour tout x € C" non nul, 0 < |Mx|l; <0, donc, [|Mx|1 =0
Donc, Mx =0.
En prenant x = e; le i-eéme vecteur de la base canonique, Me; est la i-eme colonne de M, cette colonne est nulle.
Donc, M =0.
e Soit leR.Ona:
IAM] = sup  [IA.Mx|1 = sup  |AMIMxlly.

xeC”, llxl1=1 xeC”, |lxl1=1

Comme |A| =0,
1AM =1Al sup [Mx|l1 = IAIM].

xeC™, |lx[l1=1

o Soient M et N dans .4, (C). L'inégalité triangulaire pour la norme |||; donne

VaeC®, (M +N)xly<Mxly+INxlly < IMI < llxlls + INTx llxl 1.
Par Q27,ona |[M+N| <M +|N].

Ainsi,
Il est une norme sur .4, (C).

Soient A et B dans .#,(C).
On applique Q27 avec C = |A||, puis C = ||B] :

VeeC", [I(AB)xlly <Al x |Bxlly <Al x IBIl x llxl1.

Donc, par Q27,

A =Bl <Al x Bl

Q30. Posons K = max (Z ’a, J |) On note jo un indice qui réalise ce maximum.

1sjsn
On note (e1,...,e,) la base canonique de C". On a :
a1,jo
Aej, = et K= ”Aejo “1

Qn,jo

A .
Or, ”ej0||1=1donc, K:MSIIAII .
lesolls

Soit x = (x1,...,x,)€C"*. On a :
n n
Ax=Ax ijej=2xj><Aej
j=1 j=1

Par inégalité triangulaire, on a :

Ax|lq < Z || x || Ae;l;
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Or, [Ae;|; <llAlllejl.
Donc,

n
|Ae;l, = Zl|ai,j| <K.
i=

Donc,

n
lAx]; < lej|xK=Kx||x||1

Par Q27, | Al <K |

Ainsi,

|A| = max (Z laul)

1sj<n

Q31. On suppose que la suite (A(k))de converge vers la matrice B. Pour tout %2 € IN, on remarque ’encadrement

(k)

129)

0< HA(k)—B” = max Z (k)
1sjsn 1

Chaque terme du membre de droite tend vers 0 quand k2 tend vers +oo done, par théoréeme d’encadrement,

-] 0

k—+o00

Réciproquement, on suppose que ”A(k) - B“ — 0.
—+00

Soit (i, ) € [[l,n]]z. Pour tout k€N, on a:

n
(k) (k) (k)
0<la® —b; 5| < Y [a®) -b,,]< ”A B“
s=1
Donc, par théoréme d’encadrement, a® — bij.
bJ h—too
Dongc, | 1a suite (A(k))k \ converge vers la matrice B.
€
Q32. Le calcul donne
a1 baig b%a1z - b"lay,
0 az2 ba2,3
-1 _
P, "AP, = bzanfz,n
. o o ban—l,n
0 0 Ann

On en déduit que

PI;IAPb ﬁ diag(al,l,. . .,an,n).

Q33. D’apres I'inégalité triangulaire, pour tout (M,N) € 4, (C) x ,(C),
M| - INII <M -N]J.

Dong,|-|| est une fonction 1-lipschitzienne, donc est continue sur .4, (C).
Done, |P; AP, || T ||diag A115- 580 |-

Or, |diag(a1,1,...,ann)| = max (|aj|) <1.

1<<

G. BOUTARD 13 Lycée GAY-LUSSAC



DS MATHEMATIQUES — CENTRALE/MINES

Donc, par définition de limite, il existe b > 0 tel que,

”Pb‘olAPbO “ <1

Q34. Ona:
0< HAk H - HPnglAkaP,;lu.
Par Q29,
0< |4t =||Bop; Ak, R; | <Pyl [R5 AP 27
Or,

Ipsates| = esara]|.
Par récurrence et Q29, on a :

0<|P;ratpy| < (|P; aPy])"

Comme 0< |[P;'APy| <1,0ona: (|P; AP, |)" —0.
—+00

Donc, par théoreme d’encadrement,
”P;lAka| — .0 et ”Ak| I

k—+00 k—+00

Ainsi, par Q31,

la suite (Ak)ke]N* converge vers 0.

Deuxieme partie
Q35. Déterminer le rayon spectral des matrices suivantes
0 0 00 10 0 -1 3 2
0 1) \1 0)> o o) {2 0) \1 2J)
Q36. Dire, en justifiant briévement la réponse, si les assertions suivantes sont exactes quels que soient A,B € .#,(C),
ueC.

i) p(uA)=|ulp(A)
ii) p(A +B) < p(A)+ p(B).
iii) p(AB) < p(A)p(B).
iv) Pour P € 4, (C) inversible, p(P_lAP) =p(A).
v) p(AT)=p(A).
Q37. Montrer que pour toute matrice A € #,(C),
p(A) < |lA].
Dans les questions ?? 4 ??, on consideére une matrice A € ./, (C).

Q38. Montrer que si p(A) < 1, alors la suite (Ak)kE]N* converge vers 0.
Q39. Montrer que, pour tout £ € N*, | A%| = p(A)k.

Q40. On définit la partie de R
A k
EA:{a>O| lim (—) :0}.
k—+oo\ @

Montrer que E 4 =]p(A), +ool.

Q41. Montrer la formule

1
Jim [[AF]F = p(a).
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Q42. Pour A € /,(C) de coefficients a; ;, on pose A, =(b; j)1<i j<n, 0U b; ; = |a; j|. Montrer 'inégalité
p(A) < p(As).

— Réponse

Q35. Pour la matrice A = ( 8 (1) ), on trouve Sp(A1)=1{0;1} donc p(A1)=1.
Pour la matrice Ay = ( (1) g ), on trouve Sp(Ag) = {0} donc p(A2)=0.
Pour la matrice Ag = ( (1) g ), on trouve Sp(As) ={0;1} donc p(A3)=1.
Pour la matrice A4 = ( g _0 ), on trouve Sp(A4) = {i \@;—i V/2} donc p(Ayg) = V2.
Pour la matrice A5 = ( :i ; ), on trouve Sp(As) = {1;4} donc p(A5) =4.

Q36. Montrons (i)

e Cas1:pu=0.0naSp(0xA)=Sp(0)={0} = {ux;x € Sp(A)}.
e Cas2:u+0.

A A
Xua(A) = det(A.1, — pA) = " det(l—l.ln —A) =u"ya (;) .

A
Donc, 1 € Sp(uA) si, et seulement si, ; € Sp(A).

Donc,
Sp(uA) = {ux;x € Sp(A)}.

Donc, comme |u| =0,

p(uA) = max{|uA||A € Sp(A)} = |u| max {|Al|A € Sp(A)} = |u| = |u| Sp(A).

Sp(uA) = {ux;x € Sp(A)}.

Lassertion (ii) est fausse. On peut prendre A = Ag et B = A;, ce qui donne A +B =

Dans ce cas, on a donc p(A +B) =1 et p(A) + p(B) =0 donc p(A + B) > p(A) + p(B).
Lassertion (iii) est fausse. On peut prendre A = Ag et B = AZT, ce qui donne AB=A;.
Dans ce cas, on a donc p(AB) =1 et p(A)p(B) =0 donc p(AB) > p(A)p(B).

Montrons (iv).

0
1

S =
NS

Les matrices A et P~ AP sont semblables, donc ont le méme polynéme caractéristique, donc Sp(A) = Sp(P_lAP).
Donc, p(A) = p(PLAP).

Montrons (v).

Onay,7=det(X.I,-AT)=det(X.I,-AT) ) =det(X.I,, —A) = y4.

Donc, Sp(A) =Sp(AT). Donc, p(A)=p(AT).

Q37. Soit A une valeur propre de A telle que || = p(A). Soit x un vecteur propre de A associé a la valeur propre A.
Les relations Ax = Ax et x # 0 donnent

A
PLETY
Il

Donc, par définition de la borne supérieur,
p(A) < Al

Q38. On fait 'hypothese p(A) < 1. Comme A € #,(C), son polyndéme caractéristique est scindé sur C.
Donc, par théoréme, la matrice A est trigonalisable : il existe une matrice P inversible 7' une matrice triangulaire
supérieure telles que la matrice A = PTP™L.

De plus, les coefficients diagonaux de T sont les valeurs propres de A, donc leurs modules sont strictement inférieurs
al.
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Par Q34, T* 0.

k—+o00
De plus, application f : M — PMP ™! est linéaire en dimension finie, donc par théoréme, f est continue sur .4, (C).
Donc, f(T*) —— £(0)=0.

k—+o0

Or, f(T") =PT*P~! = (PTP1)* = AF.

Ainsi,

A ()

k—+o0

Q39. Soit 1 € Sp(A) telle que || = p(A). Soit x un vecteur propre de A associé a la valeur propre A.
Soit £ € IN*. On trouve

Afx = AP = AP 222 = ... = A*x.

Comme x#0,0ona: ‘Ak‘ = HAkx”I/lelll donc
it <.

Q40. Soit a €]0,p(A)] . Pour tout k€ IN*, on a:

k k
_ A" S (P(A)) S1
ak a

(&)

Donc, ”(A/a)k H ne tend vers pas 0 lorsque % tend vers +oo, donc a ¢ E 4.

Soit a €]p(A), +ool. Par Q36, p(A/a) = p(A)/a < 1.
Donc, par Q38, (Ala)* 0.

k—+o0
Donc, a e E 4.
Ainsi,

E 4 =]p(A),+ool.

1/k
Q41. Par Q39, pour tout £ € IN*, on a p(A) < ”Ak “ .

k
) tend vers la matrice nulle. Il existe donc

A
Soit € > 0. D’apres Q40, la suite de matrices de terme général (
p(A)+¢

un entier N =1 tel que

Vk=N,

<1,

Ak
” (p(A) + )k
n
donc, “A “ <p(Ad)+e.
On a montré que :
. l|V%
Ve>0, INeIN*, Vksk.,, pA)—e<p(A)< ||A ” <p(A)+e.

Ainsi,
1
lim [|A*|* = p(A).
k—+o0
Q42. Pour tout £ € IN*, on note :

k k
et A+=(b(.?

Ak = (a(.k). ) .
LI )1<i,j<n

Ld)lsi,an

Pour tout 2 dans IN*, notons /&,
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®) < k),

«Y(i,j)e [1,n]?, a| < b

Initialisation. £ = 1. Il n’y a rien a faire.
Hérédité. Soit £ € IN*. On suppose 7, et on montre .7, 1.
Soit (i, /) € [1,n]?. Par définition du produit matriciel,

(k+1) Zat la(k)

Par inégalité triangulaire puis hypotheése de récurrence,

Z |all| ‘ () i biy b(k) b(kﬂ)'
=1

—blz <b§k;

Donc, A4 41.
Ce qui acheve la récurrence. On a : pour tout j € [1,n],

.Z a®) Zb(k) HAk
b
Donc,
IA] —113%2( o] < |4k
D’ou,

1k 1k
o] <]l

Donc, en faisant tendre % vers +oo, on a

p(A)<p(Ay).

- Fin du sujet -
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