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1 Définitions

1.1 Généralités

Définition 1.1 : Systéme linéaire

Soient n et p deux entiers naturels non nuls et (a;;)1<i<n €t (b;); <i<n deux familles de réels. On appelle

1<j<p
systéme linéaire de n équations & p inconnues x1, s, ..., z, de coefficients (a; ;) et de second membre
(b;), le systeme d’équations linéaires suivant :
111 +a1eTe+ o tar i+ Fa,T, = b
a271:c1 +a272x2 + .- +a27]’$]’ + .- +(127p$p = bg
(5) ’
a1+ a2+ +ai T+t aipT, = b
an1 @1+ an2Z2+ -+ apjxj+ -+ apprp = by
r—3y+z = -1
Exemple 1. zT+y = 2 est un systéme linéaire de 3 équations d 3 inconnues.
2x+6y—2 = 0
z? + y2 = s N L
Exemple 2. 9 g M est pas un systeme linéaire.
Ty = -

Définition 1.2 : Solutions d’un systéme

Soit (S) un systeme linéaire, on appelle solution de (S) tout p-uplet (z1,z2,...,xp) qui est solution des
équations de (5). Résoudre le systéme (.5), c’est déterminer ’ensemble des solutions de (5).

1.2 Systemes particuliers

Définition 1.3 : Systéme compatible/incompatible

Un systeme (5) est dit compatible s’il possede au moins une solution (x1,z2,...,z,) € RP.
Un systeéme (5) est dit incompatible s’il ne posséde pas de solution.

20—y

9 —y = 2 est un systéme linéaire incompatible.

Exemple 3. {

Définition 1.4 : Systeme homogene

Un systéme (S) dont le second membre est nul (i.e. Vi € [1,n], b; = 0) est dit homogéne.

20 — =
Exemple 4. Ty est un systéme linéaire homogéne de 2 équations a 3 inconnues.
—rx+y+z = 0
Un systéme homogene est toujours compatible car (0,0,...,0) est solution.



Définition 1.5 : Systéme homogéne associé

Soit (S) un systeme linéaire, on appelle systéme homogéne associé le systeme linéaire (Sy) dont les
coefficients sont identiques a (5) et dont le second membre est nul (i.e. tous les (b;) sont nuls).

aj1r +a12x2+ - ta i+ tapr, = 0
agi1r1+agaxe+ - tag;ri+ - +agpr, = 0
So )
( ) ai71$1+(Ii72$2+"‘+ai7j$]’+"'+(li7p$p =0
p1 1+ Ap2T2+ - +ap;jrj+- - +appr, = 0

Définition 1.6 : Systéme de Cramer

On appelle systeme de Cramer un systeme linéaire de n équations a n inconnues qui admet une
solution unique.

r+y =

vy — est un systéme de Cramer.

Exemple 5. Vérifier que le systéme {
Solution.

Un systeme peut avoir une solution unique sans étre un systeme de Cramer.

r+y = 2
Exemple 6. Le systeme ¢ x —y = 0 a une solution unique mais il y a plus d’équations que d’inconnues.
2¢c—1 = 1

Proposition 1.7 : Systeme de Cramer

Soit (S) un systeme, on note (Sp) son systeme homogene associé.

(S) est un systeme de Cramer < (Sp) est un systeme de Cramer

Démonstration. Cette proposition se démontrera a ’aide des matrices et de la proposition O

Définition 1.8 : Systémes équivalents

Deux systémes linéaires (S) et (S’) sont dits équivalents s’ils ont le méme ensemble de solutions.

Deux systémes équivalents ont le méme nombre d’inconnues (pas forcément le méme nombre d’équations).

T+ = 2 vty = 2
Exemple 7. vy = et x—y = 0 sont des systémes équivalents.
r-y =0 22 -1 = 1

Définition 1.9 : Systéme carré

Un systeme (S) est dit carré s’il a autant d’équations que d’inconnues.

xr+y

est un systéme carré.
z—y = 0

Exemple 8. {



Définition 1.10 : Systeme triangulaire

Un systeme (S) carré est dit triangulaire si a; ; = 0 pour tout ¢ > j. Autrement dit,

a1x1 + aigrey + ... + a7 + ...+ A1pTn = by
a2 + ... + ag;r; + ... + apxT, = b

g :
( ) Qi;Ti + ... + QpThn = b;
UpnTn = bn

Les systémes triangulaires sont faciles a résoudre par substitution.

Exemple 9. Résoudre le systéme triangulaire suivant par substitution :

r+y+z = 4
(S) 2y—3z =5
—2z = 2

Solution.

Proposition 1.11 : Systéme triangulaire

Soit (S) un systeme triangulaire,

(S) est un systéme de Cramer < Tous ses coeflicients diagonaux sont non nuls.

Démonstration. (<) La nieéme ligne entraine alors que z,, = ——. On substitue ensuite z,, par sa valeur
n,n
dans la n — lieme ligne, ce qui nous permet d’obtenir

1 ap—1,n
Tp1=——|bp_1— ~by | .
an—1,n—1 Gn.n

On remonte successivement les lignes et on calcule tour a tour x,_o,...,x1.

(=) On ne fera pas de démonstration de cette implication, mais en raisonnant par I’absurde on observe que
lorsqu’un coefficient diagonal est nul, il existe alors une substitution qui est soit incompatible, soit admet
une infinité de solutions. O

2 Opérations sur les lignes d’un systeme

2.1 Opérations élémentaires sur les lignes

Définition 2.1 : Opérations élémentaires sur les lignes

Soient (S) un systéeme linéaire et Li,..., L, ses lignes. On appelle opération élémentaire sur les
lignes de (S) toute opération d’un des types suivants avec i # j, « e R* et € R :

(i) Li « L; (échange de lignes)
(ii) L; « aL; (multiplication par un scalaire non nul)

iii) Ly «— L; + B L; addition d’un multiple d’'une ligne a une autre
J

Les deux dernieres opérations peuvent se faire simultanément L; <— aL; + f L; avec « € R* et 3 € R.
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Théoréme 2.2 : Opérations élémentaires sur les lignes

Soient (S) un systeéme linéaire et (S’) un systéme linéaire obtenu par opérations élémentaires successives.
Alors (S) et (S') sont équivalents.

Démonstration. Pour démontrer le théoréme, il suffit de montrer que c’est le cas pour un systéme (S’) obtenu
apres une seule opération élémentaire, pour chacun des trois types d’opérations élémentaires différentes. En
effet, la transitivité de 1’équivalence de systémes permet ensuite de conclure pour un systéme (S”) obtenu par
opérations élémentaires successives.
Pour cela, il suffit de voir que, pour tout (z1,z2,...,2,) € RP :
(i)
{ a1 T+ ai2T2+ -t apry, = b N { aj1 1+ aj2re+ -+ ajpxT, = by
121+ aj2x2+ -+ ajp Ty = bj ;1T ta; 22+ -+ ajpxp = b;

amxl+ai,2x2+~--+ai,pfcp:bi = oz(ai,l:nl+ai,2x2—|—-~-+a7;7pmp) = ab;

a2+t ap, = b (ain + Baja) z1 4 -+ (aip + Bajp) p = b+ Bb;
ajiri+--tajpry = b aj1xy+ -+ ajpxp = b
Ce sont bien des équivalences, puisque pour chacune de ces opérations, on a une opération inverse :
Li<»Lj, Li+ XL et Ly + L; — BL;. O
Exemple 10.

r—y = 1 o r—y = 1 - o r—y = 1 o r = 2
20 +4y = 8 Lo<Ly—21L, 6y = 6 Lo—21L, Y = 1 y = 1
Une substitution est aussi une opération élémentaire, dans ’exemple ci-dessus la derniere équivalence

correspond a Ly < L1 + Lo.

Exemple 11. On peut également résoudre le systéme de ’exemple précédent de la maniére suivante :

r—y = 1 T = y+1 T = y+1
~ <~
2v +4y = 8 2r+4y = 8 2+ 1) +4y = 8
- T = y+1 o r =
6y+2 = 8 y = 1

En utilisant les opérations élémentaires (et uniquement celles-1a), on s’assure que l'on garde des systémes
équivalents : les solutions trouvées a la fin sont exactement celles du systéme de départ. Si 'on perd
I’équivalence & un moment, il faudra encore vérifier que les solutions trouvées sont bien solutions du premier
systeme...

Toute résolution de systeme devra s’appuyer sur ces opérations. Pour s’assurer de ne pas perdre les
équivalences, il est conseillé de n’effectuer qu'une seule opération a la fois.

Théoréme 2.3 : Nombre de solutions d’un systeme linéaire

Il n’y a que 3 cas possibles pour ’ensemble des solutions d’un systeme linéaire : il y a soit aucune solution,
soit une unique solution, soit une infinité de solutions.

L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogene posséde soit une unique solution (la solution
nulle), soit une infinité de solutions.

Démonstration. Admis. O



2.2 Meéthode du pivot de Gauss

Méthode 2.4 : Pivot de Gauss

Soit (S) un systeme linéaire carré :

a11x1 +a1px2 + - +arjri+ - tarp T, = by

(2171 +a22T2 + -+ a2 T+ -+ a2,y = by
(S) '

a1+ aigra+ -+ aijri+ o+ ainTy = b

An1%1 +apn2x2+ -+ ap;Tj+ - -+ anpTn = bn

Pour résoudre le systéme linéaire () :

1. (a) On choisit une ligne avec le coefficient de z; non nul le plus simple (premier pivot), et on
I’échange avec la premiere ligne.

;1T +ai2%2 + -+ T+t ATy = b
a21x1 +agoTo+ -+ agjrj+---+ax, Ty, = by
S) & )
( )L1<_>Li a T tarpr2+ - Faj o taiar, = by
Ap1T1 +Ap2Ta+ -+ ap; Tj+ -+ apnTy = by

(b) On utilise alors cette nouvelle premiére ligne pour éliminer 'inconnue x; des toutes les lignes
suivantes : le pivot utilisé est ici a; 1

;1T + GipTet AT+ A T = b
QooTo+ -+ oiTi+ - tay,x, = [
=4 .
Vk‘ZQ, Lk%ai,lLk_ak,lLl
An2Ta+ - F+QniTj+ -+ UunTn = Bn

(c) On ne touche plus a la premieére ligne jusqu’a la fin.
2. On ne s’intéresse désormais qu’aux n — 1 dernieres lignes.

(a) On recommence en trouvant la ligne (autre que la premiere) qui a le coefficient de x3 non nul
le plus simple (second pivot), et on place cette ligne en seconde position.

(b) On utilise cette ligne pour éliminer I'inconnue x5 de toutes les lignes suivantes.

a1 T + a2t +  ai3T3 ot ai;T ot anT, = b
QraTe + QraT3t -t QT F Ty = B

& Y33T3+ + V3Tt VT = 03
7n,3$3+"'+7n,j$j+"'+7n,nxn = 5n

3. On continue jusqu’a ce qu’on obtienne un systéme triangulaire, que ’on sait résoudre facilement.

Exemple 12. Résoudre les systéemes suivants en utilisant la méthode du pivot de Gauss :

3r —2y+2 =T r+y+z = 10 r+y+z = 10

(S1) r+5y—3z = 2 (S2) ¢ 20 +4y—3z = 5 (S3) ¢ 2x+4y—3z = 5

20+ Ty—4z = 3 3r+by—2z = 3 3r+by—2z = 15
Solution.



3 Matrices et systéemes

3.1 Lien entre matrices et systémes

Propriété 3.1 : Représentation matricielle d’un systéme linéaire

Soit un systeme linéaire de n équations a p inconnues de coefficients (a; j)1<i<n €t de second membre

1<j<p
(bi)1<i<pn- On note :
ai1 air2 ... Qip T bl
a1 G22 ... Q2p 9 by
A= . ) ) , X = et B=
n1 Gn2 ... Gpp Tp bn,
alors
1121 +a12%2+ -+ a1pxp = b1
a1 1 +agpro+ - +aspyr, = b
AX=B < .
p1T1+ Ap2 T2 + -+ anpTpy = by

La matrice A est appelée la matrice associée au systéme linéaire.

Résoudre un systéme revient donc a trouver le vecteur X connaissant la matrice A et le vecteur B.

Exemple 13. Ecrire sous forme matricielle le systéme :

—x+4y—2z = 0
2r + 2 =1
-y+z = 2

Solution.
3.2 Systemes carrés

Proposition 3.2 : Inversibilité d’une matrice et systémes linéaires carrés

Soit A € M,,(R), les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) A est inversible,
(ii) pour tout B € M,, 1(R), le systeme AX = B est de Cramer,
(iii) le systeme AX = 0,; admet une solution unique (la colonne nulle).

Dans ce cas, pour tout B € M,, 1(R), le systeme AX = B a une unique solution, donnée par

X=A"'B

Démonstration. (i) = (ii) On multiplie AX = B par A~! pour obtenir I'unique solution X = A~! B.
(ii) = (iii) On conclut en prenant B = 0y, 1.
(iii) = (i) Cette implication sera démontrée dans le cours Matrices et applications linéaires. O

Si on connait déja la matrice inverse de A, la résolution du systéme devient plus rapide.

Exemple 14. Résoudre le systéme suivant en utilisant l’inverse de la matrice associée au systéme :

3r+2y = 7
ox+4y = 11

Solution.



Méthode 3.3 : Calcul de la matrice inverse

Pour déterminer si une matrice de M, (R) est inversible et trouver son inverse, il faudra résoudre le
systeme linéaire associé avec un second membre quelconque. On le fera systématiquement pour n > 3.

Exemple 15. Soit A = <:15 i),

)y _ (@ r+2y = a x+2y = a
A (y) N <b> = { 3$+4y = b L2<*§73L1 { _2y — b—3a
N r = b-—2a - z\ -2 1 a
y = ja-—3b y) \3/2 -1/2)\b

-2 1
. . . -1
La matrice A est donc inversible et A~ = <3/2 1/2>.

Proposition 3.4 : Rappel : Inversibilité d’une matrice triangulaire ou diagonale

Soit A une matrice triangulaire (ou diagonale) de M,,(R),

A est inversible < Tous les coefficients diagonaux de A sont non nuls.

Démonstration. D’aprés la proposition on a
A est inversible < Le systéme AX = B est de Cramer.

Or comme A est une matrice triangulaire, alors le systeme AX = B est triangulaire. On conclut a l'aide de
la proposition [I.11} O

Exemple 16. Déterminer si les matrices suivantes sont inversibles et calculer leur inverse :

1 0 0 300 10 0 -1 2 1 2 3
A=10 -2 0 B=10 0 0 CZ(l 4> D=0 1 3 E=10 45
0 0 3 0 01 0 0 -2 0 0 6

Solution.

3.3 Utilisation de Python

Soient A € M,(R), X € M, 1(R) et B € M,, 1(R), on consideére le systéme linéaire carré & n équations
et n inconnues suivant

AX = B.

Informatique 3.5 : Python : systéme de Cramer

Si A est une matrice carrée inversible, alors d’aprées la proposition le systeme est de Cramer. On peut
alors utiliser la commande

import numpy.linalg as al
X=al.solve(A,B)



Exemple 17. On résout le systéme (S1) de Uexzemple[19 a Uaide de Python

3xr—2y+2z =7
(S1){ x+by—3z = 2
20 +Ty—4z = 3

On effectue

import numpy as np

import numpy.linalg as al
A=np.array([[3,-2,1],[1,5,-3],[2,7,-4]11)
B=np.array([[7],[2],[3]1])
X=al.solve(A,B)

print (X)

Python renvoie alors [[2.][—3.][—5.]].

Informatique 3.6 : Python : algorithme du pivot de Gauss

On peut sinon implémenter la méthode du pivot de Gauss. Il faut donc pouvoir échanger deux lignes et
remplacer une ligne par une combinaison linéaire d’'une autre ligne. Reprenons la méthode du pivot de

Gauss.
Comme Python numérote 0 la premiere ligne (et non 1), il y a un décalage d’indice, ainsi la ligne i est la

ligne ¢ — 1 pour Python.

— Effectuer I'opération L; <> L; avec i # j (en considérant les lignes ¢ et j pour Python)

L=A[i,:].copy() # A[i,:] désigne la ligne i de A
Ali,:1=A[j,:] # la ligne i a le contenu de la ligne j
Alj,:1=L # on place la sauvegarde de la précédente ligne i & la ligne j

Pour copier une matrice il ne faut pas utiliser uniquement 'opérateur = car les deux matrices seront
alors liées (si on modifie une matrice 'autre est modifiée également). L’instruction copy permet d’éviter

cela.

— Effectuer l'opération Lj < pLy — cL; avec j # k. p est le pivot de la ligne j et ¢ le coefficient
d’indice (k, j)

pivot=A[j,]j]
c=Alk,j]
Alk, :]=pivot*Alk,:J-c*A[j,:]



Exemple 18. On résout le systéme (S2) de Uexzemple[19 a Uaide de Python

T+y+z = 10
(S2) ¢ 22 4+4y—3z = 5
3xr+5y—2z = 3

Les opérations effectués sur A sont également effectuées sur B.

import numpy as np
A=np.array([[1,1,1],[2,4,-3],[3,5,-2]11)
B=np.array([[10], [5], [3]]1)
[n,pl=np.shape(A) # n est le nombre de lignes de A (p est le nombre de colonnes de A)
for j in range (0O,n-1):
pivot=A[j,j]
for k in range(j+1,n):
c=Alk,j]
Alk, :1=pivot*A[k,:]-c*A[j,:]
B[k,0]=pivot*B[k,0]-c*B[j,0]
print (A)
print(B)

On obtient alors le systéeme triangulaire suivant (que l'on a déja résolu)

r+y+z = 10
(S2) 2y—5z = —15
0z = 24

Dans cet exemple, on évite le cas général pour lequel il faudrait rajouter la recherche d’un pivot non nul avant
d’échanger les lignes.
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