REDUCTION DES ENDOMORPHISMES TD

‘ Réduction des endomorphismes — TDj ’

Un peu d’algebre linéaire sans réduction

Exercice 1:

Soit A € .#,(K) une matrice telle que A% = 0 et rg(A) = r. Montrer que la matrice A et la matrice (8 Ior) sont

semblables.

—— Réponse

Soit f I’endomorphisme de K" canoniquement associé a A.

» On considere (u1,...,u,) une base de Im(f).
Pour tout %k € [1,r], on consideére ey € E un antécédent de uj, par f. Autrement dit, on a I'égalité uj = f(ep).

» On a A% =0, donc /2 = 0. Montrons alors que Im(f) c Ker(f).

Soit y € Im(f), on a ¥y = f(x) ou x € IK". Donc, f(y) = fz(x) =0. Donc, y € Ker(f).

La famille (u1,...,u,) est alors une famille libre de Ker(f), qui est de dimension n —r (théoréeme du rang). On la compléte
en (ui,...,Ur,€1,...,€n—2,) en une base de Ker(f).

» Montrons que % = (u1,...,Ur,€1,-..,En-2r,€1,...,€r) est une base de K”.
Soit (A1,..s Ars i1y ey Hn=2ry Y15+ - -, Yr) €K™ tel que :

Maur+-+ A ur+pr.€1+.. . Up—2r.En—or+yr.e1+--+yr.e,=0. (%)
Comme les uy, et €5, sont dans Ker(f), en prenant I'image par f,on a :

yi.fler)+---+y,.fle,)=0.

D’ou,
Yiui+--+yru,=0.
Or, (u1,...,u,) est une base de Im(f), donc, y1 =--- =7, =0.
D’ou,
AMaur+- -+ A ur+ €1+ Up—2r.€n—2r =0. (%)
Comme (u1,...,Ur,€1,...,En—2,) en une base de Ker(f), A1 =---=A,=¢1=--=¢€,_9,=0.

Donc, 28 est une famille libre de n = dim(IK") vecteurs de K".
Donc, & est une base de IK". De plus, dans cette base

Matz(f) = (8 " )

Ainsi,

A et (g Ior) sont semblables.

Exercice 2 :

Soit D une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont distincts deux a deux. Soit A € .4, (IK). On suppose
que A et D commutent.

Montrer que A est diagonale.
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—— Réponse

On A =(a; j)1<i,j<n €t D =(d; j)1<i j<n-

Comme D est diagonale, si i # j, alors d; ; = 0.

Soit (i,) € [1,n]% avec i £].

Le coefficient en position ligne i et colonne j de A x D est :

n
> @irdrj=a;jdj;.
k=1

De méme, le coefficient en position ligne i et colonne j de D x A est :
n
Y digar;=d;ia;;.
k=1
Comme A et D commutent, on a : a; jd; j =a; jd;;, donc, a; ; x(d;;j—d;;)=0.
Comme les éléments diagonaux de D sont distincts deux a deux, ona d; ; —d;; #0, puis, a; ; = 0.

Donc,

A est diagonale.

Exercice 3 :

Soit # un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension n = 1.
On suppose qu’il existe xg € E tel que la famille (xo, u(xg), u2(x0), ey un_l(xo)) est libre.

Montrer que 'ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec u est 'ensemble de polynémes en u.

—— Réponse

» On sait qu'un polynéme en u commute avec u.
» Soit v € Z(F) qui commute avec u.
On sait que (xo,u(x0), u%(x0),...,u" 1 (x)) est une base de E, donc, il existe (Ao,...,A,-1) € K" tel que

n-1

v(xo) = Y Ai.u'(xo).

1=0
Montrons que, pour tout x € E,

n-1 .
v(x) = Z A;.ut(x).
i=0
Pour cela, il suffit de le vérifier pour les vecteurs d'une base de E, ici, on utilise la base 2.
Soit k£ € [0,n —1]. Comme u et v commutent,

n-1 . n—1 . n-1 .
v(uk(xo)) = u®(v(xo)) = u” (Z Ai.u‘(xo)) =) A B (xg) = > Aiut (u” (xo)).
iz0 i=0 i=0

n-1 .
Donc, v et Z Ai.u' coincident sur les vecteurs d’une base de E, donc, pour tout x € E,
i=0
n-1 .
v(x) = Z Ai.ut(x).
i=0
n—1 .
Donc, v =) A;.u’.
i=0

On en déduit que v est un polynéme en u.
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Eléments propres d’'une matrice, d’'un endomorphisme (exercice théorique)

Exercice 4 :

Soient E une K-espace vectoriel et f € £(E). Les trois questions sont indépendantes.
1. Soit p € N*. Montrer que si 0 € Sp(f?), alors 0 € Sp(f)
2. On suppose dans cette question que f € GL(IK). Montrer que

sp(r 1) ={ 3 [respin}.

3. On suppose dans cette question que E est de dimension finie. Montrer que 0 est valeur propre de f si, et seulement
si, f n’est pas surjective.
L'équivalence est-elle encore vraie en dimension infinie ? Si oui, la démontrer, sinon une implication est-elle vraie ?

Exercice 5 :
Soient E une IK-espace vectoriel, f € Z(E) et g€ L(E).
1. Soit A € K non nul.
Montrer que A est une valeur propre de f o g si, et seulement si, A est valeur propre de gof.

2. On suppose que E est de dimension finie. Montrer que 0 est une valeur propre de f o g si, et seulement si, 0 est
valeur propre de gof.

3. Montrer que le résultat de la question précédente est faux si E n’est pas supposé de dimension finie.

—— Réponse

1. (=) On suppose que A est une valeur propre de fog.

Il existe x # 0 tel que f(g(x)) = A.x.

En prenant I'image par g,on a : g(f(g(x))) =2A.g(x).

Par I'absurde, supposons que g(x) = 0, alors, par linéarité de f, f(g(x)) =0, donc, 1.x = 0.

Comme A #0, on a x =0. Contradiction.

Donc, g(x) # 0 et est un vecteur propre de go f pour la valeur propre A.

Donc, A est une valeur propre de gof.

(<) En échangeant les réles de f et g, si A est une valeur propre de go f, alors A est une valeur propre de fog.
2. On sait que 0 est valeur propre de f o g si, et seulement si, yr.g(0) = 0. Ce qui est équivalent a det(f o g) =0.

De plus,
det(f o g) = det(f)det(g) = det(g o f).

D’ou, 0 est valeur propre de f o g si, et seulement si, det(go f) = 0. Donc,
0 est une valeur propre de f o g si, et seulement si, 0 est valeur propre de gof.

3. Considérons E =6¢*R,R),f: E — E etg: E — E
u — u u — l'unique primitive de u qui s’annule en 0.

Ona:
fog=idg.

Donc, 0 n’est pas valeur propre de fog.
De plus,
Ker(gof)={ulg(f(u)) =0} ={ulg(u') = 0} = {fonction constante}.

Donc, 0 est valeur propre de go f. Une autre rédaction consiste a remarquer que la fonction constante égale a 1 est un
vecteur propre de go f pour la valeur propre 0.

Exercice 6 :

Soient E un K-espace vectoriel et f € Z(E). On suppose que, pour tout x # Og, x est un vecteur propre de f.
Montrer que f est une homothétie.
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—— Réponse

Par hypothese, pour tout x # Og, il existe 1, € K tel que f(x) = A,.x.
Soit u € E non nul fixé. Montrons que, pour tout x #0g, 1, = 1,.
Soit x # 0 quelconque.

» Cas 1 : (x,u) est une famille libre. On a :
fx+u)=Agiy.(x+u)=Agiyx+ Ayt et flx+uw)=f)+f(w)=Ae.x+,.u.
En faisant la différence des deux égalités, on a :
Aru — A)x + Agiy — Ay).u =0g.

Or, la famille (x, u) est libre, donc, Ay — Ay = Ay — Ay =0.
Donc, 1, =Agry = Ay

» Cas 2 : (x,u) est une famille liée. Comme u #0g, on a x = p.u ou pe K.
Ona:
f@W=Ax et fx)=f(pw)=pAr,.u=2A,x.

En faisant la différence des deux égalités,
Ag —Ay).x =0g.

Comme x # 0, A, = A,.

» On donc montré que, pour tout x # Og, f(x) = A, .x.
De plus, par linéarité, f(0g) =0g = 1,,.0g.
Ainsi, pour tout x € E, f(x) = A,.x. Autrement dit,

f est ’homothétie de rapport A,,.

Exercice 7 :

n
Soit A =(a; j)1<i,j<n une matrice de .4, (IK). On suppose que, pour tout i € [1,n], on a Z a;;=0.

Jj=1
Montrer que 0 est valeur propre de A.

—— Réponse

Onremarqueque Ax|:|=|:|=0.]:|et|: [+
Donc,

0 est valeur propre de A.

Exercice 8 :

Soit A =(a; j)1<i,j<n une matrice de .4, (RR) telle que :

n
V@i, ))ellnl?a;j=0 et Viellnl, ) a;;=1.
J=1

1. Montrer que 1 est valeur propre de A.

2. Montrer que toute valeur propre complexe de A est de module inférieur a 1.
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—— Réponse

1 1 1 1 0
1. Onremarqueque Ax | :|=[:]=1[:]et]:|#
1 1 1 1 0
Donc,
1 est valeur propre de A.
X1
2. Soit A un valeur propre de A et X =| : | un vecteur propre de A pour la valeur propre A.
Xn

OnaAX=1XetX=#0.

On note i € [1,n] tel que |x;,| = max{|x1l,...,|x,|}.

Comme X #0, on a |x;,| > 0.

De plus, le coefficient en position iy de ’égalité A.X = 1.X donne :

n
Atig =} @iy, %)
A

D’ou, par inégalité triangulaire,

M.xiol =

n n
> @iy x| < ) |aig x|
j=1 j=1

Comme les coefficients de A sont positifs ou nuls, on a :
n n n
AL Joio| < 3 @ig,j %] < 3 @io,g |xiol < favio| - @i, < il -
j=1 Jj=1 J=1
=1

Donc, comme \xi0| >0,onalAl<1.

Exercice 9 :

Soient E un K-espace vectoriel et f € L(E).
On considére P un polynome annulateur de f. Montrer que toute valeur propre de f est une racine de P. Etudier la
réciproque.

Eléments propres d’une matrice, d'un endomorphisme (exercice pratique,

sans polynome caractéristique)

Exercice 10 :

On note E = €(R,R) 'espace vectoriel des fonctions continues sur R. On considére Papplication ¢ qui a une fonction
f € E associe son unique primitive qui s’annule en 0.

Déterminer le spectre de .

Exercice 11:

On note E = €°(R,R) 'espace vectoriel des fonctions de classe ¥ sur R. On considére 'endomorphisme D de E
défini pour tout f € E par D(f)=f".

Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de D.

Exercice 12:

Déterminer les éléments propres de v : 4,(R) — #,(R)
A — AT
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— Réponse

On remarque que oy =1id 4, (Rr). De plus, ¥ est un endomorphisme de .4, (R).
On en déduit que y est la symétrie par rapport & Ker(y —id 4, (r)) parallelement a Ker(y +id 4, (r)). De plus,

Dans une base adaptée a #,(R) = #,(R) @ o/,(R), la matrice de y est :

nn+1) n(n-1)

2

et s = (o, (R)) =

(I, 0

o -I ) on r=(#£M)=

Donc,
o 1 est valeur propre de v et le sous-espace propre associé est #,(R).

-1 est valeur propre de 1 et le sous-espace propre associé est <7, (RR).

Ker(l//—idﬂn(R)) = <Epn(IE{), Ker(l//+idﬂn(]1{)) = ﬂn(R) et ./%n(IR) = Ker(u/—idﬁn(R))®Ker(w+idﬂn(R)) = eVn(IR)GB.an(IE{)

Exercice 13 :
Soit n = 2.

1. Déterminer les éléments propres de la matrice
1 --- 1
J=1: - | € (K.
1 .-~ 1

2. Soit (a,p) € K2. Déterminer les éléments propres de la matrice A = a.J + B.I,.

— Réponse

1. La matrice J est de rang 1, donc, par le théoreme du rang, Ker(JJ) est de dimension n — 1.
On en déduit que 0 est valeur propre de J de multiplicité au moins n — 1.
Dou, X =1 divise xJ- Comme y est de degré n et unitaire, on a :

yr=X""1x(X-21).

On en déduit que y g est scindé, donc (n —1) x 0+ A =tr(J). D’ou, A =n.
On en déduit que

17 =X""1x(X -n).
Donc,

e 0 est valeur propre de J de multiplicité n — 1.
e n est valeur propre de J de multiplicité 1.

1
On remarque que | : | est un vecteur propre de J pour la valeur propre n. Donc,
1
1
E,(J)=Vect| :
1
De plus, on remarque que C1 =Csy, ...,C1=C,,.
1 1 1
-1 0 0
0 -1 0
Donc,| o [b| 0 |,---»| . | appartiennent a Ker(J).
: 0
0 0 -1
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Soit (A1,...,An—1) € R ! tel que :

1 1 1 0
-1 0 0 0
0 -1 0 0
A o [+A2] o |+ -+ An-1] . | =
: 0 0
0 0 -1 0
Donc,
0 M+ Apo1
0 -
0 -Ag
0 _An—2
0 _An—l
Donc, A\1=---=1,-1=0
1 1 1
-1{|o 0
0 -1 0
Done, (| o |.| o [.--->] . est une famille libre de Ker(J) composée de n — 1 = dim(Ker(J)) vecteurs.
: 0
0 0 -1
Donc,
1 1 1
-1 0 0
0 -1 0
Eo(J)=Vect|| o .| o |:--->| .
: 0
0 0 -1

2. Soit Le K et X € K".
Ona:
AX=1X <= aJX+pX=1X <<= aJX=01-p)X.

Cas1l:a=+0.
Ona:

AX=1X = JX-= (%) X

Donc, A est valeur propre de A si, et seulement si,

est valeur propre de /.

Par la question 1.,

A— A—
A est valeur proprede A <— —’B =0ou b
a a

=n <= A=foul=an+p.

pour la valeur propre de "
On en déduit que Eg(A) = Eo(J) et E gy 5(A) = E,(J).

Cas 2: ¢ =0. Dans ce cas A = 8.1, est triangulaire supérieure.

Donc, f est la seule valeur propre de A, cette valeur propre des de multiplicité n et E3(A) = Ker(A - f.I,) = K".

De plus, X est un vecteur propre de A pour la valeur propre de A si, et seulement si, X est un vecteur propre de A

Exercice 14 :

Soit A € 4, (IK) une matrice non nulle.
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Déterminer les éléments propres de 'endomorphisme : f: 4,(IK) — . 4,(K)
M — tr(A).M—-tr(M).A.

Polynome caractéristique

Exercice 15 :

Soient A et B deux matrices de .#,,(IK) et M la matrice définie par blocs (g f;) Montrer que Y3 = YA+B X XA-B-

— Réponse

Ona:
_|xI,-A -B
M=\ B XI,-A|

On effectue les opérations C; — C1 +Cp41, ..., Cp — C, +Cay. On a alors,

_|XI,-(A+B)  -B
M=\ I,—~(A+B) X.I,-A|

On effectue les opérations L1 — Ly4+1—L1,...,Loy, — Lo, —L,.On a alors,

|X.I,-(A+B) -B
A= 0, X.I,-(A-B)|"

On reconnait le déterminant d'une matrice triangulaire par blocs, donc,

Xy =det(X.I, —(A+B)) xdet(X.I, —(A—B)) = ya+B * YA-B-

Exercice 16 :
Soit A € #5(R). Vérifier que y4(A)=0.

— Réponse

a c
On note A = (b d)'

Onays=X?-(a+d).X +ad-bc.
I1 suffit ensuite de faire le calcul,

xa(A)=A%2—(a+d).A+(ad—-bc)Iy=---=0.

Exercice 17 :

Soit f € L(E) ou E est un K-espace vectoriel de dimension finie n = 1. On suppose que £2°23 = 0.
Montrer que " =0.

—— Réponse

On note A la matrice de f dans une base de E.

On peut voir A comme une matrice de .#,(C) et on a A20% 0,.

On en déduit que Spg(A) < {0}.

Donc, la seule valeur propre possible de A et 0.

Comme y4 est scindé sur C et est unitaire de degré n, on a y4 = X".
Donc, par 1é théoréme de Cayley-Hamilton, A" = 0.

Donc,
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Exercice 18 :

1. Soit A € GL,(K). Montrer qu’il existe P € K,,_1[X] tel que A™! = P(A).
On dit que l'inverse de A est un polynéme en A.

2. Traduire le résultat de la question 1. en termes d’endomorphismes.

— Réponse

1. Par le théoréeme de Cayley-Hamilton, y4(A)=0.
Or, ya(A) = A" —tr(A).A" 1+ + @.A +(-1)".det(A).],, on a € K.

est de degré n — 1.

enf.

Donc, I,, = o (A" —tr(A).A" 2+ + ad,) x A.
’ det(A)

Donc, A™! = ﬂ (An_1 —tr(A).A" 2+ ta I,,) est un polynéme en A et P = ﬂ (Xn_1 —tr(A).X" 24+ @)
’ det(A) ’ ' det(A) ’

2. Soit f un endomorphisme d’'un IK-espace vectoriel de dimension finie. La bijection réciproque de f est un polynéme

Exercice 19:
Soit A et B deux matrices de .4, (C). On suppose que A et B n’ont pas de valeurs propres communes.
1. Montrer que la matrice y4(B) est inversible.

2. Soit M € #,(C). Montrer que A x M = M x B si, et seulement si, M est la matrice nulle.

— Réponse

1. Dans C, le polynéme caractéristique de A est scindé :

n

xa=[]&X -2y,
i=1

ou Ai,...,A, sont les valeurs propres de A comptées avec multiplicité.
D’ou,
n
xa(B) = H(B = Ai1Iy).
i=1
Or, A; n’est pas valeur propre de B, donc, yp(A;) =det(B —1;.I,) #0, donc, B — 1,.1,, est inversible.
Donc, comme produit de matrices inversibles,

la matrice y4(B) est inversible.

2. (<)SiM=0,alors AxM=0=M xB.
(=) On suppose que A x M = M x B.
Par récurrence, pour tout & € N, A x M =M xB*.

d
D’ou en écrivant P = Z ak.Xk € C[X],ona P(A)xM =M x P(B).
k=0
En posant P=y4,0ona:
xAA)x M =M x y4(B).

Par le théoréme de Cayley-Hamilton,
0=M x ya(B).

Donc, en multipliant par ()(A(B)Y1 a droite, ona : M =0.

Exercice 20 :

Soient f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie vérifiant fog—gof =Ff.

1. On considere ¢ :f — fog—gof. Montrer que ¢ est un endomorphisme de Z(E).
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2. Soient n € IN et f € £(E). Simplifier ¢(f™).
3. En déduire que f est nilpotent

— Réponse

» On raisonne par récurrence. Pour tout n € IN, on note #, : « f"og—gof" =n.f" »
Initialisation.n=0.0na: ffog—gof*=idgog—goidg=g—-g=0et n.f* =0. Donc, #.
Hérédité. Soit n € IN. On suppose ./, et on montre A, ;1.
Ona:f”+log—g0f”+1=f0f”og—g0fn+1.

Or, par #,,ona flog=gof"+n.f".

D’ou, par linéarité de f et g,

fPlog—gof™=fo(gof"+n.f")—gof" =fogofi—gofoft+nf=(fog—gof)of +n.f*.

Or7 ng—gOf:f, dOnC,
fn+1°g—g°fn+1=f°fn+n'fn+1=(n+1)-fn+1'

Donc, #,+1. Ce qui achéve la récurrence.
» On considere I'application
¢: LE) — ZL(E)
h — hog—goh

On vérifie sans mal que ¢ est linéaire (utiliser la linéarité de g) et est donc un endomorphisme de £(E).

» L'égalité montrée par récurrence se réécrit alors : pour tout n € IN, ¢(f*)=n.f".

Par I’'absurde, supposons que, pour tout n € IN, f* # 0 4 (g). Dans ce cas, pour tout n € IN, f* est un vecteur propre de ¢
pour la valeur propre n.

D’ou, ¢ posséde une infinité de valeurs. Contradiction : en effet, ¢» est un endomorphisme de £(E) qui est de dimension
(dim(E ))2, donc ¢ possede au plus (dim(E ))2 valeurs propres comptées avec multiplicité.

Ainsi, il existe n € IN tel que /™ =04 : f est nilpotent.

Exercice 21 :

0 1 O 0
1
SoitA=|¢g . "-. . ol|eArn@).
. . 1
o ... 0 1 o0

1. Soit 6 €]0, z[ fixé. Calculer D, (0) = det(A + 2 cos(6).1,,).
2. En déduire les valeurs propres de A.

3. Déterminer le sous-espaces propres de A.

—— Réponse

2cos(@) 1 0 ... 0
1
1. Ona:D,(0)= 0 0
: .. . . 1
0 ... 0 1 2cos(0)

C’est un déterminant tridiagonal (classique!). On calcule D, 2(0) en développant par rapport a la premieére colonne,
ce qui fait apparaitre D, .1(0) et un autre déterminant qu’on développe par rapport la premiére colonne ce qui fait
apparaitre D, 2(6).

On trouve D, 19(0) =2 cos(0) x D,,41(8) — D, (8). On reconnait une relation de récurrence linéaire d’ordre 2.

Léquation caractéristique est : r2—2 cos(6)r +1 = 0. Son discriminant est A = 4(cos(0))” -4 = —4 sin(6))” = (2i sin(6))”.
Comme 6 €10, 7[, A < 0 et I'équation caractéristique posséde deux racines complexes conjuguées cos(9) +1isin(9) = &' et
cos(d) —isin(@) = e 17,

Par théoréme, il existe (A1, u) € R? tel que, pour tout entier n =1, D,, = Acos(nf) + usin(n@).
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_ _ _ |2cos(0) 1 _ 2
Or, D1(0) = |ZCOS(9)|1 =2 cos(0) et Do(0) = 1 2c0s(0) , =4 cos(6)” - 1.
On résout alors le systéme
Acos(0) + usin(@) = 2cos(0) — Acos(0)+pusin(@) = 2cos(f)
Acos(20) + usin(20) = 4cos(6)® -1 M2cos(0)? — 1) +2ucos(@)sin(@) = 4cos(6)® -1
(7]

Lopération Ly — Ly —2cos(0)L; donne A =1. Puis, y= C?S( ).

sin(0)

Ainsi, pour tout n =1,

cos(0)sin(n0) _ cos(n0)sin(0) + cos(0) sin(nb) a sin ((n +1)8)

D,, = cos(n0) + sn©@) sin(6) - sin(d)

2. On a y4(-2 cos(0)) = det(—2 cos(0).I,, — A) = (-1)"det(A + 2 cos(0).I,,) = (-1)" x D, ().

Donc, —cos(0) est valeur propre de y4 si, et seulement si D, (6) = 0. On résout donc ’équation sin((n + 1) x 8) = 0. Les

. b4 2n  3nm nxm . N
solutions sont s , e . Elles appartiennent toutes a [0, 7]
n+l n+l n+1 n+1

k x
Pour tout % € [1,n], on note Ay = —2c0s( "
n

AM,...,A, sont 2 & 2 distincts.
On a trouvé n valeurs propres distinctes de A qui est carrée de taille n, donc on les a toutes.

7
1 ) La fonction cos est une bijection de [0,7] sur [—-1,1], donc les réels

X1
k x
3. Onnote X =| : |. On résout le systeme A x X = -2 cos( +7;
: n

).X ou k € [1,n] fixé.

Xn

. kxm .
En notant xo = x,4+1 =0, on a : pour tout j € [1,n], x;_1 +xj41 = —2cos( n x x;. On se retrouve avec une relation de
n+

. . (. kxm
récurrence linéaire d’ordre 2 a résoudre. Apres calculs (équation caractéristique...), on trouve x; = (1) sin ( Jjx 1)
n+

X1

I
=

Xn

ou B € R est quelconque. Donc,

-2 cos( ﬁi’l’) = Vect

Exercice 22 : démonstration du théoréeme de Cayley-Hamilton par les matrices compagnons

0 0 0 .. -ap
1 0 —al
1. P=ag+arx X +-+ap1 XP 1+ XPeK[XletA=|g . . --. D edtt,(R).
0 -ap-2
0 0 1 -ap

Montrer que y4 =P.

2. Démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € L(E).
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Soit u € E quelconque. On cherche a montrer que (y¢(f))(x) = Og.
(a) Justifier que le résultat est clair lorsque u = Og.
Dans la suite, on suppose u # 0
(b) Justifier I'existence de p € IN* le plus grand entier tel que la famille (u,f(@),...,fP _l(u)) est libre.
(c) Justifier I'existence de (ao,...,ap-1) € K? tel que ag.u +a1.f(uw)+---+ ap_l.fp_l(u) +fP(u)=0g.
Dans la suite, on note P =ag+a1 x X +---+ap_1X"’_1 +XP.
(d) Montrer que P divise yy.
(e) En déduire que (y7(f))(w)=0g.
(f) Conclure.

Exercice 23 :

011
Déterminer les sous-espaces stable de f 'endomorphisme de R? canoniquement associéa A=|1 0 0].
0 01

—— Réponse

Soit F' un sous-espace vectoriel de R3.
La dimension de F est 0,1,2 ou 3.

» Cas 1 :dim(F)=0. Dans ce cas, F' ={(0,0,0)} et F' est stable par f.

» Cas 2 : dim(F) = 0. Dans ce cas, F = R? et F est stable par f.

» Cas 3 :dim(F)=1. Dans ce cas, F est une droite vectorielle. Donc F est stable par f si, et seulement si, F' est engendré
par une droite vectorielle.
Le calcul (je ne détaille pas) montre que ya = (X — 1) x (X +1), E1(A) = Vect((1,1,0)) et E_1(A) = Vect((1,-1,0)).
Ainsi, F est stable par f si, et seulement, F = Vect((1,1,0)) ou F = Vect((1,—1,0)).

» Cas 4 :dim(F')=2. Dans ce cas, F' est un plan vectoriel
Analyse. Supposons F stable par f.

e Sous-cas 1: yp, = (X -1 x(X+1).
Le polynéme caractéristique de fr est scindé a racines simples, donc fF est diagonalisable.
Dou F =E1(fr)®E_1(fF).
Or, E1(fr) < E1(f) et, dim(E1(fr)) = dim(E1(f)) = 1 (1 est valeur propre simple de f). Donc, E1(fr) = E1(f).
De méme, E_1(fr) c E_1(f) et, dim(E_1(fr)) = dim(E_1(f)) = 1. Donc, E_1(fr) = E_1(f).
Donc, F = Vect((1,1,0)) & Vect((1,-1,0))
o Sous-cas 2: yf, = (X -1)*=X?-2X +1.
Par le théoréeme de Cayley-Hamilton, le polyndome caractéristique de fr est annulateur de fF.
D'ott, 0y = (fr —1dp)* F = E1(fr) ® E_1(fF). Donc, F = Ker((fr — Idr)?).
Or,

D'otr, F = Ker((fr — Idr)?)  Ker((f - 1dg)?).
2 -2 -1

0 0 0
D’ou, dim(F) = dim(Vect((1,1,0),(1,0,2))) = 2.
Donc, F = Vect((1,1,0),(1,0,2))
Synthése. Les sous-espaces propres de f sont stables par f, donc Vect((1, 1,0); & Vect((1,—1,0)) est stable par f. De
plus, (f —1dg)? est un polynome en f, donc commute avec f, donc Ker((f —Idg)?) = Vect((1,1,0),(1,0,2)) est stable par
3
Ainsi,

On sait alors que y 7, divise y¢. Or F est de dimension 2, donc deg(ys,.) = 2. Donc, y 7, = (X - 1% ou Xfr = (X =1)x(X+1).

Or, (A-I3)* = (—2 2 1 ) Donc Ker((f-1dg)?) = Ker((A-I3)?) = {(x,y,2) € R®|2x—2y—2z = 0} = Vect((1,1,0),(1,0,2)).

xeKer((fr-1dp)%) = (f-1dp)%(®) = 0 = fa(x)-2 fr(®)+x =0 = f2(0)-2f()+x =0 = (f-1dg)*(x) = 0 = x € Ker((f-1dg)?).

—

Les sous-espaces stables par f sont : {(0,0,0)}, Vect((1,1,0)), Vect((1,-1,0)), Vect((1,1,0)) ® Vect((1,-1,0)), Vect((1,1,0),(1,0,2)) et F.

\

)
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Diagonalisation (exercices pratiques)

Exercice 24 :

. . . 15 5 3 2 5
Diagonaliser les matrices A = (2 4), B= (—8 —6) et C= (4 3).

— Réponse

» A.Ontrouve: P = (i _25), D =diag(6,-1).
3 1

-8 -1

5
-4

» B.On trouve: P = ( ), D =diag(-3,2).

» C.Ontrouve: P = ( i), D =diag(-2,7).

Exercice 25 :

01 2 1 2 3 1 10 -2 8 6 1 -1 2
Diagonaliser les matrices A={1 1 1 |,B=|2 1 3|,C=(-1 1 2(,M=|-4 10 6 |etN=|3 -3 6].

4 -8 4 2 -2 4

—— Réponse

1 3 -1
» A:P=|-2 4 0|, D=diag0,2,-2).
11 1
2 1 1
» B:P=|-5 1 1|, D=diag(~-1,-3,6).
2 -2 1
11 1
» C:P=|i -i 1|, D=diag(1+i,1-1,2).
0 0 1
-1 2 3
» M.P=(-1 1 0],D=diag(0,2,2).
1 0 2
1 2 1
» N.P=|1 0 3|, D=diag0,0,2).
0 -1 2

Exercice 26 :

0100 1 1 1 1 -5 2 0 o
. . . 3 0 2 0 1 1 -1 -1 0 -11 5 0
Diagonaliser les matrices A = 02 0 3 ,B= 1 -1 1 -1 et C= 0 7 —9 ol
0010 1 -1 -1 1 0 3 1 2
— Réponse
-1 -1 1 -1
-1 1 3 3 .
» A.Ontrouve: P = 1 1 3 _3,D—d1ag(1,—1,3,—3).
1 -1 1 1
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111 1
1 0 0 -1 .
» B.On trouve: P = 01 0 -1l D =diag(2,2,2,-2).
0 0 1 -1
1 0 30 18
0 0 15 -99 .
» C.Ontrouve: P = 00 21 99| D =diag(-5,2,-4,-16).
0 1 -11 11

Exercice 27 :

Soit P le plan d’équation x + y +2z =0 et D la droite d’équation x =

z

SRR

1. Vérifier que R®=P e D.

3.

. Soit p la projection vectoriel de R? sur P parallélement & D.

Soit u =(x,y,2) € R3.
Déterminer p(u) et donner la matrice de p dans la base canonique de R3.

Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de p est diagonale.

Exercice 28 :

1 0 -1

Déterminer I'ensemble des matrices qui commutent avec A=(1 2 1

—— Réponse

2 2 3

» On montre que la matrice A est diagonalisable et que P! x A x P =D ou

1 00 1 2 1
D=|0 2 O et P=|-1 -1 -1}{.
0 0 3 0 -2 -2

» Soit M € #,(R).Ona:AxM=M x A si, et seulement si, D xPIxMxP=P 'xMxPxD.
Ne pas oublier de raisonner par équivalence pour trouver TOUTES les matrices qui commutent avec A.

a b c
» On montre que les matrices qui commutent avec D sont les matrices diagonales. Pour cela on écrit N = (d e f ) et
g h i
on calcule N x D =D x N. On trouve que N commute avec D si, et seulement si, N est diagonale.
Ne pas oublier de raisonner par équivalence pour trouver TOUTES les matrices qui commutent avec D.
» Des deux points précédents, on déduit que : M commute avec A si, et seulement si, D x P! x M x P = P 'xMxPxD
si, et seulement si, P~1 x M x P est diagonale si, et seulement si, P lxMxPe Vect(E1,1,E22,E33) est diagonale si, et
seulement si, M € Vect(P x E1 ; x P"},PxEgp x P"1, P xE33xP1).
» En notant C(A) lensemble des matrices qui commutent avec A, on en déduit que
C(A)=Vect(PxE11xP 1, PxEgsxP 1, PxE3g3xP).
Donc, C(A) est de dimension finie et sa dimension est inférieure & 3 (car on a trouvé une famille génératrice composée de
3 vecteurs)
» Les matrices I3, A et A% commutent avec A donc appartiennent a C(A).
De plus, la famille (I 3,A,A2) est libre (a vous de le vérifier en considérant une combinaison linéaire nulle). On en déduit
que la dimension de C(A) est supérieure a 3.
Donc, C(A) est de dimension 3 et (I 3,A,A2) est une famille libre composée de 3 vecteurs de C(A).
Ainsi, C(A) = Vect(I3,A,A?).

Exercice 29 :

On considére la matrice A =

1.

ol a est un réel.

QR Q O
= O R
S =

Déterminer le rang de A.
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2. Pour quelles valeurs de a, la matrice A est-elle diagonalisable?

Exercice 30 :

Discuter selon les valeurs de (a,b,c,d, e, f) € C° la diagonalisabilité de A = € M4(C).

SO O O =
S O = Q
o N o o
N~

Exercice 31 :

0
Soient a, b et ¢ trois réels non nuls. On considére la matrice A = %l
¢

SI= O R
(el e

Pour quelles valeurs de a, b et ¢, la matrice A est-elle diagonalisable ?

—— Réponse

N e 3 c2+a2xb?
Le polynome caractéristique de A est y4 =X’ -3X — b
axbxc
Variations de x — y 4 (x) (obtenues par étude du signe de la dérivée, qui ne dépend pas de a, b et ¢) :

e x— ya(x) est croissante sur ] —oo,—1],
o x— ya(x) est décroissante sur [-1,1],
o x— ya(x) est croissante sur [1,—ool.

(c—axb)? (c+oz><b)2<

o yal-1)=-— <Oet ya(l)=-— <0

axbxc axbxc

Casl:c+axbetc#—axb.

Dans ce cas, les variations de x — y4(x) montrent que x — y(x) ne s’annulent qu'une fois en un certain A > 1.
De plus, les racines de )(:4 sont —1 et 1.

Donc, y/;(1) #0 et A est racine simple de y4.

On en déduit que y4 n’est pas scindé sur R donc A n’est pas diagonalisable dans .4, (IR).

Cas2:c=axb.Danscecas, ya=X>-3X-2=(X-2)x (X +1)%

Le polynéme caractéristique de A est scindé sur RR.

L'étude des dimensions des sous-espaces propres (utiliser le théoreme du rang sauf pour les valeurs propres simples ou
on sait directement que la dimension du sous-espace propre associé est 1) montre que A est diagonalisable dans .4, (R).

Cas 3 : c=—-a xb. Dans ce cas, y4 =X3-3X+2=(X -1 x(X+2).

Le polynoéme caractéristique de A est scindé sur R.

L'étude des dimensions des sous-espaces propres (utiliser le théoréeme du rang sauf pour les valeurs propres simples ou
on sait directement que la dimension du sous-espace propre associé est 1) montre que A est diagonalisable dans .4, (R).

Ainsi, A est diagonalisable dans .4, (R) si, et seulement si,c=axb ouc=—-a xb.

Exercice 32 :

1 -1 -1
On considére la matrice A = 1 a 1 ol a est un réel.
-1 -1 1

Pour quelles valeurs de a, la matrice A est-elle diagonalisable ?

—— Réponse

On calcule le polynéme caractéristique : y4 = (X -2) x (X 2_aX+ 2).

Son discriminant est A = a2 —8.

» Cas1:a€]-2 \/5,2 V2[ (autrement dit : A < 0).

xa Nest pas scindé sur R, donc A n’est pas diagonalisable dans .4, (R).

Par contre, y4 est scindé a racines simples sur C, donc A est diagonalisable dans .#,(C).

» Cas2:A=0.

Sous-cas 1:a =2 V2. Dans ce cas, ra=X-2)x(X- \/5)2 Le polynome caractéristique de A est scindé sur R. L'étude
des dimensions des sous-espaces propres (utiliser le théoréme du rang sauf pour les valeurs propres simples o1 on sait
directement que la dimension du sous-espace propre associé est 1) montre que A n’est pas diagonalisable
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Sous-cas 2 : a = -2 V2. Dans ce cas, xa=X-2)x(X+ \/5)2 Le polynéme caractéristique de A est scindé sur R. Létude
des dimensions des sous-espaces propres (utiliser le théoréme du rang sauf pour les valeurs propres simples o1 on sait
directement que la dimension du sous-espace propre associé est 1) montre que A n’est pas diagonalisable

> Cas 3 : a €]-o00,~2 V2[UI2 V2, +ool (autrement dit : A > 0).
14 est scindé sur R, mais pas nécessairement a racines simples. Les racines (comptées avec multiplicité) de y4 sont 2,

a—VaZ-8 t¢1+\/(12—8
e .
2 2
a- \/a2—8¢a— Va2-8
5 .

Comme A>0,0n a

2
a—Va2-8
De plus, I’équation — - 2 ne possede pas de solution.
a+ Va2-8 . .
De plus, — s = 2 si, et seulement si, a = 3.

Sous-cas 1:a =3. Dans ce cas, yg =(X - 2)% x (X - 1). Le polynome caractéristique de A est scindé sur R. L'étude des
dimensions des sous-espaces propres (utiliser le théoreme du rang sauf pour les valeurs propres simples o1 on sait
directement que la dimension du sous-espace propre associé est 1) montre que A est diagonalisable.

Sous-cas 2 : a # 3. Dans ce cas, y4 est scindé a racines simples. Donc A est diagonalisable.
Ainsi, A est diagonalisable dans .#,(R) si, et seulement si, a €] — oo, -2 V2[ul2 \/5, +ool .
De plus, A est diagonalisable dans .#,(C) si, et seulement si, a #2 V2 ou a # -2 V2.

Exercice 33 :

Onnote E=K,[X]etu: E — E .
P — (X2-1)xP"+2X+1)xP’

1. Déterminer la matrice de u dans la base canonique de K, [X].

2. Montrer que u est diagonalisable.

Réponse

Indications.

La matrice de u dans la base canonique de IK,,[X] est triangulaire supérieure et les coefficients diagonaux sont distincts
242

On en déduit que y, est scindé a racines simples, donc u est diagonalisable.

Diagonalisation (exercices théoriques)

Exercice 34 :

Soit A € 4, (R) une matrice de rang 1.
1. Montrer que A% =tr(A).A.

2. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable.

Exercice 35 :

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n = 1 et u € £(E) de rang 1.
Montrer que u est un projecteur si, et seulement si, tr(u) = 1.

Exercice 36 :

Soit A € #5(R) telle que A% =I5 et A #15.

1. Déterminer le spectre réel de A.

2. Déterminer le spectre complexe de A.
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—— Réponse

1. Le polynéme X3 —1 est annulateur de A et les racines de X3 —1 sont 1, j et ].
Donc, Spr(A) < {1}.
De plus comme A est carrée d’ordre 3, y4 est de degré 3.

Or, x4 est unitaire, donc y(x) —oo et ya(x) +00.

X——00 X—+00
De plus, x — ya(x) est continue (car polynomiale).
Dong, par le théoréme des valeurs intermédiaires, y4 s’annule au moins un fois.
Donc, A posséde une valeur propre réelle et cette valeur propre ne peut étre que 1.

Donc,
Spr(A) ={1}.

2. Comme dans la question précédente, Spg(A) < {1, i)
De plus, X? -1 = (X — 1)(X —j)(X —j) est scindé a racines simples sur C, donc, A est diagonalisable dans .#3(C).
Par 'absurde, si 1 est la seule valeur propre de A, alors A est semblable a la matrice I3.
Or, la seule matrice semblable a I3 est I3, donc, A = I3. Contradiction.
Donc, j ou j est valeur propre de A.
Comme A est a coefficient réelle, si A est valeur propre de A, alors A est valeur propre de A (de méme multiplicité).
Dong, j et j sont valeurs propres de A.
Ainsi,

Spr(A) = {1,j,]}.

Remarque : comme A est carrée d’ordre 3, A est semblable a diag(1, i.j)-

Exercice 37 :
Soit A € 4, (R) telle que A2 _AT = I,.
Montrer que A est diagonalisable.

—— Réponse

On transpose 1'égalité de 'énonce : (AT)2 -A=1,.0r,A" =A%2—1,. Donc,

I,=(AT)’-A=(A2-1,)"-A=A*"-2A%-A+I,.

1++v5 1-v5
On en déduit que A*—2A% - A =0,,. Donc, le polynéme P =X*-2X%2-X =X x (X - 1) x (X - 2‘/_) x (X— 2‘/_)
scindé a racine simple est annulateur de A.
Donc A est diagonalisable.

Exercice 38 :

Soit A € #,,(R) et u 'endomorphisme de .4, (IR) défini, pour tout M € .4, (R) par : u(M)=A x M.
1. Montrer que u est un automorphisme si, et seulement si, A est inversible.

2. Montrer que u est diagonalisable si, et seulement si, A est diagonalisable.

—— Réponse

1. » On suppose que u est un automorphisme.
Dans ce cas, Im(u) = #4,(R) (cest-a-dire, u est surjectif). D’ou, I,, € Im(u).
On en déduit qu’il existe B € .#,(R) tel que u(B)=1,. Donc, A x B=1,. Donc, A est inversible.
» Réciproquement, on suppose A inversible. On pose, v : M — A~! x M. On vérifie alors que vou =uov =1d My(R)-
Donc, u est bijectif et est un endomorphisme. C’est donc un automorphisme.
2. Pour tout n € N, on a : pour tout M € 4,(R), u™(M)=A" x M.
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Donc, pour tout P € K[X], (P(w))(M)=P(A)xM

» On suppose A diagonalisable.

Il existe alors P un polynéme annulateur de A scindé a racines simples.

De plus, on a alors, pour tout M € 4,(R), (P(w))(M) =P(A)x M =0_4,®)-

Donc, P est annulateur de u. Comme P est scindé a racines simples, on en déduit que u est diagonalisable.
» Réciproquement, on suppose u, alors il existe P un polynéme annulateur de u scindé a racines simples.
De plus, on a alors, pour tout M € 4,(R), (P(w))(M) =P(A)x M =0_4,®)-

En prenant M =1, il vient P(A) =0.

Dongc, P est annulateur de A. Comme P est scindé a racines simples, on en déduit que A est diagonalisable.
Montrer que u est diagonalisable si, et seulement si, A est diagonalisable.

Exercice 39 :
Soit @ € R et ¢ ’endomorphisme de .4, (RR) défini, pour tout M € .4, (R) par : o(M)=a x M +tr(M).I,,.

1. Déterminer un polyndéme de degré 2 annulateur de ¢.

2. Déterminer le déterminant de .

—— Réponse

1. Soit M € 4,(R).On a:

.OnaP=X-(a+n)X -a).

¢2(M) = (p(a X M+tr(M).In) =a.oM)+tr(M).p(I,) =a.oM)+tr(M).(a.I, +n.I,)=a.p(M)+(a+n).tr(M).I,,.
Or, tr(M).I,, = p(M)—a.M, donc,
<p2(M) =a.pM)+(a+n).(pM)—-a.M)=Q2a+n).oM)—-ala+n).I,.

Donc,

P=X?—-(2a+n).X +a(a+n) est annulateur de ¢.

Donc, ¢ est annulateur de ¢ et est scindé a racines simples, donc, ¢ est diagonalisable et Sp(¢) c{a,a +n}.
Donc, det(¢) est le produit des valeurs propres de ¢ comptées avec multiplicité.
Soit M € 4,,(C). On a :

oM)=aM <= aM+trM)I,=aM < tr(M).I,=0.

Comme I, #0,
oM)=a.M << tr(M)=0.

Le noyau de la trace n’étant pas réduit a {0}, on en déduit que a est valeur propre de ¢ et E,(¢) = Ker(tr).
De plus, comme a est diagonalisable, la multiplicité de a est dim(Ker(tr)) = n2 — 1 (tr est une forme linéaire non nulle).

Comme ¢ est diagonalisable, n? = Z dim(E y(¢)).
A€Sp(e)
On en déduit que ¢ posséde une seconde valeur propre dont la dimension du sous-espace propre associé est 1.

Or, la seule autre valeur propre de ¢ possible est a + n.

Donc, a + n est valeur propre de ¢ de multiplicité 1 (cela ne sera pas utile mais I,, est un vecteur propre pour cette
valeur propre et E 4, (@) = Vect(I},)).
Donc,

det(p) = a™ "1 x (a +n).

Exercice 40 :

Soit f un endomorphisme d’'un espace vectoriel E de dimension n. On suppose que f posséde n valeurs propres
distinctes.
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Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur x pour que la famille (x, fx),....f "_l(x)) soit une base de E.

Equations matricielles

Exercice 41 :

9 -20 -20
SoitA=| 8 -22 -23].
-8 26 27

1. Diagonaliser A.
2. En déduire 'ensemble des matrices M € .4, (R) telles que M 2-A.

Exercice 42 :

-7 15 8
SoitA=|-8 16 8|.
1 -1 0

1. Diagonaliser A.
2. En déduire I'ensemble des matrices M € 4, (R) telles que M3 = A.

—— Réponse
1. Ona yg = X x(X —1)x(X —8). Le polyndome caractéristique de A est scindé a racines simples, donc A est diagonalisable.

1 1 1 0 0 O
Apres calculs des différents sous espaces propres, ona:D =P ' x A xP avec P = ( 1 0 1) etD = (0 1 0).
-1 1 0 0 0 8

2. Soit M € #,(R). On a
MP=A < M’=PxDxP' < P'xM*xP=D < (P 'xMxP)’=D.
Soit N € 4, (R). Si N 3 =D, alors N et D commutent (en effet, N xD =N 4-_DxN) , donc (exercice 2), N est diagonale.

a 0 O
On cherche donc P~ x M x P sous la forme (0 b 0). Ona
0 0 ¢

a 0 0 a®=0 a=0
M3=A < 0 b 0] =D <= p3=1 — b=1
0 0 ¢ c3=8 c=2
Ainsi,
0 0 O 0 0 O -1 3 2
M3=A < P'xMxP=|0 1 0| < M=Px|0 1 0|xP! = M=|-2 4 2
0 0 2 0 0 2 1 -1 0
-1 3 2
Lensemble des solutions de I'équation M3 =Aest{[-2 4 2
1 -1 0

Exercice 43 :

11

2. Soit M € 3(R) telle que M 24+ M = A. Montrer que M est diagonalisable et donner les valeurs propres possibles
de M.

3. Résoudre I'équation M 24 M= A, d’inconnue M € 45(R).

1. Donner un polynéme annulateur (non nul) de A = (1 1).
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— Réponse

1. Méthode 1 : On remarque que A2 =2A. Donc, X2 —2X = X(X —2) est annulateur de A.
X-1 -1

Méthode 2: On y4 = 1 X-1

' =(X-1%-1=X2-2X. Par le théoreme de Cayley-Hamilton y4 est un polyndome
annulateur de A.
2. Ona:A%=(M%+M)*=M*+2M3 + M2
D’ou,
0=A%2-2A=M*+2M>-M?-2M.
Donc, P = X*+2X3-X2%2-2X est annulateur de M.
En remarquant des racines évidentes, on a :

P=X+2)X+1DXX-1).
Donc, M est annulée par un polynéme scindé a racines simples, donc, par théoreme, M est diagonalisable. D’autre
part, Sp(M) < {-2,-1,0,1}.

3. » Supposons M solution.
Le polynome caractéristique de A est scindé a racines simples, donc A est diagonalisable : il existe P inversible telle
que A = Pdiag(0,2)P L.
D’ou,
diag(0,2) =P 'AP =P ' (M%+M)P =P 'M?P+P~'MP = (P"'MP)* + P MP.

De plus,

P~1MP x diag(0,2)

P 'MP x ((P"'MP)*>+P~'MP)
(P~'MP)® + (P MP)?
(P~'MP)*+P'MP)x P 'MP
= diag(0,2)x P 'MP.

Donc, P IMP et diag(0,2) commutent.
D’ou (exercice 2), P~ MP est diagonale.
On note P~ MP = diag(A, u) out (A, u) € R2.
On en déduit que :
diag(0,2) = diag(A? + A, u% + u)Q L.
Donc, ona/12+/1=0etp2+y=2.
Donc, M = Pdiag(A, )P L ot A € {~1,0} et p € {-2,1}.
» Réciproquement, on suppose que : M = Pdiag(/l,,u)P_1 oule{-1,0}et pe{-2,1}.
On a alors,

M?+ M = (Pdiag(A, )P~ 1)? + Pdiag(A, w)P~" = Pdiag(A® + A, u® + )P~ = Pdiag(0,2)P~' = A.

» Ainsi, les solutions de I’équation sont les matrices Pdiag(A, ,u)P_1 oule{-1,0} et pe{-2,1}.

Exercice 44 :

2 1
OnposeA—(4 1 )

1. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.

0 -2

En déduire que I'ensemble des matrices qui commutent avec A est Vect(I9,A).

. . . . 3 0
2. Déterminer toutes les matrices qui commutent avec la matrice D = ( )
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—— Réponse

Fait en classe. Etapes pour la question 2 :
o M commute avec ssi P"'MD commute avec D oi1 P est une matrice inversible

¢ en déduire une famille génératrice de C(A) ('ensemble des matrices qui commutent avec A), puis majorer la
dimension de C(A).

o vérifier que (I2,A) est une famille libre de C(A), puis minorer la dimension de C(A).

e Conclure

Matrices définies par blocs

Exercice 45 :
2

Soit A € ., (R) et 1a matrice définie par blocs M = (13 IZ ) € M, (R). Soit P € R[X] un polynoéme fixé.

1. Ecrire par blocs la matrice P(M) a I'aide de P(A) et P'(A).

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la matrice A pour que M soit diagonalisable.

Exercice 46 :

-2A 3A
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la matrice A pour que M soit diagonalisable.

A
Soit A € 4, (R) et la matrice définie par blocs M = ( 0 ) € Mo (R).

Exercice 47 :

Soit A € ., (R) et 1a matrice définie par blocs M = (2 41;4

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la matrice A pour que M soit diagonalisable.

) € Man(R).

— Réponse

. _ . . 1 4
» On commence par traiter le cas n = 1. On s’intéresse a la matrice B = (1 1).

Onajyp=X 2_2X-3=(X-3)x(X+1). Le polynoéme caractéristique de B est scindé a racines simples, donc B est

-1 0):P‘1xBxP oupz(z 2) et

diagonalisable et apres calculs des sous-espaces propres, on trouve que D = ( 0 3 11

11 -2
-1_+
R )

21, 21 1 (1, -2I
» On s’inspire du cas n = 1 pour traiter le cas général. On pose P = |~ " "let==.]" "
-I, I, 4'\I, 2I,

In On
On In
De plus, toujours en effectuant les calculs par blocs, on a :

. 1 (1, -2I,\ (A 4A\ (2I, 2I,\ 1 (I, -2I,\ (-2A 6A) 1 (-4A 0 _A 0
1 _ - |4n n n n|l_ = [in n i no|_ n
P xMXP‘4'(1n oI, )X(A A)X(—In In) 4'(1n oI, )X( A 3A) 4'( 0, 12A) (on 3A)

On vérifie en faisant les calculs par blocs que P x @ = ( ) =Io,. Donc P est inversible et P! = Q.

N
» Supposons la matrice M diagonalisable. On sait qu’il existe R = Z arpX kun polyndéme scindé a racine simple annulateur

k=0
de M.

N N N
Doi, RP ' xMxP)=Y ap (P ' xMxP) =Y a P~ xM*xP=P " x ( akMk) xP=P 1 xR(M)xP =0y,.
k=0 k=0 k=0
N kN k
L _ -A 0 (-A) 0 R(-A) 0
. . 1 _ n _ n _ n
D’un autre coté, on a : R(P xMxP)—];Oak (On 3A) _k;o k( 0, (3A)k)_( 0, RBA)/|

Donc, R(-A)=0, et R(BA)=0,. Il existe donc un polynéme annulateur de —A scindé a racines simples, donc —A est
diagonalisable. Donc, A est diagonalisable.
Remarque : en effet si —A est semblable & D une matrice diagonale, alors A est semblable & la matrice diagonale —D.
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Donc, | si M est diagonalisable, alors A est diagonalisable. ‘

Réciproquement, on suppose A diagonalisable. Il existe alors P1 € GL,(RR) et D diagonale telles que A = Py xD x P{ 1
De plus, on a

-A 0,)_(-P1xDxPi! 0, _(P1 Ox) (-D 0u) (PT" On
0, B3A) 0, 3Py xDxP;') (0, Py \0, 3D) \o, P;!)
P1 0, (P7l o, P1 0,\" (P71 o0,
. . I B (P
On vérifie sans peine que (On P1) x ( 0, Pl_l) =1I5,. Donc, (On Pl) = ( 0, Pl_l).

Donc,

-1
_(-A 0.\ ,1_, [(P1 0.\ (-D 0,\ (P1 O, L -D 0.\ .1
M‘Px(on SA)XP ‘Px(on P o, 3p)*lo, P P 9|0, 3p)*

Py O . . . . .
ou@®i=Px ( 0 1 P") est inversible comme produit de matrices inversibles.
n 1

La matrice M est donc semblable a la matrice (I) ;;) ]'_L)) qui est diagonale. Donc, M est inversible.
n

Donc, ‘ si A est diagonalisable, alors M est diagonalisable. ‘

Ainsi,

M est diagonalisable si, et seulement si, A est diagonalisable.

Exercice 48 :

Soit A € GL,(C) et 1a matrice définie par blocs M = ( IO 13
n

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la matrice A pour que M soit diagonalisable.

Applications de la réduction

Exercice 49 :

) € Mon(C).

1 2 -1
SoitA=|3 -2 1
0 4 -2

Déterminer les puissances de A.

Exercice 50 :

Soit (¢, )nelN, (Wn)nelw et (wy)neN trois suites vérifiant : pour tout n € N,

Up+1 = 2Up+v,+wy
Untl = Up—UptWp
Wnp+l = UptUp—Wp

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur uq, vg et wo pour que les suites(u,)neN, Wndnelv et (Wy)neN
soient convergentes.
Exercice 51 :

Soit (1,),eN une suite réelle vérifiant, pour tout n € N, u,13+4upi2+5ups1 +2u, =0.
Un
Pour tout n € IN, on note X,, = | un+1
Un+2
1. Déterminer une matrice A € #3(R) telle que, pour tout n € IN, X,,,1 = A x X,,.

2. En déduire I'expression de u, en fonction de ug, u1, ug et n € IN.

Exercice 52 :
Soit A et B deux matrices de .4, (C) telles que A x B =B x A. On suppose que A admet n valeurs propres distinctes.
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1. Montrer que tout vecteur propre de A est un vecteur propre de B.
2. Montrer que B=P(A)ou P e C,_1[X].
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