Exercices PCSI . . s .
£ Bouchet Equations différentielles

Exercice 1 (). Soit a € R. Résoudre sur R les équations différentielles suivantes (fonctions & valeurs réelles) :

1.y +3y=0 2.y =2ty =0 3.y +ay=0
4. 3" +sin(3t)y =0 5. y/+ef+1y:0

Résultat attendu : Les ensembles de solutions sont :

1. {t— Ce®|C eR} 2. {t > Cet’|C € R} 3. {t > Ce |C € R}
cos(3t)
4 {tis Ce™5|C eR) 5. {tr> --|C € R}

Exercice 2 (). Déterminer les solutions des équations différentielles suivantes (fonctions a valeurs réelles) :
1.y —2ty =™ sur I =R 2. y’—l—%y:et, sur I = R%

Résultat attendu : Une résolution avec variation de la constante donne comme ensembles de solutions :

1. {t s Ce’ +e|C e R} 2. {t&—>§+et—§

cex)

Exercice 3 (%). Déterminer une solution particuliére sur I = R pour chacune des équations différentielles
suivantes (fonctions & valeurs réelles) :

1.y —2y=3 2.y —2y=1t> 3.y —2y=¢e*
4.y —2y = 3¢ 5. y' — 2y = sin(2¢) 6. 3y — 2y = 4sin(2t) — 2t2

Résultat attendu : Pour le dernier, on utilise le principe de superposition (combinaison linéaire de cas connus).

3 [ 1 ett
4.t 3te? 5. 1y — ST 6. t 12 +t+ 1 — cos(2t) — sin(2t)

Exercice 4 (%%). Résoudre (en précisant l'intervalle de résolution), les équations différentielles suivantes
(fonctions a valeurs réelles) :

1. —ylz) == 2. y'(z) +y(z) =2(e"+ ™) 3.y (z) = 2y(x) + (222 — 1)e*
4. (22 + 1)y (z) + 2y(z) =0 5.y (z) + y(z) tan(z) = cos?(z)

Indication : pour la troisiéme, chercher une solution particuliére de la forme x v+ (ax + b)e””2
Résultat attendu : On trouve comme ensembles de solutions :

1. Sur I =R, {zx — Ce* —1—2|C € R}. 2. Sur I =R, {x > Ce ™ +€* +2ze*|C € R}.
3. Sur I =R, {z - Ce* + (z +1)e” |C € R}. 4. Sur I =R, {z — \/mf_H|C € R}.
5. Sur I =] — 7, 7, {z = Ccos(z) + sin(z) cos(z)|C € R}.

Exercice 5 (% ). Déterminer I'unique fonction u dérivable de R dans R et solution du probléme de Cauchy :

Vte R (t) + qu(t) =t +1
u(0) =1

Résultat attendu : u est la fonction ¢ — 36_% + 2t — 2.

Exercice 6 (%%). Résoudre sur | — 1, +o0[ le probléme de Cauchy (fonctions a valeurs réelles) :
(x+ 1)y (z) —2y(x) +1=0
y(0) =2

Résultat attendu : La solution est la fonction définie de | — 1, +oo[ dans R par x el

14z °




Exercice 7 (). Résoudre les équations différentielles suivantes (fonctions & valeurs réelles) :

Ly (w) =5y’ () + 6y(w) = 2?41 2.y (x) + 4y () + dy(x) = e *
3.y "(x) — 4y () + 4y(x) = sin(x) 4. y"(x) =2y (x) + y(x) = 2e”
5. y"(x) — 2y (2) + 5y(x) =2

Résultat attendu :

{:I;l—>0162””+063””+ +_+E(CUC)ERQ}
Az (O + Cyz)e > +e77|(C, Cy) € R?}

Je
{ s (Cy + Cya)e®® ‘H#‘(c C2)€|R2}
e’

25
Az (O + Chz)e” + 2%e"|(C, Cy) € R?}

{  (C cos(2z) + Cysin(2z))e” + g‘(cp C,) € [RQ}

A A

Exercice 8 (k). Déterminer la fonction y deux fois dérivable de R dans R solution du probleme de Cauchy :

y" =3y +2y=2
y(0) =3
y'(0) =2

Résultat attendu : C’est la fonction y : z +— 2e” + 1.

Exercice 9 (%%). Résoudre sur R le probleme de Cauchy (fonctions & valeurs complexes) :

Y (2) — 21+ i)y (x) + 2iy(a) = o + i

y(0) =0
y'(0) =0
Résultat attendu : La solution est la fonction = + (% + %) eIz _ %x — é

Exercice 10 (%% %).

_IT T : 10 — R
] 2’ [ - R ot 10, o0 . Déterminer une équation différentielle
t - tan(t) t Ve

d’ordre 1 qui est vérifiée par chacune de ces fonctions.

™)

1. Soit

2. Par un raisonnement par analyse-synthése, déterminer toutes les fonctions u de classe C! sur un intervalle
I (& déterminer également) et & valeurs réelles qui vérifient pour tout ¢ € I : u/(t) = 1 + u(t)%

3. Par un raisonnement par analyse-synthése, déterminer toutes les fonctions v de classe C'! sur un intervalle
I (3 déterminer également) et & valeurs réelles qui vérifient pour tout t € I : v(t) # 0 et v'(t) = #(t)

Résultat attendu :

L vie ]_; z [, W(t)=1+ut)? et Vt € R, v/ (t) = ﬁt)

Les questions suivantes s’étudient par analyse-synthese.

2. Pour tout C € R, la fonction définie sur I =] — C — —C + [ par ¢ — tan(t + C') est solution.

3. Pour tout C € R, les fonctions définies sur I =] — C, +oo[ par t = vVt + C et t = —V/t + C sont solution.



Exercice 11 (Type DS).
On cherche & déterminer les fonctions y définies de | —1, +00[ dans R et solutions de I’équation différentielle (F) :
[ty +y = %H On note (E,) équation différentielle homogene associée.

1. Résolution sur I; =]0,4oo[. Résoudre (F) sur Uintervalle I;. On appellera C; la constante utilisée.
2. Résolution sur I, =] —1,0].

(a) Réécrire (E) sous la forme d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
(b) Résoudre ’équation homogene (E,) sur I,.

)
. . - 1 _a, b, c
(c) Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que, pour tout t € I, rEraial S+ t2 + 1+t
)

(d A laide de la méthode de la variation de la constante et du résultat de la question précédente,
déterminer une solution particuliere de (E) sur I,.
(e) Conclure pour la résolution de (E) sur I,. On appellera C, la constante utilisée.

3. Résolution sur I =] —1,+o0[. Smt f une solution de (E) sur I, c’est-a-dire une fonction dérivable sur I
telle que Vt € I, [t|f'(t) + f(t) =

1+t

a) Que vaut f(0)? Justifier que f est continue en 0.

(
(b) Exprimer f(t) pour t € I;, puis pour t € I,.

(
(d fO-F(0)
t

. Que peut-on en déduire ?

)
)
¢) En utilisant la continuité de f en 0, quelles contraintes voit-on apparaitre sur C; et Cy ?
) Calculer la limite pour ¢ — 0~ de
)

(e) Conclure la résolution de (E) sur I.

Résultat attendu :

1. Sit e I, |t| =t, donc (E) équivaut & y’ + ly = Une primitive sur I; de ¢ — - est t — In(t). Or

(1+t
vt e I, e =1 Les solutions de (E,) sont donc les fonctions de la forme y,; : t — & avec C, eR.

Cl(t>

Par variation de la constante, on pose (| une fonction dérivable sur I;. Alors t est solution ssi

Vte I, Ci(t) = Sur I}, C; : t = In(1+4¢) convient, donc yp: ¢t @ est une solution particuliére.

(1 t)’

Les solutions de (E) sur I; sont donc les fonctions de la forme y : ¢ Gutn(il)

,avec C € R.

1
t(1+t)”

2. (a) Sit € I, |t| = —t. Donc (E) équivaut sur I, a —ty' +y = 1%1‘/, puis & ¢y’ — %y = —

(b) (E,) équivaut a y’ — %y = 0. Une primitive sur I, de ¢t f% est t - —In(—t). Les solutions de (E;)
sont donc les fonctions de la forme y;; : t = —Cyt, avec Cy € R.

. a b c at(t+1)+b(t+1)+ct? )t? b)t+b s .
(c) Soit (a,b,c) € R¥ et t € Ly s +2+14 = ( ::):(1<+:)> L (“+C)t2<+l(j;; )t 11 suffit done d’avoir
b=1,a+b=0et a+c =0, cestadlreb—l a=—letc=1. DochtGIQ,m: 1,1 +1—+t

(d) On cherche une primitive sur I, de t . Par 2.c, t = —1In(—t) — % +In(1 +¢) convient. Donc

t2(1 t)
(variation de la constante), une solution de (E) sur I, est yp: t > 1+ ¢tln(—t) — t1n(1l +¢).
(e) Les solutions de (E) sur I, sont les fonctions y : t = —Cyt + 1 + tIn(—t) — t1In(1 + ¢), avec Cy € R.

3. (a) Prendre la valeur particuliere ¢ = 0 dans (E) (ce qui est possible car 0 € I) donne : 0+ f(0) = :10,

donc f(0) = 1. Par ailleurs, f est dérivable sur I, donc en particulier en 0, donc continue en 0.
(b) f étant une solution de (FE) sur I, elle 'est sur I; et sur I,. D’aprés les questions précédentes,
3(Cy, Cy) € R? telles que : VE € I, f(t) = S et i € I, f(t) = —Cyt+1+tIn(—t)—tIn(1+1).
(¢) En0: —=Cyt — 0, tIn(—t) — 0 (par croissances comparées) et ¢t In(1+¢) — 0. Donc f(¢t) — 1.
t—0~ t—0~ t—0~ t—0~
Donc f est continue a gauche, quelle que soit la valeur de Cs.

En 0% : par dérivabilité de ¢ +— In(1 + ¢) en 0, In(+t) _ n4)In(t0) _, =1.0r VvVt € I,
t t—0 t—0+ 1+0

f(t) = % + w donc f(t) s 1< % s 0 < C; =0. Donc f est continue a droite ssi C; = 0.
0+ 0+

(d) Soit ¢ € I, f(t);f<0) _ —Czt+1+t1“(;“_““(1“)_1 = —Cy +1In(—t) —In(1 + 1) o —00, quelle que soit
e

la valeur de C,. Donc f n’est pas dérivable a gauche en 0.

(e) Les questions précédentes montrent que si f est solution de (F), alors f n’est pas dérivable & gauche
en 0. Or, pour étre solution de (E), il faut &re dérivable (donc dérivable & gauche) en 0 : absurde.
Donc (F) n’admet aucune solution sur I.
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