ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN TD

‘ Endomorphismes d'un espace euclidien — TD4 ’

Isométries vectorielles

Exercice 1:

Soient f un isométrie d’'un espace euclidien (E, (-,-)).
On note g = f —Idg et p la projection orthogonale sur Ker(g).
1. Montrer que Ker(g) = (Im(g))l.

px).

n—+oo

1 n—-1
2. Montrer que, pour tout x € E, — Z f k(%)
=

— Réponse
1. » Soit x € Ker(g). Montrons que x € (Im(g))J'.

Soit y € Im(g). Il existe a € E tel que y = g(a) = f(a)—a.

Ona:

(x,y) = (x, f(a) —a) = (x, f(a)) — (x,a).
Or, x € Ker(g), donc, g(x) =0, donc, f(x) =x.

D’ou,
(x,y) =({f(x),f(a)) —(x,a).

Comme [ est une isométrie, (f(x), f(a)) = (x,a).

Dong, x € (Im(g))J‘. Donc, | Ker(g) c (Im(g))l .

» Montrons que dim (Ker(g)) = dim ((Im(g))J').

Par le théoreme du rang,
dim (Ker(g)) = dim(E) — dim (Im(g)).

Or, en dimension finie (E est euclidien), Im(g) et [Im(g))l sont supplémentaires dans E, donc,

dim (Im(g))") = dim(E) - dim (Im(g)).

Donc, | dim (Ker(g)) = dim ((Im(g))l) .

Ainsi,
Ker(g) = (Im(g))*.
2. Soit x € E. Comme p est la projection orthogonale sur Ker(g), on sait que
E =Ker(g) ®* (Ker(g))".
Done, x = p(x) +x— p(x) ot a = p(x) e Ker(g) et b=x— p(x) € [Ker(g))l.
Par linéarité de f,

1 n-1 1 n-1 1 n-1 1 n-1
=Y frw ==Y (FA@+ A ®) ==Y ff@+= Y o).
7 k=0 =) =) k=0
Or, a € Ker(g), donc, f(a) = a. Donc, pour tout 2 =0, fk(a) =a.
Donc,
lnX_"lfl"(a)—lnilcz—a a
n =0 n =0 n—too

Par Q1, (Ker(g))" = ((Im(g))l)L.
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Comme E est de dimension finie, (Ker(g))L =Im(g).
Comme b € Im(g). Donc, b =g(c)=f(c)—coucekE.
On en déduit que :

n-1 1 n-1
=Y Ry ==Y (FF e - £ e).
n L2 n

k=0
Par télescopage,
n-1 k 1
=Y fHB)==x(fMec)-c).
nizo n
Par inégalité triangulaire,

(Il +lel).

1 n-1
=Y frw| <
=

Or, f est une isométrie, donc, ||f™(c)| = |l c|.
2
Z r)| < 210
Par encadrement,
Z fk(b)” ——0.
Donc,
1 n—-1 . b
- 0g.
nkZ:Of (b) — E
Ainsi,
1 n—-1 2
-~ Y FRx) — a+0g = p(x).
k=0

Exercice 2 :

Déterminer toutes les matrices de O(n) diagonalisables.

— Réponse

Soit A € 4, (R).

Analyse.

On suppose que A € O(n) et que A est diagonalisable.

On munit R” de son produit scalaire usuel.

Comme A est diagonalisable, On sait alors qu’il existe P inversible et D = diag(14,...,1,) telle que A = PppL.
Montrons que A; = +1. Comme A est orthogonale,

IAX|IP=(AX)TAX =XTATAX =XTX = |X)2.

Soit i € [1,n] et X un vecteur propre associé a la valeur propre A;.
Ona [|AX|? =4 an AZIX 12,
D’ou A?IIXII =X 2. Comme X # 0 (Cest un vecteur propre), |A;| = +1.
On en déduit que A2 =PD?P 1 =PI, P71 =1,. Donc, ‘ A est la matrice d’'une symétrie |.
De plus,ona A=A"".
Or, A est orthogonale, donc A = AT, Donc, A € %, (R).
Donc, les sous-espaces propres de A sont deux a deux orthogonaux.
On en déduit | A est la matrice d'une symétrie orthogonale. ‘

Synthese.

On suppose que A est la matrice d’'une symétrie orthogonale. Notons f 'endomorphisme de R” canoniquement associé a
A.

On sait alors que R” = Ker(f —idp») ®@* Ker(f +idpn»).
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Dans une base orthonormée 9 adaptée a cette somme directe, la matrice de f est diag(1,...,1,-1,...,—1).

En notant P la matrice de passage de la base canonique (qui est orthonormée) a la base 98, on sait que P € O(n) et
A=PDP'=PDP".

Donc, ‘ A est bien diagonalisable ‘ et

ATA=P")'D"PTPDP" =PD?*P" =PI,P" =1,.

Donc, ‘ A est orthogonale ‘
Ainsi,

Les matrices de O(n) diagonalisables sont les matrices de symétrie orthogonale.

Exercice 3 :
Montrer que O(n) est un fermé de .4, (RR).

— Réponse

Soit (M) € (O(n))]N une suite de matrices orthogonales qui convergent vers M € ./, (R).

Montrons que M € O(n).

Pour tout p € IN, on a MpM; =1, (x).

Or, les coefficients de AA T sont polynomiaux en les coefficients de A, donc, ¢: My(R) — M,(R) estcontinue sur
A — AAT

Donc, par caractérisation séquentielle de la continuité, M pM; =p(Mp) = o(M)=MM".

Donc, en passant a la limite dans (x) quand p — +oo, MM " =1I,.
Done, M € O(n).

Ainsi,
O(n) un fermé de 4, (R).
Exercice 4 :
Soit A =(a; j)1<i,j<n € O(n).
2 _
1. Montrer que Z aj ;=n.
1<i,jsn
2. Montrer que | Y a;j|<n.
1<i,jsn
1

Indication : On pourra calculer AU ou U =

—— Réponse

1. On note C; les colonnes de A. En notant {.,-) le produit scalaire usuel sur R", on remarque que
T 2
(Cj,Cj)zchj:Ziai’j.
1=

Comme A est orthogonale, ses colonnes forment une base orthonormée pour le produit scalaire usuel sur R",
2 _

> a; ;=1

i=1

Donc,
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Yija,
2. Ona AU = :
Y 1an;
Donc,
n n
Y. aij| =) > aij|=KAU,U)I.
1<i,j<n i=1j=1
D’ou, par inégalité de Cauchy-Schwarz,
Y aij|<IAUIIUI.

1<i,j<n

Or, |U| = vn et, comme A est orthogonale,

IAUI = V(AU)TAU = VUTATAU = VUTU = |U| = V7.

Donc,

D @i

1<i,j<n

<n.

Exercice 5 :

Soit A € ,(IR) une matrice antisymétrique.
1. Montrer que si A € R est une valeur propre de A, alors 1 =0.
2. En déduire que les matrices A — I, et A + I,, sont inversibles.
3. Montrer que (A +1,) x(A - In)_1 € 0(n).

— Réponse

1. Soit X une vecteur propre associé a la valeur propre A.
OnaAX =1.X (%).
En transposant, comme A est antisymétrique,ona X 'A' =1.X, donc, — XA =A.X " (*%).
En multipliant & gauche par X ' dans (x),ona X 'AX =1.X'X = 1.| X|%.
En multipliant a droite par X dans (x*), on a XTAX=-1X"X= —/1.||X||2.
Donc, A.| X% = 1.1 X2
Comme X est une vecteur propre, X # 0, donc, A = —A, donc,

A=0.

2. On sait que A — AI,, n’est pas inversible si, et seulement si, A est valeur propre de A, donc, comme 1 et —1 ne sont
pas valeurs propres,

les matrices A —I,, et A +1,, sont inversibles.
3. Ona:
(A+I)xA-I) ™) =(A-I) D) xA+1) = (A-1)") ' xAT+I)= (AT -1,)) " x (AT +1,).
Comme A est antisymétrique,
(A+I)x(A-TI) N = (FA-1,) ' x(~A+I1,) = (A+I1,) " x(A-1I,).

Do,
(A+I)xA-T)™) xA+L)x(A-T,) ' =(A+1,) ' x(A-L)x (A+L,)x (A—-T,)" .

Or, (A+1,) et (A-1I,)sont deux polynémes en A, donc, commutent.
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Donc,
(A+L)xA-I) ) xA+L)x(A-I)  =A+ L) ' x A+ L) x(A-L) x (A-I,) =1, x I, = I,.
Ainsi,

A+I)xA-I,)"1e0m).

Exercice 6 :
Soient (E,( , )) un espace euclidien et f : E — E une application (non nécessairement linéaire). On suppose que, pour
tous x et y dans E, (f(x), f(¥)) = (x, ).

1. Montrer que f transforme une base orthonormée de E en une base orthonormée de E.

2. Montrer que f est linéaire.

—— Réponse

1. Soit 8 =(eq,...,e,) une base orthonormée de E ou on a note n = dim(E).
Par hypothese sur f, pour tout (i, j) € [1,n]2, (f(ei),f(e;)) =<e;,ej)
Comme, 2 est une famille orthonormée, {(f(e;),f(e;)) =0 ;.

Donc,

f(B)=(f(e1),...,f(en)) est une famille orthonormée de E.

Donc, en particulier, f(98) est une famille libre de n = dim(E) vecteurs de E.
Par théoreme

f(AB) est une base de E.

2. Soit (x,y) € E2 et 1 € R. Montrons que f(1.x +y) = A.f(x) + f(y).
On note z = f(1.x+ y)— A.f(x) — f(y) et on montre que z =0.
Ona:

lzI* = (z,2)
= (fAx+y)-Af@)-f),fAx+y)—Af@)-fy)
= (FQAx+y), fFx+y) + A% (F @), F @)+ (F ), ()
2MfAx+y),f @) =2 A.x+y), f(¥) +2A{f (x),f () (propriétés du produit scalaire)
= QAx+y,lx+y)+ /12(x,x) +<{y,y)
—28Ax+y,x) —2{A.x+y,y)+2Ax,y) (hypothese sur f)

0 (développer le produit scalaire)

Donc, par séparation de la norme, z =0, donc,
fAx+y)=A.f(x)+f(y).
Ainsi,

f est linéaire.

Exercice 7 :
Soient A et B dans O,(R).

1. Les matrices A + B et AB sont-elles nécessairement dans O, (R)?

1
2. Montrer que si §(A +B) e 0,(R), alors le segment [A,B] est inclus dans O, (IR).
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—— Réponse

1. A+B :Non. Contre exemple : A=B=1,.

. Soit Ce[A,B].OnaC=(1-1).A+A.Bou1e(0,1].

AxB:0ui.Ona:AB(AB)' =ABBTAT=AI,AT =1,.
Ona:
CTC=(1-1).A+AB) (1-1).A+A.B)=(1-1).AT+1BT)((1-1).A+A.B).

En développant,
C'C=1-)>ATA+11-M)(BTA+A'B)+A’B'B.

Or, A et B sont orthogonales, donc,

CTC=(1-M2I,+AM1-AM)(BTA+ATB)+A%I,.

Comme %(A +B)€eO(n),on a;

1 T
I, = (E(A +B)

1 1 1
x (E(A +B)| = Z(ATA +B'B+BTA+A'B)= Z(zln +BTA+ATB).

Donc, BTA+A"B=2I,.
Donc,
CTC=(1-A2I,+AM1-N21, + %1, = (1-2A+ A2 +21-22%2 + A%).01, = I,,.

Donc, C € O(n).

Ainsi,

[A,B]c O,([R).

Exercice 8 :
Soit A € /,(R) inversible et telle que A2=AT.

—— Réponse

1. On transpose la relation donnée : (42)" = A.

. Comme A diagonalisable dans .#,(R), A est semblable & une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux

1. Montrer que A est orthogonale.
2. Si de plus A est diagonalisable dans .#,(R), trouver A.

Or, (A% =AY

Comme AT =A% ona: (A% =(A%)?% =A%

Donc, A =(A?)" = A%,

Comme A est inversible, en multipliant par Al onal,=A2=A%xA=ATA.
Donc,

A est orthogonale.

sont les valeurs propres de A et sont réels.

D’autre part, on a montré que Ad=1 n-

Donc, P = X3 —1 est annulateur de A.

On en déduit que les valeurs propres de A se trouvent parmi les racines de P, et les racines de P sont 1, j¢ R et
jeR.

Donc, la seule valeur propre de A est 1.

Donc, A est semblable a I,,, donc,
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Espaces vectoriels euclidiens orientés de dimension 2 ou 3

Exercice 9 :

Soient a¢ un vecteur non nul d’un espace euclidien orienté de E de dimension 3 et f I'application définie, pour tout
x€eE,par f(x)=aAx.

1. Vérifier que f est un endomorphisme de E et déterminer son noyau et son image.

2. Déterminer les éléments propres de f.

—— Réponse

1. Le produit vectoriel est bilinéaire, donc 'application f : x — a A x est linéaire.
De plus, pour tout x € E, f(x) € E.
Donc,

f est un endomorphisme de E.

Soitx€E.On a:
f(x)=0g < aAx=0g <= lafamille(a,x)estliée <= a=0goudleR,x=ANa.

Comme a # 0, f(x) =0g si, et seulement si x € Vect(a).
Donc,

Ker(f) = Vect(a).

On sait que a A x est orthogonal & a et x, donc, Im(f) < (Vect(a))L.

De plus, par le théoréme du rang, rg(f) = dim(E) — dim(Ker(f)).

Comme a # 0, Ker(f) = Vect(a) est de dimension 1.

Donc, rg(f) =2.

De plus, en dimension fini, Vect(a) et (Vect(oz))l sont supplémentaires dans E.
Done, dim ((Vect(a))") = dim(E) — dim (Vect(a)) = 2.

Donc, dim(Im(f)) = dim ((Vect(a)) ™).

Ainsi,

Im(f) = dim ((Vect(a))").

2. Soit A € R une valeur propre de f et x € E un vecteur propre associé.
On a f(x) = A.x, autrement dit a Ax = 1.x.
En prenant le produit scalaire par rapport & x, on a 0 = A||x||%.
Comme x #0g, 1 =0.
Réciproquement, par Q1, 0 est bien valeur propre de f et Eo(f) = Ker(f) = Vect(a).
Ainsi,

Sp(f) = {0} et Eo(f) = Ker(f) = Vect(a).

Endomorphismes autoadjoints et matrices symétriques

Exercice 10 :
Trouver les matrices A € %, (R) telles que A® —24% +3A4 =0.

G. BOUTARD 7 Lycée GAY-LUSSAC
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—— Réponse

Analyse.

Soit A € .%,(R) telle que A% —242% +3A =0.

Par le théoréme spectral, A est diagonalisable et ses valeurs propres sont réelles.

De plus, P = X3 -2X? +3X = X(X?-2X +3) est annulateur de A.

Donc, les valeurs propres de A se trouvent parmi les racines de P.

Or, le seule racine réelle de P est 0 (le discriminant de X? — 2X + 3 est strictement négatif).
Donc, A est semblable a la matrice nulle.

Donc, A est la matrice nulle.

Synthése. La matrice nulle est bien symétrique et vérifie : A% —24%2 +34 = 0.

la seule matrice A € %, (R) telle que A% —2A4% + 3A = 0 est la matrice nulle.

Exercice 11 :
Soit A € 4, (R).
1. Montrer que la matrice AT x A est diagonalisable.
2. Montrer que les valeurs propres de AT x A sont positives.

n
3. On note uy,..., U, les valeurs propres de AT x A comptées avec multiplicités. Montrer que Z a?’ ;= Z Wi
1<i,j<n i=1

4. On suppose de plus A € #,(R) et on note A1,...,A, les valeurs propres de A comptées avec multiplicités.
n
2 2
Montrer que ) aj ;= zi/li.
1=

1<i,j<n

—— Réponse

1. Onnote S=A' x A.
OnaS'=(ATA) =ATA")'=ATA=S.
Dong, | S est symétrique. ‘

Comme A est a coefficients réels, ‘ S est aussi a coefficients réels.

Par le théoréme spectral,

S =ATA est diagonalisable.

2. On munit R" de son produit scalaire usuel. Pour tout X € R",
X'TSX=XTATAX =(AX)"(AX)=|AX|%>0.

Donc, S € % (R).
Donc,

les valeurs propres de A sont positives.

3. Par Q1, AT xA et diag(yy,..., ts) sont semblables, donc, ont la méme trace.
n
Or, tr(AT xA) = ) Z a%’j et tr(diag(u1,..., tn)) = Zl,ui.
<i,jsn i=

Donc,

n
)y a?,j = ziﬂi'
1=

1<i,jsn

4. A est semblable a D =diag(11,...,1,).
Donc, comme A est symétrique, ATA = A? est semblable a D? = diag(iLz, e, /1%).
Comme dans la question précédente, on a a :
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Exercice 12 :
Soit A € #,(R) telle que A% = A.

1. Montrer que A définit un projecteur orthogonal.
2. Si M € #,(R), exprimer tr(M TM) en fonction des coefficients de M.

3. Montrer que Z la; ;| <n+/rg(A).

1<i,j<n

—— Réponse

1. On sait que A2 = A, donc A est la matrice d’un projecteur.
De plus A € . %,(R), donc, par le théoréme spectral, ses sous-espaces propres sont deux a deux orthogonaux.
Donc, Im(A) 1 Ker(A).
Donc,

A définit un projecteur orthogonale.

T 2
2. On trouve tr(M ' M) = Z mj ;.

1<i,jsn
3. Onnote B=(b; j)i<ij<n OUb;j=1sia;;j=0etb;;=-1sinon.
Ona:{(A,B)= Z |ai,j|.
1<i,j<n

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(A,B)< V/(A,A)/(B,B).

VBB = | Y 1=n et (A A= Vir(ATA).
1<i,jsn

Par le théoreme spectral A = PDPT o P € O(n) et D = diag(1,...,1,0,...,0) ou le nombre de 1 est égal a
dim(Ker(A —I,,)) = dim(Im(A)) = rg(A).
OnaATA=PD?P" =PDP". Donc, AT A et D sont semblables :

Or,

tr(ATA) = tr(D) = rg(A).
Ainsi,

Y aij|<nvreA).

1<i,j<n

Exercice 13 :
(trA)?
tr(A2)

Soit A € .%4,(R) non nulle. Montrer que <rgA.

Exercice 14 :
1. Soit S €., (R). Montrer qu’il existe A € %, (R) telle que S = A2,
2. Soit S € % *(R). Montrer qu’il existe A € %, *(R) telle que S = A2.

Exercice 15 :
Soit M € M, (R) telle que MM "M =1I,,.
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1. Montrer que M est inversible.
2. Montrer que M est symétrique.

3. Déterminer M.

Exercice 16 :

1. Soient p € N* et M € .4,(R) telle que (M + M ")? = 0. Montrer que M est antisymétrique.
2. Trouver M € .45(C) telle que (M+MT)2 =0et M+M' 0.

Exercice 17 :
Soit A = (a;,)1<i,j<n € S R).
1. Montrer que det(A)=0.
2. Sipefl,...,n—1}, soit A, =(a; j)1<i j<p- Montrer que det(A,) = 0.

Exercice 18 :

Soient E un espace euclidien et f un endomorphisme autoadjoint de E.
Montrer que si F est un sous-espace vectoriel de E stable par f, alors F* est aussi stable par f.

Exercice 19 :

Soient (E,(-,)) un espace euclidien et p un projecteur de E.

Montrer que p est un projecteur orthogonal si, et seulement si, p est un endomorphisme autoadjoint
Exercice 20 :

Soient (E,(-,-)) un espace euclidien et s une symétrie de E.

Montrer que s est une symétrie orthogonale si, et seulement si, s est un endomorphisme autoadjoint

Exercice 21 :

1. Une symétrie est-elle un endomorphisme autoadjoint?

2. Une projection orthogonale est-elle une isométrie ?

3. Quelles sont les matrices de .#3(IR) qui sont orthogonales et symétriques?
4. Quelles sont les matrices de O3(RR) qui sont diagonalisables sur R ?

Exercice 22 :
1

On munit R,[X] du produit scalaire (-,-) défini par (P,Q) = [ P(t) x Q(t)dt.
-1
Montrer que I’endomorphisme ¢ de R,[X] défini par ¢(P) = (X 2_1)xP"+2X x P' + P est symétrique.

Exercice 23 :

Soient n € N* et A € .4, (R). On suppose que A x A=A xA" et A2=—-1,.
1. Onnote S=A x A". Montrer que S €.%, (R).
2. Calculer S2.
3. Montrer que A € O,(RR).

4. Dans le cas ou n = 2, déterminer les matrices A telles que ATxA=AxAT et A% = —1Is.

— Réponse N

1. Cfun autre exercice.
2. S2=AATAAT =A%A%" =1,.
3. S est symétrique positive donc diagonalisable a valeurs propres positives.

Par la question précédente, X 2_1=(X-1)X +1) est annulateur de S, donc les valeurs propres possibles de S
sont —1 et 1.

Comme les valeurs propres de S sont positives, on en déduit que S est semblable a I,,, donc, S =1,,.
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Donc, AAT =1, et
A est orthogonale.

4. Analyse. Supposons A solution.
Par la question précédente, A € O(2). Donc, d’apres le cours,

_ [cos(0) —sin(0) _[cos(0)  sin(0)
“ \sin(@)  cos(9) ou “|sin(@) —cos(8))’
oufelR.
Or,
cos(®) sin(0) \* _,
sin(@) —cos(0)] ~ 2
Donc,

_(cos(@) —sin(G))
~ \sin(@)  cos(6)

On remarque que A est la matrice de la rotation d’angle 6, donc,

9 _[cos(20) —sin(20)
“|sin(20)  cos(20) |-

Comme A2 =I5, on a: cos(20) = —1 et sin(26) = 0.

Donc, 26 = n[2 7], donc, 6 = g[ﬂ].

Donc,

Synthese.
On vérifie que les deux matrices trouvées sont bien solutions.
Donc,

les matrices A telles que AT x A=A x AT et A% = I, sont ((1) _01) et — ((1) _01)

Exercice 24 :

Soient (£, {-,-)) un espace euclidien et f un endomorphisme autoadjoint de E. On note Aj, = min Aet Apax = max A
A€Sp(f) AeSp(f)

1. Montrer que, pour tout x € E, Apin ¥ ||x||2 < (f (%), x) < Amax % ||x||2.

2. On suppose que les valeurs propres de f sont deux a deux distinctes et vérifier 1; <--- < A,. Soit x € E de norme
1.

Montrer que {f(x),x) = A1 si, et seulement si, f(x)=17.x.

Exercice 25 :
Soit S une matrice symétrique réelle d’ordre n telle que 6S2—58 +I,, =0,,. Montrer que la suite (S? )pelN converge.
Exercice 26 :

Soient E un espace euclidien et f un endomorphisme autoadjoint de E.
Montrer que Im(f) = Ker(f)*.

Réponse

Indication. Montrer l'inclusion Im(f) c Ker(f)*, puis montrer I'égalité des dimensions.

G. BOUTARD 11 Lycée GAY-LUSSAC
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Exercice 27 :
Soit E un espace euclidien.
1. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Donner un endomorphisme f € #(E) dont '’ensemble image est F'.
Soit f € L(E). Montrer que E = Ker(f) ® Im(f).
Soit f € #*(E). Montrer qu'il existe h € #*(E) tel que h% = f.
Soient f € #*(E) et x € E. Montrer que si (f(x),x) =0, alors f(x) = 0.
Soit (f,g) € LT (E) x ¥ (E). Montrer que : Ker(f + g) = Ker(f) nKer(g) et Im(f + g) = Im(f) + Im(g).

ou e Lo

Exercice 28 :
Soit (E,{ , )) un espace euclidien.
1. Soit g € Z(F) symétrique tel que (g(z),z) =0 pour tout z € E. Montrer que g =0.
2. Soit g € L(E) symétrique tel que (g(2),z) = |g(2)]|%> pour tout z € E. Montrer que g est un projecteur orthogonal.

—— Réponse

On note n la dimension de E.

1. Par le théoréeme spectral, il existe 2 =(e1,...,e,) une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de g.
Il existe donc A1,...,A, tel que, pour tout i € [1,n], g(e;) = A;.e; et D = Matg(g) = diag(1y,...,1,).
L'hypotheése sur g donne :
0= (glei),e;) = Aille;l|” = A;.

Donc, D = 0, donc,

2. Avec les notations de la question précédente, on a :
(gle),e) =Aille;I*=A; et lglenl* =17

Donc, ’hypothése faite sur g donne A; = /l?. Donc, A; =1oul; =0.
On en déduit que D? =D, donc, g2 = g. Ainsi,

g est la projection sur Ker(g —idg) parallelement a Ker(g).
Comme g est autoadjoint ses sous-espaces propres sont orthogonaux, donc, Ker(g) 1L Ker(g —idg), donc,

g est un projecteur orthogonal.

Endomorphismes d’un espace euclidien

Exercice 29 :

1 (12 5
Reconnaitre 'endomorphisme de R? de matrice A = 3 ( 5 _1 2).

—— Réponse

On remarque que les colonnes de A sont orthonormées, donc, A € O(2).

De plus, det(A) = —1. On se tourne alors vers une symétrie. On a : A%=1 9.

Donc, A est la matrice d'une symétrie.

Comme A est symétrique, par le théoréme spectral, ses sous-espaces propres sont orthogonaux.
Donc, A est la matrice d’'une symétrie orthogonale.

Reste a déterminer Ker(A —I9) et Ker(A + I5).

PSI 2025 — 2026 12 G. BOUTARD
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Exercice 30 :

On munit R? de son produit scalaire canonique et on le suppose orienté par sa base canonique.
Déterminer la matrice de la réflexion par rapport au plan d’équation x+2y -3z =0.

Exercice 31 :

Soit E un espace euclidien orienté muni d'une base orthonormée directe 8 = (i, ,k).

1 2 2
1
1. Déterminer la nature géométrique de 'endomorphisme f dont la matrice dans la base B est A = 3 2 1 =2/
2 -2 1
2. Déterminer la nature géométrique de 'endomorphisme g dont la matrice dans la base 28 est
(L - V2 o1
B = 5 \/§ O - \/é .
1 vz 1
0 01
3. Déterminer la nature géométrique de 'endomorphisme A dont la matrice dans la base ZestC=|1 0 0.
010
1 -8 4 1
4. Déterminer la nature géométrique de 'endomorphisme u dont la matrice dans la base % est D = 5 4 7 4|
1 4 -8
1 4 2 6
5. Déterminer la nature géométrique de 'endomorphisme v dont la matrice dans la base % est E = 1 2 1 3.
6 3 9
— Réponse N

1. On remarque que les colonnes de A sont deux a deux orthogonales et deux normes 1, donc, | A € O(3) | (donc A est
la matrice d’une isométrie).

De plus, C1 ACg = —-C3s, donc, | det(A) = —1.

On se dirige donc vers une symétrie. En remarquant que A est symétrique, ona I,, =AA = A2,

Donc,

A est la matrice d’'une symétrie ‘ On sait alors que R? = Ker(A —Is) ® Ker(A +I3).

Comme A est symétrique réelle, par le théoreme spectral, Ker(A —Is) 1 Ker(A + I3).

Donc, | A est 1a matrice d'une symétrie orthogonale ‘

Il reste alors a déterminer une base de Ker(A —I3) et Ker(A + I3).

(2 2 2
A-I;==|2 -2 -2

3la -2 -2

Ona:

Comme C1+Cy=0et C;+C3=0,0n a: Im(A -1I3)=Vect(C1,C2,C3) = Vect(C1). Comme C; #0, rg(A—1I3)=1,
puis par le théoréme du rang Ker(A — I3) est de dimension 2.

1 1
De plus, on a remarque que (1) et (O) sont deux vecteurs non colinéaires de Ker(A — I3), donc,

0 1
1\ (1
Ker(A —I3) = Vect ((1) s (0))
0/ \1

Ona:

L[t 2 2
A+I=.|2 4 -2
2 -2 4

Comme —C1+C9+C3=0,0n a: Im(A + I3) = Vect(Cg,C3). Comme C; et Cy sont non colinéaires, rg(A + I3) = 2,
puis par le théoréme du rang Ker(A + I3) est de dimension 1.

-1 -1
De plus, on a remarque que ( 1 ) est un vecteur non nul de Ker(A + I3), donc, Ker(A + I'3) = Vect (( 1 ))
1 1

G. BOUTARD 13 Lycée GAY-LUSSAC
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. On remarque que les colonnes de B sont deux a deux orthogonales et deux normes 1, donc, | B € O(3) | (donc B est la

. On remarque que les colonnes de C sont deux a deux orthogonales et deux normes 1, donc, | C € O(3) | (donc C est la

1) (1
Ainsi, A est la matrice d’'une symétrie orthogonale par rapport au plan Vect ((1) , (0)), c’est donc une réflexion.
0/ \1

Comme A est la matrice de f dans une base orthonormée,

f est une réflexion par rapport au plan Vect(7 + 7,7+ E).

matrice d'une isométrie).
De plus, C1 ACy =Cg3, dong,

Axe. L'axe de rotation est dirigé par un vecteur propre de B pour la valeur propre 1. On remarque que

det(B) =1 et g est la matrice d’'une rotation

1
U=|0]|eKer(B-1I3).
1

L'axe est alors orienté par ce vecteur.

Angle 6 €] — 7, 7]. On sait que tr(B) = 1+ 2 cos(f) donc, cos(8) =0, donc, 6 = ig.

1 1
1
Prenons X = | 0| non colinéaire 4 U. On a BX = 2 V2.
0 1
On sait que sin(0) est du signe de
1 1 1
1 1 2
50 0 val=-3[0 =220
1 0 1
Donc, 6 = z.
2
L 7
Ainsi, B est la matrice d’'une rotation d’axe dirigé par U = | 0 | et d’angle 3 (c’est un quart de tour).
1

Comme B est la matrice de g dans une base orthonormée directe,

= 7
g est rotation d’axe dirigé par 7 + % et d’angle 3

matrice d’'une isométrie).
De plus, C1 ACy =C3g, donc, | det(C) =1 et h est la matrice d’une rotation

Axe. L'axe de rotation est dirigé par un vecteur propre de C pour la valeur propre 1. On remarque que

1
L'axe est alors orienté par ce vecteur.

1
U= (1) € Ker(C - I3).

1 2
Angle 6 €] — 7, 7]. On sait que tr(C) = 1+ 2 cos(8) donc, cos(0) = ~g’ donc, 6 = J_r?ﬂ.

1 0
Prenons X = (0) colinéaire a U.On a CX = (1)
0 0
On sait que sin(f) est du signe de
1 10 11
1 0 1= '1 O':l;O.
1 0 0
2
Donc, 6 = 3
[ ey
Ainsi, C est la matrice d'une rotation d’axe dirigé par U = | 1 | et d’angle 3
1

PSI 2025 — 2026 14
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Comme C est la matrice de A dans une base orthonormée directe,
g : s e -7 , 27
h est rotation d’axe dirigé par 7+ j + % et d’angle 3

4. On trouve une réflexion (cf Q1 pour la méthode).
5. Les colonnes de E ne sont pas orthogonales.
Cependant E? = E. Donc, E est la matrice d’une projection.
De plus, E € #(R), donc, E est la matrice d'une projection orthogonale.

i

v est la projection orthogonale sur Vect(27 + 7 + 3 E).

Reste a déterminer I’'espace sur lequel on projette : Ker(E — I3) =Im(E) = Vect(

Comme D est la matrice de v dans une base orthonormée,

Exercice 32 :
On munit R? de son produit scalaire canonique et on le suppose orienté par sa base canonique.
Déterminer la matrice dans la base canonique de la rotation d’angle 3 et d’axe dirigé par (1,1,1).

—— Réponse
Notons r cette rotation et A sa matrice dans la base canonique.

1
1
Dans une base orthonormée directe (u,v,w) ou u = —. (1) est un vecteur directeur de I'axe, la matrice de r est

V3 {1
1 0 0
w=lo } -
V3 1
0 % 3
Prenons L (1) et ! _21
v=— w=—
vz |- V6|
1 L _(L)
\{§ V2 2\/?5
On note P = 7 0 7% |
% -() -(3)
V3 V2 Ve

P est la matrice de passage entre 2 bases orthonormées directes, donc, P € SO(3).
Donc, P"1 =PT et, par la formule de changement de base :

1 2 -1 2
A=PA'P1=...= g-( 2 2 —1)
-1 2 2
Exercice 33 :
2 -1 2
Diagonaliser en base orthonormée la matrice A=|-1 2 2
2 2 -1
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Exercice 34 :

a b ¢
Soient(a,b,c)€R3,S:a+b+ceta:axb+bxc+cxa.OnconsidérelamatriceA: c a bl
b ¢ a

1. Montrer que M € O(3) si, et seulement si, 0 =0 et |S| = 1.
2. Montrer que M € SO(3) si, et seulement si, c =0et S =1.
3. Montrer que M € SO(3) si, et seulement si, a, b et ¢ sont les trois racines d’'un polynoéme de la forme X 3_X2%+k

avec k € [O,i].
37
Exercice 35 :

Soient (E,{ , )) un espace euclidien non réduit a {0} et u € £(E) de trace nulle.
On considere (eq,...,e,) une base orthonormée de E.

n

1. Montrer que Tr(u) = Z (ule;),e;).
i=1
2. On suppose u autoadjoint.
(a) Soient (i,j)€ [[1,n]]2, aveci#jet f:[0,11— R, t— (u(t.e; +(1—-1t).e;),t.e; +(1—1t).e;).
Montrer que f est polynomiale de degré au plus 2.
(b) Justifier qu’il existe (i, j) € [[1,n]]2, avec i # j, tel que (u(e;),e;) =0 et (u(e;),e;) <O0.
(¢) Montrer qu’il existe x # 0 tel que (u(x),x) = 0.

(d) Montrer, par récurrence sur la dimension de E, qu’il existe une base orthonormée dans laquelle la matrice
de u a une diagonale nulle.

3. On ne suppose plus u autoadjoint. Montrer que le résultat de 2) d) est encore vrai.

Exercice 36 :
Soit E un plan euclidien orienté.
1. Montrer que la composée de deux réflexions du plan E est une rotation de E.

2. Montrer que toute rotation s’écrit comme le produit de deux réflexions dont I'une peut étre choisie arbitraire-
ment.
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