COMPLEMENTS SUR LE CALCUL MATRICIEL TD

Compléments sur le calcul matriciel — TDg

Matrices

Exercice 1:
Soit A € .4, (R) telle que A x A" = 0. Montrer que A =0.

Exercice 2 :
0o 1 -1
SoitA=|-1 2 -1|.
1 -1 2
1. Montrer que A? est une combinaison linéaire de A et Is.

2. En déduire A~ et A” pour tout n € IN.

Exercice 3 :

On considére la matrice

0 1 0 0

J=]: .1 ol|e X)),
: 0 1
0O ... ... ... 0

et f 'endomorphisme canoniquement associé a /.

1. Déterminer la matrice de /2 dans la base canonique de K".

2. En déduire les puissances successives de /.

Exercice 4 :

1. Soit N € #,,(IX) une matrice nilpotente : c’est-a-dire une matrice telle qu’il existe p € IN tel que N” = 0.
Montrer que la matrice I,, — N est inversible.
Indication : penser a la formule donnant la somme des termes d’une progression géométrique.

2. Soit (A,B) € 4, (K) x 4,,(K) telle que A x B=B x A et B est nilpotente.
Montrer que A € GL,(KK) si, et seulement si, A + B € GL,(IK).

Exercice 5 :

Soient (A,B) € 4, (K) x 4, ().
Résoudre 'équation X + tr(X).A = B ou X € 4, (K).
Indication : commencer par calculer la trace de la matrice X +tr(X).A.

Matrices semblables

Exercice 6 :
Soit A € #5(IK) une matrice telle que A% =0 et A #0.

(=)

1. Montrer que si A% #0, alors A est semblable a la matrice A’ = (1

o O O
~_——

(=)

2. Montrer que si A% =0, alors A est semblable a la matrice A" =

O = O
coo o HOoOo
S O O
N ———
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Exercice 7 :
Soit A € #,(IK) une matrice telle que A" =0 et A" 1 #0.

0 1 0 0

Montrer que la matrice A est semblable & la matrice A" =| : 0
1

0 0

Matrices définies par blocs

Exercice 8 :
Soient A,B,C et D des matrices de .#,(R). On définit les matrices par blocs :

A B
C D

I, O

M=( 0 _In

) € Mon(R) et J= ( ) € Mon(R)

On suppose que M| x J x M = J. Montrer que A et D sont inversibles.

Exercice 9 :
Soit (A,B) € A, (IK) x 4, (IK).

1. Dans cette question, on suppose A inversible. Montrer que det(I,, — A x B) = det(I,, — B x A).

I, O xI” B )
A I, 0 I,-AxBJ

3. En déduire que la relation obtenue a la question 1 est encore vraie lorsque A est quelconque.

2. Effectuer les produits matriciels par bloc suivant :

I,-BxA B y I, O
0 I, A I,

Sous-espaces stables

Exercice 10 :

Soient E un R-espace vectoriel de dimension 3 et f € Z(E) tel que f2#0 et f2=0.
1. Montrer qu’il existe x € E tel que (x, f(x), f%(x)) soit une base de E.
2. Montrer que la seule droite de E stable par f est Rf%(x).
3. Montrer que le seul plan de E stable par f est Rf (x) + Rf2(x).

Rappel : pour u # 0g, on note Ru = Vect(u).

Exercice 11 :
Soient E un R-espace vectoriel non réduit a {0z} et f € L(E) vérifiant f2 = —Idg
1. Montrer que si F est une droite vectorielle de E, alors F' n’est pas stable par f.

2. Soit x € E non nul. Montrer que Vect(x, f(x)) est un plan stable par f.

Trace d’'une matrice, d’un endomorphisme

Exercice 12 :

Soit A € 4, (KK) avec rg(A) =tr(A) = 1.
Montrer que A est la matrice d'un projecteur.
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Exercice 13 :
Soit H une matrice carrée complexe de rang 1.

1. Montrer qu’il existe une matrice colonne A et une matrice ligne B telles que H = AB.
2. Montrer que H 2 = tr(H)H.

Exercice 14 :

Soit ¢ une forme linéaire sur ./, (IK) telle que, pour tout (A,B) € M (K)?, @A xB)= @B x A).
Montrer qu’il existe 1 € K tel que ¢ = A.tr.

Exercice 15 :

1. Donner la dimension de Ker(tr) et justifier que .4, (IK) = Ker(tr) ® Vect({,,).

2. Montrer que f: 4,(K) — . ,(K) est un endomorphisme de .#,,(IK) et déterminer sa matrice dans
M — M+tr(M).I,
une adaptée a la somme directe de la question précédente.

Exercice 16 :

Calculer le déterminant et la trace des endomorphismes :

M - M' M — tr(M).I,

Déterminant

Exercice 17 :
Montrer qu'une matrice antisymétrique d’ordre impair n’est pas inversible.
Exercice 18 :

Soit (a1,...,a,) € K". Calculer le déterminant de la matrice A = (@max( j))1<i,j<n- En déduire le déterminant des
matrices (max(i, j))1<;, j<n € (Min(i, j))1<; j<n-

Exercice 19 :

S1 S1 S1 ... &1

. S1 Sg S2 ... Sq

Soit n € IN*. Pour tout % € [1,n], on pose s = Z j. Calculer le déterminant de S1 Sz S3 ... 83
J=1 : : o :

S1 Sg2 Ss ... S,

Exercice 20 :
Soit (A,B) € ./%n(]K)2. Montrer que

det (A B) =det(A + B) x det(A — B).

B A

Exercice 21 :
Soient n =2 et A € .4,(IK) tels que :

VM € M,(K), det(A + M) = det(M).
Montrer que A =0.

Exercice 22 :
Soient A et B deux matrices de .4, (RR). On suppose que rg(B) = 1.
1. Montrer qu’il existe une matrice colonne C € .4, 1(R) et une matrice ligne L € .#1 ,(R) telles que B =C x L.

2. Montrer que
det(A + B) x det(A — B) < det(A?).
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Exercice 23 :

On considére 'endomorphisme :

u: RyIX] — R,[X]
P — AX"+w.P(1)+X x P'(X).

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que u soit un automorphisme de R, [X].
Indication : on pourra commencer par le cas n = 2.

Exercice 24 :

Soient n € N*, (a,b) € K2 et (a1, ...,a,) € K".
On considere les matrices de 4, (IK)

et U=]: :
: - -oa 1 -+ 1
b - b a,
1. On suppose que a # b. Pour tout x € IK, on note D(x) = det(A + x.U).

(a) Montrer que D est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 1.
(b) Calculer D(-a) et D(-b).
(¢) En déduire det(A).

2. On suppose que a =b et a1 =--- = a,. Calculer det(A).

Exercice 25 : Autour du déterminant de Vandermonde

1. Soit (a1,...,a,) € K",

1 a1 a% a’l“1

\ » . |1 a2 a5 .. ap o

A quelle condition nécessaire et suffisance sur a1,...,a,,la matrice | ., . . ) est-elle inversible ?
1 a, d? a1

2. Calculer le déterminant de la matrice A = (ij N<i,j<n-

3. Soit (ag,...,an) € K™ des scalaires deux a deux distincts.
Montrer que la famille : (X —a¢)",(X —a1)",...,(X —a,)") est une base de K,[X].

1 aq a% a’ll_2 a?
1 as a% ag_z aj
4. Soit (a1,...,a,) € K", Calculer le déterminant :
1 a, a2 ... a2 a? )

5. Soient ay,...,a,,b1,...,b, des scalaires. Calculer le déterminant de la matrice : A = ((ai + bj)”_l)lsi j<n-
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‘ Compléments sur le calcul matriciel — Exercices supplémentaires ’

Matrices

Exercice 26 :

1 0 2
Soit A = (0 -1 1).
1 -2 0
Calculer I'inverse de A en résolvant un systéme linéaire.

Exercice 27 :

-1 1 1
Soit A = ( 1 -1 1 )
1 1 -1
Calculer I'inverse de A en utilisant la matrice augmentée.

Exercice 28 :

Soit A =(a; j)1<;,j<n 1a matrice définie par :
aj;j=1 sii#j
a;j=0 sii=j

Calculer A? pour tout p € IN.

Exercice 29 :

1 2 3
Soit A = (0 1 2). Déterminer les matrices X € .#3(R) telles que X2 =A.
0 01

Matrices définies par blocs

Exercice 30 :

A A?
Soit A € 4, (R) et 1a matrice définie par blocs B = ( 0 A

Ecrire par blocs la matrice P(B) a ’aide de P(A) et P'(A).

) € M2, (R). Soit P € R[X] un polynéme fixé.

Exercice 31 :

Soit ¢ une forme linéaire sur ./, (K).
Montrer qu’il existe une unique matrice A € .4, (IK) telle que ¢ : M — tr(A x M).
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