Lycée OZENNE ECGB2
CORRECTIONS EXOS DU COURS

Comparaison des fonctions au voisinage d'un
point-Développements limités Chapitre 6

Corrections exercices types

Exercice 1. exo 6-1
1. Soient f(x) = X2 —3x+2et glx) = x3, montrons que f(x) = o(g(x))
x2-3x+2 o x?

. . 1
Ona lim — = lim == lim —=0.
X—+00 X X—+00 X X—+00 X

Donc f(x) O(g(x))

~VE g2
T e

On pose X = /x alors , X2 =x,X* = x?, qd x tend vers +oo, X aussi.

2. Montrons que e \f (—) Onaé

x% . &
D’ou xl—l»rPooe_\f =limX — +ooe—X =0 par C.C.

1
Donce V¥ = 0(—2).
+00 X

Exercice 2. exo 6-2

In(x)

1. On a ln(x) = 0(\/_) car hm —— = 0 par C.C ou par negligeabilités usuelles, on a ln(x) = o(x“) avec
a=1/2> 0. ©vx

2. Onad’apres le cours que x“ Z 0P, Ya >0, VB >0.
Donciciaveca =3,8=1ona x> = o(e*)

3. On sait d’apres le cours que : In(x) = o(x'12), d’ot1 par opérations sur les négligeables :
(n(x))3 = 0(x3'12) = o(x!4.

4. Ona d’apres le coursque Va >0:

In(x) = 0( L) donciciavec @ =3/2ona:In(x) = o(x 312y,

4
5. Ona lim x*-x*+2= lim x*et lim ﬁ——OparCC
.e

X—+00 X—+00 X—+00 e
Donc x* - x2+2 = o(e*).
+00
3/2 X3/4 2 .
6. = <x enposant X = x“ avec qd x tend vers +oo, X tend aussi vers +oo.
3/2 x3/4
Donc lim > = _lim ——=0parC.C.
x—+00 g¥2  X—too X
N 2
D'oti: x*2 = o(e*).
+0o

2
+1
Exercice 3. ex06-3 Trouver lalimite en —oo de —— qui est une F.I. du type 2.
¥ +1 x? 1 1 , ¥ +1
Onaque ~ (= ) et on sait que lim — =0;dou hm =0.
x5 x—-o00 x5 o0 x3 5

Exercice 4. exo 6-4 x 1
o5 —
— Trouver la limite en 0 de .
Vx
e* -1 X
Ona — =X
VX x—0/x VX
e¥-1
d’ot lim =0.
x—0 X
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1+ 5el/v—1
— Trouver la limite en +oo de T
ln(l + ?)

1 1 11 1
—e!/* — 0donc par équivalentusuel {/1+ —el/*—1 ~ - —el/* ~ ——,
X2 x—00 x2 x—+00 2 x2 x—+00 2 x2

1
Puls—2 — 0dol
X% x—+o0

1 1
Inl+—=) ~
X

2’ oo x2°

1+ie1/x-1
X2 1/2x%) 1

Finalement, par quotient d’équivalents : ~ =—
pard q 1n(1+é) x—+o0 1/x2 2

1+ Hel/x—1

N =

In(1+%)  x—teo

Exercice5. exo06-5 Donnonsle DL auvoisinage de0, al’ordre 2 de f définie sur]—1, +ool, par: f(x) = e 2%\ /1+x.

Il'y a plusieurs méthodes pour trouver le DL en 0 a 'ordre 2 de f soit par DLs usuels (le plus court), soit par la
formule de Taylor-Young (le plus long).

f est de classe C?sur]—-1,+o0l, par produit et composées de fonctions de classe C?%sur]—1,+o0o[ (car 1+ x > 0).

Par DLusuelsenOona:
fx) = (1-2x+2x*+0(x})) x (L + §x— Fx° + 0(x?) = 1+ 3x—ix?—2x—x*+2x* + 0(x?) = 1-3x+5x +0(x?).

Par la formule de Taylor-Young :
2
Ona f(x) = f(0) + xf'(0) + %5 f"(0) + o(x?).

On calcule :
of(0)=1
of'(x)=—2e"2V1+x+ ﬁdon(:of’(O) -3
Puis : ,

[ _ -2 _ e =X o f"
of"(x)=4e " F*V1+x i ﬁdonc f'o) =

Ainsi par Taylor-Young : f(x) =1- §x + 2+ 0(x2)

Exercice 6. exo 6-6

Calculons lim | — — ;)
—0\lx In(1+x)
1 1 In(1+x)—
Ona:— - =

x In(+x) xIn(dQ+x)
Puis par DL usuel en 0 :

In(1+x) = x- %2 +0(x?).
On en déduit que In(1 + x) — x == %2 +0(x?) d’ot1 'équivalent suivant :

Inl+x)—x~ —%2 et xIn(1+x) ~ x2
0 0 )
2

1
Ainsi par quotient d’équivalent: — - ————— ~ -2 =1
patd d x In(1+x) 0 22 2
. 1 1 1
Donclim|——-——|=—-.
—0\x In(1+x) 2

Exercice 7. exo 6-7

1. Par DL usuel en 0, on ale DL al'ordre 2 au voisinage de 0 de f(x) :

f)=x- x —x+o(x2) = —%2 +0(x?).
ex
2. DL al’'ordre 2 au voisinage de 0 de g(x) = Tox- e’ x oy par produit des DL usuels du cours au voisinage
X X
deO:

g(x)§(1+x+x72+o(x2))><(1—x+x2+0(x2))§1+x+x2—2—x—x2+x2+o(x2)§1+x72+o(x2).

3. DLal'ordre 2 au Voisinage de0de h(x) xV'1+ x, par produit des DL usuels du cours :
h(x) X X (1+ - —+0(x2)) =x+X +o(x ).
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Exercice 8. % 6-8 Nature d'une série

1 1
Nature de la série de terme général u, = — —In(1+ —).
n n

1 1
1. « On remarque tout d’abord que V7 = 1, la série de terme général u,, = P In(1+ ;) est positive. Car par un

1 1
argument de concavité on a toujours : In(1+ —) < —
n n

1
2. ¢ Quand 7n tend vers +oo, — tend vers 0, donc on va utiliser le DL usuel du cours pour la fonction logarithme.
n

1
On sait que In(1 + u) ? u—u?/2 + o(u?), dott le DL a l'ordre 2 de In(1 + =) au voisinage de +oco est :
n
1 1 1 12
Inl+-) = ——-—+o(— |.
n +on 2n n
D’outle DL al'ordre 2 au voisinage de +oo de u,, :
b L (1 1 +0(12))_ 1 +0(12) 1
"ton \n 2n? n )| +oo2n2 n )+ 2n?
3. o Orlasérie de terme général 1/n? est une série de Riemann convergente car (a > 1) donc par critere d’équi-
valence des séries a termes positifs, la série de terme général u,, converge.

Exercice9. 4 6-9 Etude locale
Faire I’étude locale complete en 0 de la fonction f définie sur]—1, +oo[, par: f(x) = e 2% /1+ x.

1. o f estde classe C? sur ] — 1, +oo[ par composée et produit de fonctions de classe C? sur | — 1, +ool.
On faitun DL al’ordre 2 en 0 de f, c’est un produit de DL usuels en 0 :

@)= -2x+2x2 +00) x (1+% -2 1 0(x?) = 1-2x+2:2 + % —x2 = £ 1 o(x?)
0 0
fx) = 1- %x+ gxz +0(x?).
2. «D’oli:
y=1- %x estl’équation de la tangente a la courbe représentative Cr dela fonction f au point de coordonnées
0,1).
3. e Deplus, comme: f(x)—(1— %x) = gxz +0(x?) avec % > 0, alors Cy est au-dessus de sa tangente au voisinage
de 0.

Exercice 10. 6-10

1
1. Soitla fonction f définie sur R* par f(x) = e™* + xex.
Montrer que la courbe de f admet une asymptote oblique et préciser la position de la courbe de la fonction
f par rapport a cette asymptote.

On remarque tout d’abord que : lirP e " =0.
X—+00
Puis que quand x tend vers +oo, % tend vers 0.
On va utiliser le DL usuel a 'ordre 2 au voisinage de 0 de e*, donc ici en % cela devient un DL en +o0:

er = 1+1+-L4o(L
oo X 2x? x2 )

.. o 1, 1 1
A1ns1f(x)+;oe x+xx(1+}+ﬁ+o(?))

f(x)+=00e—x+x+1+§+0(%)+=001+x+e‘x+%+0(§)

1
. —X — _ — —X 1 l
Ona lim (e +—2x) Oet f(x)—(1+x) = e +5-+0(35)

Par conséquent la courbe de f admet une asymptote oblique d’équation y = x + 1 au voisinage de +oo.
Et comme au voisinage de +oo, e™* + % > 0, la courbe de f est au dessus de son asymptote oblique au
voisinage de +oo.

1
2. De méme pour la fonction f définie sur ]0, +oo[ par f(x) = x1/1+ —.
X

Quand x tend vers +oo, % tend vers 0.
On va utiliser le DL usuel a I'ordre 2 au voisinage de 0 de v'1 + x, donc ici en % cela devientun DL en +o0:

insi = 1 _ 1 1
A1n51f(x)+_oox><(1+2x 8x2+o(x2)).
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f(x)+(:)ox+%—$+o(%).

1
: _ 1y _ _1 1 4 .
Or, xl—1>I-Poo “ox Oet f(x)—(x+3) = Texto (}) Par conséquent la courbe de f admet une asymptote oblique
d’équation y = x + % au voisinage de +oo.

Et comme au voisinage de +oo, — % < 0,lacourbe de f est en dessous de son asymptote oblique au voisinage
de +oo.

#3 Annexe : régle sur les "o" :
o(x?) +o0(x?) = o(x?)
o(x?) - o(x?) = o(x?%)
k x 0(x?) = o(x?)
x(a+bx+cx?+o0(x?)) sax+ bx? + o(x?)

b 2 2

X
ax®+o(x?)

=a+o(l
x? 0 M
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