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Extrait du programme

Algebre linéaire

A - Compléments sur les espaces vectoriels, les endomorphismes et les matrices

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Produit d’espaces vectoriels, somme de sous-espaces vectoriels

Produit d'un nombre fini d’espaces vectoriels ; dimension dans le cas
ou ces espaces sont de dimension finie.
Somme, somme directe d’'une famille finie de sous-espaces vectoriels.
En dimension finie, base adaptée a un sous-espace vectoriel, a une
décomposition E = EBE i
Si Fq,...,Fp sont des sous-espaces de dimension finie,
p P
dim( )" F;) < )" dim(F;)

. . i=1 i=1 .

avec égalité si et seulement si la somme est directe.

Décomposition en somme directe obtenue par partition d’'une base.

e) Interpolation de Lagrange

Base de K, [X] constituée des polynémes interpolateurs de Lagrange
en n + 1 points distincts de K.

Déterminant de Vandermonde.

Expression d’'un polynéme P € IK,[X] dans cette base.

La somme des polyndmes interpolateurs de Lagrange en n + 1 points
est le polyndéme constant égal a 1.

Lien avec le probleme d’interpolation de Lagrange.




COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS ET LES APPLICATIONS LINEAIRES I. RAPPELS DE SUP

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

I. Rappels de Sup

I.1. Espaces vectoriels, sous-espace vectoriel

Définition 1.1 — Espace vectoriel

Soit £ ensemble muni :

» d’'une loi de composition interne notée « + » : c’est-a-dire, une application: ExE — E
(x,y) — x+y.
Cette loi est aussi appelée addition.

» d’une loi externe notée «.» : c’est-a-dire, une application: KxE — E
A,x) — Aax.
Cette loi est aussi appelée multiplication par un scalaire.

On dit que (£, +,.) est un [K-espace vectoriel (ou K-ev) lorsque :

» La loi de composition interne « + » vérifie :

e Laloi « + » est associative :
V(x,y,z)€E3,(x+y)+z=x+(y+z).

On pourra alors oublier les parentheses et écrire x +y + z.

e Laloi « + » est commutative :
V(x,y)EEz,x+y =y+x.

e Laloi « + » posséde un élément neutre noté Og :
VxeE,x+0g =0 +x =x.
e Pour tout x € E, il existe y € E tel que :
x+y=y+x=0g.

Un tel élément y est unique et est appelé 'opposé de x. On le note —x.
» La loi externe «. » vérifie :

e Laloi «.» est distributive par rapport a ’addition de E :

VAeK, Y(x,y) e E®, A(x+y) = A.x + A.y.
e Laloi «.» est distributive par rapport a ’addition de K :

VA, ) e K2, Vx € E, (A + p).x = A.x + ..

o Pour tout (A, ) € K2 et x eE,ona:
(A x p).x = A (u.x).

o 1 vérifie :
VxeE,1l.x=x.

G. BOUTARD 3 Lycée GAY-LUSSAC



I. RAPPELS DE SUP COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS ET LES APPLICATIONS LINEAIRES

Z® Remarque 1.1

Les éléments de E sont appelés vecteurs et les éléments de IK sont appelés scalaires.

‘¢- Exemple 1.1 - Espaces vectoriels de référence

Notation Espace vectoriel Vecteurs Vecteur nul
nelN* K”» n-uplets (x1,...,%,) ,...,0)
K[X] Polynémes Polynéme nul 0
nelN K,[X] Polynémes de degré <n Polynéme nul 0
(n,p)eIN 2 My, p(IK) Matrices n lignes p colonnes Matrice nulle 0 ou 0, ;,
X+0
* . EX =% (X,E) Fonctions de X dans E Fonction nulle x — 0
E IK-espace vectoriel
I intervalle non vide (I, K) ?‘onctlons de classe € sur [ et Fonction nulle x — 0
n € INuU {oo} a valeurs dans K
KN Suites (u,),cw a valeurs dans K Suite nulle (0),eN

— i Exercice 1.1 - Deux relations #riviales a connaitre

Soit E un K-espace vectoriel.

1. Soit x € E. Montrer que 0.x =0g.
2. Soit A € K. Montrer que A1.0g =0f.

Résolution

1. Par distributivité, on a :
0.x=(0+0).x=0.x+0.x.

On ajoute de chaque c6té —0.x. Il vient :

0.x=0g.

2. Par distributivité, on a :
A.0g =1.0g +0g)=A1.0g + 1.0g.

On ajoute de chaque coté —1.0g. Il vient :

A.0g =0g.

- ’ . 3 3 3 3 2, 3
Définition 1.2 - Combinaison linéaire
Soit £ un K-espace vectoriel.

Une combinaison linéaire est une expression de la forme
A.ui+Ag.ug+---+ An.un

avecn € N*, A4,...,A, des scalaires et u1,...,u, des vecteurs de E.

: *
Soient n € N™ et uy,...,u, des vecteurs de E.
Une combinaison linéaire des vecteurs u1,...,u, est une expression de la forme

A.u1+As.ug +---+/ln.un

avec Aq,...,A, des scalaires.

PSI 2025 — 2026 4 G. BOUTARD



COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS ET LES APPLICATIONS LINEAIRES I. RAPPELS DE SUP

—— @) Théoréme 1.1 - Caractérisations des sous-espaces vectoriels

Soit E un K-espace vectoriel.
On a I’équivalence : F' est un sous-espace vectoriel de E si, et seulement si, les trois poins suivants sont
vérifiés :

» Festinclusdans E : FcE.

» Le vecteur nul de E appartient a F : Og € F.

» Stabilité par combinaison linéaire :

V(u,v)e FxF, VAelK, Au+veF.

» 2 P Un sous-espace vectoriel est une partie non vide et stable par combinaison linéaire d’un espace vectoriel.

°¢- Exemple 1.2
Les ensembles {0g} (appelé espace nul) et E sont des sous-espaces vectoriels de E. On les appelle sous-espaces

vectoriels triviaux de E.

Z® Remarque 1.2

Le vecteur nul appartient toujours a un sous-espace vectoriel.

—— Corollaire 1.1

Un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel.

— [E) Méthode 1.1

Pour montrer qu'un ensemble est un espace vectoriel, on montre qu’il s’agit d'un sous-espace vectoriel d'un

espace vectoriel de référence.

— Y Exercice 1.2

Montrer que F = {(x, y,2) € R3 |x +2y+z=x+y—-3z= 0} est un espace vectoriel. Interpréter géométriquement

cet ensemble.

Résolution

Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de R3.
» Ona:FcR3.
» Ona:(0,0,00)eF car0+2x0+0=0+0-3x0=0.

» Soient (x1,y1,21)€F, (x9,y9,29)e F et L€ R.
Ona: A.(x1,y1,21) +(x9,y9,29) = (A x x1 +x9,A X y1 + y2,A x 21 + 2z9). De plus,

Axx1+x9+2(Axy1+y2)+Axz1+29=Ax(x1+2y1 +21)+x2+2y9+29.
Or (x1,y1,21) € F et (x9,y9,29) € F. Donc, x1 +2y1 +21 =0 et x9 + 2y9 + 29 = 0. Dot
Axx1+x2+2Axy1+y9)+Axy1 +y9=0.
De méme, comme (x1,y1,21) € F et (x9,y2,29) € F,

Axx14+x2+Axy1+y9—3(Axz1+29)=Ax(x1+y1—321)+(xg+y2—329)=0.
=0 =0

Ainsi, A.(x1,y1,21) + (x9,y9,29) € F.
F est un sous-espace vectoriel de R3. Par conséquent, c’est un espace vectoriel.
Il s’agit de l'intersection de deux plans vectoriels distincts, donc une droite vectorielle.

G. BOUTARD 5 Lycée GAY-LUSSAC




I. RAPPELS DE SUP COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS ET LES APPLICATIONS LINEAIRES

— Y Exercice 1.3

Montrer que F = {(un)nE]N € IR]N|(un)n€1N converge vers 0} est un espace vectoriel.

Résolution

Montrons que F est un sous-espace vectoriel de RN,
» Ona:FcRY
» La suite nulle converge vers 0 donc celle-ci appartient a F'.

» Soient (up)yeN €F, Wn)peweF et LeR.
Par définition, A.(un)peN + Wn)pelN = (A X upn +0n),eN est une suite.
De plus, par opération sur les limites, A x u, + vy, 0. Donc, A.(up)pelN + (WnlneN €F.

n—+oo

F est un sous-espace vectoriel de RN, Cest un espace vectoriel.

‘¢- Exemple 1.3

Le théoreme 1.1 page 5 permet aussi de montrer qu'un ensemble n’est pas un sous-espace vectoriel.
Par exemple, 'ensemble {(x,y) € R2lxx y = 1} n’est pas un sous-espace vectoriel de R? car il ne contient pas le
vecteur nul (0,0).

Définition 1.3 - Intersection et union d’ensembles

Soit X un ensemble.

On considere A et B deux parties de X.

» On note :
AnB={xeX|xecAetxeB} «A inter B ».

Soit x € X. On a I’équivalence :
x€eANB <= «xeAetxeB.

» On note :
AuB={xeX|x€AouxeB}  «A uUnionB».

Soit x € X. On a ’équivalence :
x€eAUB <= xe€AouxeB.

On considere (A;);c; une famille de parties indexée par un ensemble 1.

» On note :
(Ai={xeX|Viel,xcA;} «intersection des A; ».
iel
Soit x € X. On a I’équivalence :
xe[A; < Viel,xeA,.
el
» On note :
UAiZ{xEleliEI,xEAi} «Union des A; ».
iel
Soit x € X. On a ’équivalence :
xel|JA; < 3Fiel,xcA;.

iel

PSI 2025 — 2026 6 G. BOUTARD



COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS ET LES APPLICATIONS LINEAIRES I. RAPPELS DE SUP

/® Remarque 1.3
Avec les notations précédentes,
AcAUB, BcAUB et Viel,A;c|JA,,
el
de plus,
ANBcA, AnBcB et Viel,[)A;cA;.

iel

~—— @) Théoréme 1.2 - Intersection de sous-espaces vectoriels

Soit E un K-espace vectoriel. Toute intersection de sous-espaces vectoriels de E est un espace vectoriel.

Démonstration

Soit I un ensemble d’indices et (F;);cs des sous-espaces vectoriels de E. On note F = [ | F;.

» Pour toutiel, F; cE,donc, FcE. el

» Pour tout i€ I, Og € F';, donc, Og € F.

» Soient (u,v) € F x F et 1 € K. Alors, pour tout i € I, (u,v) € F; x F;. Or, pour tout i € I, F; est un sous-espace vectoriel de E, donc
Au+veF;.Dou, Au+vekF.

Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de E. o

f Attention — En général, 'union de sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace vectoriel

Donnons un contre-exemple : on note E = R? et on considere F; = {(x,y) € E|y = 0} et Fs = {(x,y) € E|x = 0} deux
sous-espaces vectoriels de E.
Les vecteurs x1 =(1,0) et x2 = (0, 1) appartiennent a F'1 UF9 mais x1 +x9 =(1,1) ¢ F1 UFo.

Fy
x=x1+x2¢ F1UF,
X2 €F1UFy [ -------- 1tx2 & Ul
S
0,0 x1€ F1UFy

— Y Exercice 1.4

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’'un espace vectoriel E.
Montrer que F UG est un sous-espace vectoriel de E si, et seulement si, FcG ou G F.

Résolution

(<) On suppose que F' c G ou G c F. Montrons que F UG est un sous-espace vectoriel de E.

» Supposons que F' < G. Dans ce cas, F UG = G est un sous-espace vectoriel de E.

» Supposons que G c F. Dans ce cas, F UG = F est un sous-espace vectoriel de E.

Dans les deux cas, F UG est un sous-espace vectoriel de E.

(=) On raisonne par contraposée. On suppose que F ¢ G ou G ¢ F. Montrons que F UG n’est un sous-espace vectoriel de E.

G. BOUTARD 7 Lycée GAY-LUSSAC



I. RAPPELS DE SUP COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS ET LES APPLICATIONS LINEAIRES

x=x1+x2¢FUG

Comme F ¢ G, il existe x1 € F' tel que x1 ¢ G.
De méme, comme G ¢ F, il existe x9 € G tel que x9 ¢ F'.
Notons x = x1 + x9. Montrons par I'absurde que x ¢ FUG.

» Supposonsquex€F.Ona:xg=x—x1avecxeF etx1eF.

Comme F' est un sous-espace vectoriel de E, on sait que x9 € F'. Contradiction.
» Supposons que x€G.Ona:xy1=x—-x9 avecx€G et x9 €@G.

Comme G est un sous-espace vectoriel de E, on sait que x1 € G. Contradiction.

Il existe donc deux vecteurs x1 et x9 de F UG tels que x1 +x2 ¢ FUG.
Done, F UG n’est pas un sous-espace vectoriel de E.

~— @ Théoréeme 1.3

Soit E un K-espace vectoriel et &% = (u1,...,u,) une famille de vecteurs de E.
On note Vect(u1,...,u,) ou Vect(%) 'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs uq,...,u, :

n
Vect(u1,...,un) = Vect(F) = 1 Y Ap.aue|(Aa,..., An) € K"
k=1

Cet ensemble est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration

On utilise le théoréme 1.1 page 5 :
» Comme E est un IK-espace vectoriel, toute combinaison linéaire de vecteurs de E appartient a E, donc Vect(u1,...,un)cE
» En prenant A1 =---=1,=0,ona:
n
O = Z Ap.up€E
k=1
» Soient (u,v) € Vect(uy,...,un) x Vect(uq,...,uy) et 1€ K.
Par définition de Vect(u1,...,uy), il existe (A1,...,4,) € K™ et (u1,...,un) € K™ tels que :

n n
u= Z/lk.uk et v:kzll.tk.uk.

k=1
D’ou,
n
Adu+v= Z (AxAp +up).up € Vect(uq,...,uzn).
k=1 H—J
eK
Ainsi, Vect(Z) est un sous-espace vectoriel de E. O

,_ Y Exercice 1.5

Soit E un K-espace vectoriel et & =(u1,...,u,) une famille de vecteurs de E.

Montrer que Vect(u1,...,u,) est I'intersection des sous-espaces vectoriels de E qui contiennent les vecteurs
(u1,...,Un).

Résolution

On note F lintersection des sous-espaces vectoriels de E qui contiennent les vecteurs u1,...,un.
Par le théoréme 1.2 page 7, F' est un sous-espace de E.
De plus, par définition de F, pour tout i € [1,n], u; € F.

PSI 2025 — 2026 8 G. BOUTARD



COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS ET LES APPLICATIONS LINEAIRES

1. RAPPELS DE SUP

Dongc, par stabilité par combinaison linéaire, toute combinaison linéaire de u1,...,u, appartient a F. D’ou,

Vect(u1,...,up)cF.

D’autre part, par le théoréeme 1.3 page 8, on a montré que Vect(u1,...,u,) est un sous-espace vectoriel de E. De plus, les vecteurs
ui,...,un appartiennent a Vect(u 1,...,un).
Donc,

F cVect(ut,...,un).
<@ Remarque 1.5

Cet exercice montre que Vect(u1,...,u,) est le plus petit sous-espace vectoriel de E qui contient u1,...,u, : autrement dit, si H est
un sous-espace vectoriel de E qui contient u1,...,uy, alors Vect(u1,...,up) < H.

Définition 1.4 - Espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs

Soit E un K-espace vectoriel et & = (u1,...,u,) une famille de vecteurs de E. Lensemble Vect(u1,...,u,) est
appelé espace vectoriel engendré par uq,...,u,.

‘¢- Exemple 1.4

» Soit £ un KK-espace vectoriel.
Siui €k, alors

Vect(uq1) = {Al.u1|/11 € ]K} .

)\1.u1

Si (uq,uz) € E2, alors

Vect(u1,u9) = {Al.ul + lz.uzl(/ll,/lz) € ]KZ}.

u = )\1.71/1 + )\2.u2

G. BOUTARD
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I. RAPPELS DE SUP COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS ET LES APPLICATIONS LINEAIRES

» Soit n € IN. Dans R[X], 'espace vectoriel engendré par 1,X,...,X" est R,[X].

010
» Onnote A=|0 0 1|e.#3(R).Ona:
000
Aopoy
Vect(I3,4,A%) =40 A pl|lA,uyeR?
00 A

— Y Exercice 1.6

Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels.
1. F1={(a,a+b,2b)|(a,b) e R?}.

a+c -b c
2. Fy = b a—-2c -b (a,b,c)GIRS
c b a+b

3. F3 l'ensemble des solutions de 'équation différentielle y” —3y' +2y =0.

Résolution

1. Ona:
Fi= {a.(1,1,0)+b.(0,1,2)|(a,b) € IR2} =Vect ((1, 1,0),(0,1,2)].

Donc, F1 est un sous-espace vectoriel de R3.
2. Ona:

0o 1 1 1 0 O 0 1

Donc, Fg est un sous-espace vectoriel de .#3(RR).

sont les fonctions :
x— Axe2* +puxet.

Donc, en notant <p:x~>e2x ety:x—e*, ona:
F3 =Vect(p,v).

Donc, F3 est un sous-espace vectoriel de €°°(IR,R).

0 -1 0 1 0 1 0 -1
Fo={al3+b.|1 0 -1|+c.l0 -2 0 (@,b,c)eR3 } =Vect|I3,[1 0

3. Les solutions de I’équation caractéristique r2-8r+2=0sont 1 et 2. Donc, les solutions de 'équation différentielle y"' —3y' +2y =0

0y (1 0 1
-1f,1 o -1]].
1/l 1 1

“/® Remarque 1.6

Soit E un K-espace vectoriel et  un vecteur non nul de E. L'ensemble Vect(u) est noté Ku.

— E% Méthode 1.2 - Reconnaitre un « Vect » pour montrer qu’un ensemble est un sous-espace vectoriel

Dans l'exercice précédent, I'idée est toujours la méme. En effet, les éléments des trois ensembles F; sont
définis par leur expression (on connait «la forme » des vecteurs). Dans ce cas, repérer un sous-espace vectoriel
engendré est trés simple et évite d’utiliser le théoréeme 1.1 page 5.

L'autre intérét réside dans le fait que cette technique donne une famille génératrice (Définition 1.8 page 16) de
Pespace.

~—— @) Théoréme 1.4 - Propriétés des « Vect »

» Soit (u1,...,u,) une famille de vecteurs d’'un K-espace vectoriel E. L'espace vectoriel engendré par les
vecteurs u1,...,Uu, ne change pas lorsqu’on effectue sur les vecteurs de la famille I'une des opérations
suivantes :

(i) changer 'ordre des vecteurs,

PSI 2025 — 2026 10 G. BOUTARD
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(i1) multiplier un vecteur par un scalaire non nul.
(iii) ajouter a un vecteur une combinaison linéaire des autres vecteurs.

(iv) supprimer un vecteur qui est combinaison linéaire des autres.

> Egalité importante : Soient u1,...,up,up1,...,U, des vecteurs d’'un IK-espace vectoriel E. On a :
Vect(uq,...,up,Uks1,...,Un) = Vect(u,...,up)+ Vect(upi1,...,Un).

Voir page 45 pour la définition de la somme Vect(u1,...,ur)+ Vect(ugi1,...,Un).

Démonstration
»
(i) Conséquence de la commutativité de 'addition.
(i) Soit pu# 0. Montrons que Vect(uy,ug,...,u,) = Vect(p.ui,ug,...,uy).
Soit x € Vect(u1,ug,...,un). Il existe (11,...,14,) € K" tel que :

n
+ ) Aju; € Vect(uug,ug,...,un).
=2

n A
x= Z Aju;g =,u.(—.u1
i=1 B

Donc,
Vect(uy,u9,...,un) c Vect(p.u,ug,...,up).

Soit x € Vect(p.u1,ug,...,un). Il existe (A1,...,A,) € K" tel que :

n n
x=A1.(pup)+ Y Ajui =g x@.ur+ Y A;.u; € Vect(uy, ug, ..., up).
i=2 =2

Donc,
Vect(uy,ug,...,un) > Vect(p.uy,ug,...,uz).

(iii) Clair.
(iv) Pour simplifier les notations, on renumérote les vecteurs et on suppose que u1 est combinaison linéaire de ug,...,u, (cela est
justifié par le point (i)).
Ona:uy=pg.ug+-+Up.un.
On a clairement Vect(ug,...,u,) < Vect(uq,u,...,un).
Soit x € Vect(u1,u9,...,un). Il existe A1,...,A, dans K tels que :

x=A1.u1+Ag.ug+ -+ Ap.up = 11.(/.12.11,2 +---+/Jn.un) +Ao.ug+-+-+ Ap.up € Vect(ug,...,up).

Ainsi,
Vect(ug,...,uy)=Vect(ui,ug,...,un)
» Un vecteur de Vect(uy,...,up)+ Vect(up,1,...,un) est la somme d’une combinaison linéaire des vecteurs u1,...,up et d'une combi-
naison linéaire des vecteurs up1,...,un. Il s’agit donc d'une combinaison linéaire des vecteurs uy,...,un,.

Donc,
Vect(uy,...,up)+ Vect(upy1,-..,un) < Vect(uy,...,up).

Linclusion réciproque est justifiée par 'égalité :

n k n
Zli-uizzii'ui‘F Z Ajug.
i=1 i=1 i=k+1

G. BOUTARD 11 Lycée GAY-LUSSAC
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I.2. Base d’un espace vectoriel

Définition 1.5 - Famille libre
Soient E un -espace vectoriel et & = (u1,...,u,) une famille de vecteurs de E.
» On dit que la famille & est libre lorsque : pour tout (14,...,A,) € ,

n
Z Ap.up =0 =— [Vk €[1,n], Az = 0].
k=1

On dit également que les vecteurs u1i,...,u, sont linéairement indépendants.

» Lorsque la famille & n’est pas libre, on dit qu’elle est liée ou que les vecteurs u,...,u, sont linéairement
dépendants.

— R Proposition 1.1

Soient E un K-espace vectoriel et (u1,...,u,) une famille de vecteurs de E. On suppose que la famille (u1,...,u,)
est libre.

n
Alors, pour tout vecteur v € Vect(u1,...,uy), il existe (11,...,1,) € K" unique tel que v = Z Aiu;.
i=1

P 2 D Tout vecteur de Vect(u1,...,u,) sécrit de maniére unique comme une combinaison linéaire des vecteurs
Ul,...,Up.

Démonstration

n
Soit v € Vect(u1,...,un). Par définition, il existe (11,...,1,) € K" tel que v = Z Aju;.

=1
n
Pour montrer I'unicité, on suppose qu'il existe (i1, ..., ) € K" tel que v = ) p;.u;. Montrons que, pour tout i € [1,n], A; = y;.
i=1
On remarque que :
n n n
Og=v-v= Z Ajui— Z Wiu; = Z(/li —Ui).uj.
i=1 =1 i=1
Par liberté de la famille (u1,...,uz), pour tout i € [1,n], A; — u; = 0. Autrement dit, A; = ;. ]

~— [E} Méthode 1.3

» Pour montrer qu'une famille de vecteurs (u1,...,u,) est libre, on considére une combinaison linéaire
quelconque de ses vecteurs qu’on suppose nulle.
Pour cela, on écrit toujours : « Soit 11,...,1, dans K tels que A.uj+---+1,.u, =0 ». Cest notre hypothese
(H).
On montre alors qu’on aboutit a4 la conclusion (C) : A1 =--- = A, =0 (tous les scalaires sont nuls).
Pendant la démonstration de (H) = (C), on peut utiliser les définitions et propriétés des vecteurs u; ou des
théoremes.

» Pour montrer qu'une famille de vecteurs est liée, il suffit de trouver une combinaison linéaire nulle de ses
vecteurs dont les scalaires sont non tous nuls.

— Y Exercice 1.7

Dans C? on considére les vecteurs u1=(1,1,1), ugs =(1,0,2), ug =(0,1,2). Montrer que la famille (x1,u9,us) est
libre.
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COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS ET LES APPLICATIONS LINEAIRES I. RAPPELS DE SUP

Résolution
Soit A1, A9 et A3 trois nombres complexes. On suppose que :
A1.u1+Ag.ug+A3.ug =(0,0,0).

On obtient alors le systeme :

A+ Ag = 0
A1+ + A3 = 0
A1+ 20 + 213 = 0.

Apres résolution du systéeme linéaire, on obtient, 11 = 19 = A3 = 0. Donc,

la famille (u1,ug,u3) est libre.

— Y Exercice 1.8

Dans E = Z(IR,R) on considere les vecteurs u1 = sin et ug = cos. Montrer que la famille (u1,u2) est libre.

Résolution

Soit 11 et A9 deux réels. On suppose que :

A.ui+Ag.ug =0, (I.1)

ot 0 est 1a fonction nulle. On évalue (I.1) en 0. On obtient alors A9 =0.
D’ou, A1.u1 =0. Or, la fonction sin n’est pas la fonction nulle. Donc, 11 = 0. Ainsi,

la famille (u1,u2) est libre.

,_ Y Exercice 1.9

Soit E un K-espace vectoriel.

1. Soit (u1,u9,us) une famille libre de E. On pose vy =uj +ug, va=ui+us et vg=ug+us. Etudier la liberté
de la famille (v1,ve,v3).

2. Soit (u1,u9,us,uys) une famille libre de E. On pose vi =u1+ug, Vg =ui+ug et vg=ug+us et vy =usg+uqy.
Etudier la liberté de la famille (v1,v2,vs3,v4).

Résolution

1. Soit (A,u,v) € R tel que :
Avy+pvg+v.wg=0g.
D'ou,
A+wur+A+v)ug+(u+v).ug=0g.

A+u=0
A+v=0

pn+v=0.

Or, la famille (u1,u9,ug) est libre. Donc,

Apres résolution, A =u=v=0.
La famille (v1,vg,v3) est libre.

2. Ona:vi+vg=ui+ug+ug+ug=vg+vsg.Dou,vi+vg—v9—v3=0g.
On a trouvé une famille de scalaires (11,12,13,14) =(1,—1,—1,1) non tous nuls vérifiant

A1.v1 +A2.v9 + A3.v3 + A4.v4 =0F.

La famille (vq,v9,v3,v4) est liée.
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I. RAPPELS DE SUP COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS ET LES APPLICATIONS LINEAIRES

Définition 1.6 — Vecteurs colinéaires

Soient £ un K-espace vectoriel et u et v deux vecteurs de E.

On dit que u et v sont colinéaires lorsque :
INeK,u=Av ou FJuel, v=_p.u.

Autrement dit, z est un multiple de v ou lorsque v est un multiple de u.

— Y Exercice 1.10

Soient E un IK-espace vectoriel et u et v deux vecteurs de E.
Montrer que u et v sont colinéaires si, et seulement si,

v=0g ou dleKu=Awv.

Résolution

(=). On suppose que u et v sont colinéaires. On sait alors que :

NeK,u=Av ou FpeK,v=p.u.
On raisonne par disjonction de cas :
e Cas1:v=0g, et c’est terminé.
e Cas2:v+#0g.
Par hypothése,ona u =A.v ouv = p.u.
Si la premiére égalité est vraie, alors c’est terminé.
1
Si la seconde égalité est vraie, alors u+ 0 (car v #0) et u = —.v et c’est terminé.
(<) On suppose que
v=0f ou 3INeK,u=Av.

En posant y =0, on a montré que u et v sont colinéaires.

Z® Remarque 1.7

Il ne faut pas oublier la condition v = Og ! En effet, dans ]R2, les vecteurs u =(1,0) et v =(0,0) sont colinéaires mais il n’existe pas de
scalaire « tel que u = a.v.

— R Proposition 1.2

Une famille composée d’au moins un vecteur nul est liée.
Une famille composée d’un seul vecteur non nul est libre.

Une famille composée de deux vecteurs non colinéaires est libre.

L

Si une famille est liée, alors un des vecteurs de la famille peut s’écrire comme une combinaison linéaire des
autres.

Démonstration

1. Soit (u1,...,un,0F) une famille de E. On a :
Oui+--+0.u,+1.05 =0g.
Donc, (u1,...,un,0F) est liée.
2. Soit u # 0 dans E. On suppose qu’il existe 1 € E tel que A.u =0g.
On sait alors que A =0ou u =0g.
Comme u#0,ona:A=0.
Donc, la famille (u) est libre.
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3. Soient u,v deux vecteurs non colinéaires de E. On suppose qu’il existe (1, ) € K2 tel que :

Au+pv=0g.

Par I'absurde, on suppose que A # 0, alors u = — % .. Contradiction : u et v sont non colinéaires.
Donc, A =0, d’ou, p.v =0g.

Donc, p=0etv=0g.

Comme u et v sont non colinéaires, v # 0g, donc, £ =0.

Ainsi, (u,v) est libre.

4. On sait qu’il existe 11,...,1, des scalaires et ig € [1,n] tel que :
Aipg 20 et Aqui+---+Az.un=0g.
A
En notant yj, = ——k, ona:
ig

n
Uig= ) Hp-Up-
k=1
k+#ig

— Y Exercice 1.11

Soient (u1,...,u,) une famille libre d’'un K-espace vectoriel E et v un vecteur de E. La famille (u1,...,u,,v)
est libre si, et seulement si, v ¢ Vect(u1,...,u,).

Résolution

n
(=) Montrons la contraposée. On suppose que : v € Vect(u1,...,up). Il existe alors (11,...,4,) € K" tel que : v = Z Ap.up. Dou,

k=1
n
v+ Z (=Ap).up =0g
k=1
On a donc trouvé une combinaison linéaire nulle des vecteurs u1,...,un,v dont les scalaires sont non tous nuls. La famille (u1,...,u,,v)
est liée.

(<) On suppose que v ¢ Vect(u1,...,un).
n
Soit (4, A1,...,A4,) € K" tel que A.v+ Y Ap.up =0g.
k=1
. o A L.
Par ’'absurde on montre que A =0. Si A # 0, alors v = Z (_T) .up €Vect(uy,...,un). Contradiction avec v ¢ Vect(u1,...,uz).
k=1
n
Donc, A =0, puis Z Ap.up =0g. Or, la famille (u1,...,uy,) est libre, donc Ay =--- =1, =0.

Ainsi, la famille la famille (u1,...,un,v) est libre.

— R Proposition 1.3

1. Toute sous-famille d’'une famille libre est une famille libre.

2. Toute sur-famille d’'une famille liée est une famille liée.

Démonstration

1. Soit (u1,...,uy) une famille libre. On en extrait une famille de p € [1,n —1] vecteurs. Quitte & renuméroter les vecteurs, on considere
la famille (u1,...,up).
Soit (A1,...,Ap) € KP tel que Aq.uq+---+ Ap.up =0g. On se ramene a une combinaison linéaire nulle des vecteurs u1,...,un :

Og =A1ur+-+Apup=~Arur+-+Ap.up+0upi1+---+0.up.

La liberté de la famille (u1,...,uy) implique que A1 =--- = A,. Ainsi, la famille (u1,...,up) est libre.
2. Clair. =
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I. RAPPELS DE SUP COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS ET LES APPLICATIONS LINEAIRES

Définition 1.7 - Famille de polynomes échelonnée en degré

On dit qu'une famille (Py,...,P,) de polynomes non nuls de K[X] est échelonnée en degré lorsque :

0 < deg(Py) < deg(P1) < --- < deg(Py).

~— € Théoréme 1.5

Une famille (Py,...,P,) de polynomes non nuls de IK[X] échelonnée en degré est libre.

Démonstration

On procede par récurrence. Pour tout n € IN, on note #, : «une famille (Py,...,P;) de polyndmes non nuls de IK[X] échelonnée en
degré est libre ».

Initialisation. n = 0. Soit (P) une famille de polyndmes non nuls échelonnée en degré. Alors, 0 < deg(Pg). Donc P # 0. Ainsi, la
famille (Pg) est composée d’un seul vecteur non nul, c’est une famille libre : # est vraie.

Hérédité. soit n € IN. Supposons #7, vraie et montrons que %, ;1 est vraie.

Soit (Py,...,Pn,Pp+1) une famille de polynéme échelonnée en degré. La famille de polynomes (Py,...,P,) est alors échelonnée en degré.
Par hypothese de récurrence, la famille (Py,...,Py) est libre.

De plus, pour tout % € [0,n], deg(Pp,+1) > deg(Pp).

Donc, P,,+1 ¢ Vect(Py,...,Pp).

On en déduit que la famille (Py,...,P,,P,+1) est libre (voir exercice 1.11 page 15) : /7,1 est vraie. Ce qui achéve la récurrence. O

Définition 1.8 - Famille génératrice

Soit E un IK-espace vectoriel et & = (uq,...,u,) une famille de vecteurs de E.

On dit que la famille (u1,...,u,) est une famille génératrice de E lorsque E = Vect(u1,...,uy).
D P P Tout vecteur de E s’écrit comme combinaison linéaire des vecteurs (ui,...,un) :
n
YueE,IA1,...,1,)e K" u= Z Ap.Up.
k=1

On dit aussi que la famille & engendre E.

— R Proposition 1.4

Toute sur-famille d’'une famille génératrice est une famille génératrice.

Définition 1.9 - Base

Soit E un IK-espace vectoriel et & = (u1,...,u,) une famille de vecteurs de E.

On dit que la famille (u1,...,u,) est une base de E lorsqu’elle est libre et génératrice de E.

“/® Remarque 1.8

Un méme espace vectoriel peut posséder plusieurs bases.

— Y Exercice 1.12

1. Donner différentes bases de K2.
2. Donner différentes bases de K”.

3. Donner différentes bases de IK,,[X].
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Résolution

1. Les familles ((1,0),(0,1)) et ((1,0),(1,1)) sont des bases de K2,

En effet, elles sont composées de 2 = dim(IK2) vecteurs non colinéaires de IK2.

2. On note :
e1=(1,0,...,0), e2=(0,1,0,...,0) ... ep=(0,...,0,1).
On note également :
€1=(1,0,0...,0), e9=(1,1,0...,0), £3=(1,0,1,0...,0) ... &p=(1,0,...,0,1),
et
u1=(1,0,0...,0), ug=(1,1,0...,0), ugz=(1,1,1,0...,0) ... wu,=(1,...,1),

La famille (eq,...,en) est la base canonique de K”.

Montrons que (£1,...,&n) est une base de IK". Soit (A1,...,1,) € K" tel que :
A1+ +An.en =(0,...,0).

En travaillant coordonnée par coordonnée, on a :

AM+tdn = 0
Ao = 0
An = O

On en déduit que A1 =---=1, =0.
Donc, la famille (¢1,...,£,) est libre. Elle est de plus composée de n = dim(IK™) vecteurs de K”.
Par la proposition 1.5 page 23,

(e1,-..,€n) est une base de K".

Montrons que (u1,...,uy,) est une base de IK". Soit (11,...,1,) € K™ tel que :
Ap.ug+-+Apin =(0,...,0).

En travaillant coordonnée par coordonnée, on a :

AM+-+A = 0

Ag+-+A, = 0

Ap—-1+An = 0

An = 0
On en déduit que A1 =---=1, =0.
Donc, la famille (u1,...,uy) est libre. Elle est de plus composée de n = dim(IK") vecteurs de IK”.
Par la proposition 1.5 page 23,

(u1,...,un) est une base de K".

~— € Théoréme 1.6

Soient E un IK-espace vectoriel et & = (uq,...,u,) une famille de vecteurs de E.

La famille & est une base de E si, et seulement si, tout vecteur de E s’écrit de maniéere unique comme une
combinaison linéaire des éléments de & :

n
VueE,3N1,...,0) e K" u=) Ap.up.
k=1
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Démonstration

Llexistence vient du caractére générateur de la famille (Définition 1.8 page 16).
Llunicité vient de la liberté de la famille (Proposition 1.1 page 12). o

“® Remarque 1.9

Lexistence des scalaires 1; est assurée par le caractére générateur de la famille (u1,...,u,).
L'unicité des scalaires 1;, est assurée par le caractere libre de la famille (u1,...,u,).

Définition 1.10 — Coordonnées d’un vecteur dans une base
Soient E un IK-espace vectoriel, 8 = (e1,...,e,) une base de E et u € E.

n
On appelle coordonnées de u dans la base % 'unique n-uplet (11,...,1,) € K" tel que x = Z Ap.ep.
k=1

¢- Exemple 1.5

On note E = K,[X]. La famille de polynémes non nuls 28 =(1,X,...,X") est échelonnée en degré. Par le théoréme
1.5 page 16, c’est une famille libre de E. De plus, elle engendre IK,,|X]. C’est une base.
n

Les coordonnées d’un polyndome P = Z ap X k dans la base % sont ses coefficients (ag,a1,...,an).
k=0

I.3. Dimension d’un espace vectoriel et rang d’une famille de vecteurs

Définition 1.11 — Dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel.

» On dit que E est de dimension finie lorsque E posséde une famille génératrice finie.

» Dans le cas contraire, on dit que E est de dimension infinie.

‘¢~ Exemple 1.6 - Espaces vectoriels de référence

1. K" est de dimension finie. Une famille génératrice finie est sa base canonique (e1,...,e,) ol :
e1=(1,0,...,0), e9=(0,1,0,...,0), ... ,e,=(0,...,0,1).

2. My p(K) est de dimension finie. Une famille génératrice finie est sa base canonique (E; ;)1<i<, ou E; ; est la
1sj<sp
matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui en position ligne i colonne j qui vaut 1.

3. K,[X] est de dimension finie. Une famille génératrice finie est sa base canonique (1,X,...,X").
4. K[X] est de dimension infinie. Montrons-le par I'absurde.
On suppose qu’il existe une famille génératrice finie (Pq,...,P,) de K[X].

On note N = max(deg(P1),...,deg(P,)). Tout polynéme de Vect(P1,...,P,) est alors de degré inférieur ou égal a
N

Dou XN+ e K[X] et XN+ ¢ Vect(Py, ..., Py).
Donc, K[X]# Vect(Pq,...,P,) : contradiction (la famille (P1,...,P,) est supposée génératrice de K[X]).
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/® Remarque 1.10

Dans la définition d’espace vectoriel de « dimension finie », on ne définit pas ce qu’est la « dimension » d'un espace
vectoriel.

Pour aboutir a cette définition, on commencer par montrer deux propriétés : si E est un espace de dimension finie et
siE #{0g},

¢ alors il existe des bases de E.

o alors toutes les bases de E possédent le méme nombre de vecteurs.

Existence des bases

— Lemme 1.1

Soient E un K-espace vectoriel et ¢4 une famille génératrice finie de E.

Si % est une famille libre de E, alors on peut compléter % en une base de E en utilisant des vecteurs de 4.

Démonstration
Donnons une démonstration algorithme de ce résultat. On note o = F = (u1,...,u,) et ¥ =(g1,...,8p).
Etape 1:
o Cas 1 :si g appartient a Vect(u1,...,up), alors on ne compleéte pas la famille (u1,...,un) et on pose F1 = .
e Cas 2 :si g1 n’appartient pas a Vect(u1,...,up) alors (voir exercice 1.11 page 15) la famille (u1,...,up,g1) est libre. On pose alors

91 = (u17"';un’g1)-
Dans les deux cas, la famille &7 est libre.
Etape 2 : on recommence 1’étape précédente avec g9

o Cas 1:si g9 appartient a Vect(1), alors on ne compléte pas la famille &1 et on pose %9 = F1.

e Cas 2:si g9 n'appartient pas a Vect(%7) alors (voir exercice 1.11 page 15) la famille %9, composée des vecteurs de F1 et g9, est
libre.

Dans les deux cas, la famille 9 est libre.

On continue ainsi de suite jusqu’a avoir tester tous les vecteurs de ¢. Cette procédure s’arréte car ¢4 contient un nombre fini de
vecteurs et, par construction, la famille %, obtenue a la fin de l'algorithme :

o est libre,
o est composée uniquement des vecteurs de F et des éventuels vecteurs de ¢ qui ont été ajoutés.

De plus, toujours par construction, Vect(%,) contient les vecteurs g1,...,gp. D’ou,
E =Vect(g1,...,8p) = Vect(Fp) <E.

Donc, E = Vect(Fp) : la famille &, engendre E.

Ainsi, la famille &, engendre E et est libre, c’est une base et cette base est composée des vecteurs de & et des éventuels vecteurs de ¢4
qui ont été ajoutés. m}

~— @) Théoréeme 1.7 - Théoréme de la base incomplete

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non réduit a {0g}.
Toute famille libre de E peut-étre complétée en une base de E.

Démonstration

Soit & une famille libre de E.
Comme E est de dimension finie, il existe ¢ une famille génératrice de E.
I suffit alors d’appliquer le lemme 1.1 page 19. o

~— @ Théoréeme 1.8

Tout espace vectoriel de dimension finie non réduit a {0g} possede une base.
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Démonstration

Par hypothése il existe u un vecteur non nul de E. La famille () est donc libre (car composée d'un seul vecteur non nul). On applique
alors le théoreme de la base incompléte pour obtenir une base de E. o

~— @) Théoréme 1.9 - Théoréme de la base extraite

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non réduit a {0g}.
De toute famille génératrice finie de E, on peut extraire une base de E.

Démonstration

Soit ¢ une famille génératrice de E.
Comme E # {0g}, il existe u € 4 non nul. La famille & = (u) est alors libre.
Il suffit alors d’appliquer le lemme 1.1 page 19. m}

Toutes les bases ont le méme nombre d’éléments

— Lemme 1.2

Soit E un K-espace vectoriel. On suppose qu’il existe (e1,...,e,) une famille génératrice de E.

1. Toute famille libre de n vecteurs de E est une base de E.
2. Toute famille de plus de n + 1 vecteurs de E est liée.

3. Toute famille libre de E posséde au plus n vecteurs.

Démonstration

Montrons 1.
Soit (u1,...,u,) une famille libre de E.

(i) On sait que (eq,...,e,) engendre E, donc le vecteur w1 s’écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs eq,...,ey :
uyj=aj.e1+---+an.en

ol (a)1<i<n € K".

Le vecteur u est un vecteur d’'une famille libre. Donc, u1 # 0g.

On en déduit qu'un des scalaires aq,...,a, est non nul.

Quitte a renuméroter les vecteurs de la famille eq,...,e, (cette opération ne modifie pas le caractére générateur de la famille),
on peut supposer que a1 # 0.

On en déduit que
1
e1=—.(u1—ag.eg—-—an.en).
ay
D’ou,
Vect(u1,eo,...,en) =Vect(eq,e9,...,en)=E.
Dong, (u1,e9,...,e,) engendre E.

(ii)) On recommence avec ug. Comme (u1,e9,...,e,) engendre E,
ug = ﬁl.ul +,62.e2 + ---+ﬁn.en

olt (Bi)1<i<n € K".
La famille (11, u9) est une sous-famille d'une famille libre. Donc, (z1,u%2) est une famille libre.
On en déduit qu'un des scalaires fo,..., B, est non nul. Comme précédemment, quitte & renuméroter les vecteurs eg,...,ep, on
peut supposer g # 0. On a alors :
eg= i-(ﬁ1~u1 ~B3-e3—+-—Pn-en).
Jip)

D’ou,
Vect(uq,u9,es,...,en) =Vect(ui,es,...,ep)=E.

Donc, (u1,u9,es3,...,en) engendre E.
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(iii) On recommence avec ug, puis u4, ..., 43 ou on montre que, (w1,u9,...,Uy,€x41,-.-,€n) est une famille génératrice de E.
Apres n étapes, on a alors remplacé les vecteurs de la famille (eq,...,e,) par les vecteurs de la famille (z1,...,u,). Donc,

Vect(uy,...,un)=E.

On en déduit que (u1,...,uy) engendre E.
Or, (u1,...,un) est une famille libre.
Donc, (u1,...,up) est une base de E.

Montrons 2.
Soit (u1,...,up) avec p >n une famille de vecteurs de E.

Par I'absurde, on suppose que (z1,...,up) est libre.
En particulier, la sous-famille (u1,...,uy) est libre.
D’apres 1, (u1,...,up) est une base de E.
En particulier, (u1,...,un) est une famille génératrice de E et
Un+1 € Vect(u,...,un).
Donc, (u1,...,un,tn+1) est une famille liée. Contradiction : (©1,...,un,u,+1) st une sous-famille d'une famille libre.
Le point 3 est la contraposée de 2. )

~—— €) Théoréme 1.10

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non réduit & {Og}. Toutes les bases de E ont le méme nombre
d’éléments.

Démonstration

Soient (e1,...,e,) et (f1,...,fp) deux bases de E.
» Lafamille (f1,...,fp) est génératrice de E donc par théoréme, la famille libre (e1,...,e,) posséde au plus p vecteurs. Donc n < p.
» De méme, la famille (eq,...,e,) est génératrice de E et la famille (f1,...,fp) est libre, donc p <n.

Ainsi, n = p et les deux bases considérées ont le méme nombre d’éléments. O

Définition 1.12 - Dimension

» Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie non réduit a {OE} On appelle dimension de E, et on note
dimk(E) ou dim(E), le cardinal d’'une de ses bases.

» Par convention, lorsque E = {0g}, on pose dimk(E) = dim(E) = 0.

‘¢- Exemple 1.7
1. K" est un KK-espace vectoriel de dimension n.
2. My p(KK) est un KK-espace vectoriel de dimension n x p.

3. K,[X] est un K-espace vectoriel de dimension n + 1.

— Y Exercice 1.13

Déterminer la dimension de F = {(x,y,z) € R®|x + y + 2z = 0}.
Déterminer la dimension de G = {(x,y,2) e R3|x +y =0 et x — 22z = O}.
Déterminer la dimension de 9, (I) 'ensemble des matrices triangulaire supérieure.

Déterminer la dimension de .%,(IK) I’ensemble des matrices symétriques d’ordre n.

gu s e

Déterminer la dimension de <7, (IK) 'ensemble des matrices antisymétriques d’ordre n.
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Résolution

1. Soit (x,y,z)€R3,ona:
(x,y,2)eF <<= x=-y-2z <= (x,y,2)=y.(-1,1,00+2.(-2,0,1).

Dong, F = Vect((— 1,1,0),(-2,0, 1)).
La famille [(—1, 1,0),(-2,0,1)) engendre F. De plus, c’est une famille composée de deux vecteurs non colinéaires, donc il s’agit d’une
famille libre.
Ainsi,
[(—1, 1,0),(-2,0,1)) est une base de F et dim(¥) = 2. C’est un plan vectoriel.

2. Soit (x,y,2) € ]R3, ona:

y 1
(x,y,2)eG << {z 1 — (x,y,z):x.(l,—l,é).

1
Donc, G =Vect(1, -1, 5) =Vect(2,-2,1).

La famille ((2,-2,1)) engendre G. De plus, c’est une famille composée d’'un vecteur non nul, donc il s’agit d’une famille libre.
Ainsi,

((2,-2,1)) est une base de G et dim(G) = 1. C’est une droite vectorielle.

3. Soit T'= (ti’j)lgi,jsn € My (K).

Ona:
11 ti2 ... l1,n
TeTn(K) <= VG )ell,nl%[i>j=>1¢;=0] < T-= = T= ) t;E;
. . : ¢ 1<i<j<n
. . n-1,n
0 0 tn,n

ou E; ; désigne les matrices de la base canonique de .4, (IK).

Ainsi, 5 (K) = Vect(E; j)1<i<j<n-

Ainsi, (Ei,j)lsistn engendre In(K).

De plus, c’est une sous-famille de la base (E; j)1<;, j<n- Il s'agit donc d’'une famille libre.
Ainsi, (E; j)1<i<j<n est une base de I,(K) et

nx(n+1)

dim(J7,(K)) = Card({G, ) e [1,n1%|1<i<j<n}) = 5

n
4. Soit A =(a;j j)1<i<n € #n(K).Ona A = Z a; jE; ;= Z a; ;jE; i+ Zai,iEi,i+ Z a; ;E;;
A i=1

1<j<n 1<i,j<n 1<i<j<n 1<j<i<n
On a A € #,(K) si, et seulement si, pour tout (i, ) € [[1,n]]2, a;j=aj;.
Ce qui est équivalent a

n
A= ) aij(Eij+Eji)+} aii Ei
1<i<jsn — i=1 ~
A (K) en(K)

Pourtout 1<i<j<n,onnoteS; ;=E; ;+E;;sii<jetS;;=E;; sinon.
Liéquivalence précédente montre que la famille (S; ;)1<;<j<n est une famille génératrice de ./, (IK).

De plus, s'il existe (1; j)1<i<j<n une famille de scalaires telle que Z Ai,7Si,j = On, alors, en remontant les calculs précédents,
1<isjsn
ona,A; ;=0,pourtout 1<i<j<n.

Donc, (S; j)1<i<j<n st une famille libre. Donc, (S; j)1<;<j<n st une base de S, (K).
On en déduit que

nx(n+1)

dim(%,(K)) = Card({(i, /) € [1,n1?[1<i<j<n}) = 5

n
5. Soit A = (ai,j)lsisn € ./ﬂn(]K) OnaA-= Z ai’jEi,j = Z ai,jEi,j + Z ai’iEi,i + Z ai,jEi,j

1sjsn 1<i,j<n 1<i<js<n i=1 1<j<isn
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On a A € o/, (IK) si, et seulement si, pour tout (i, ) € |11,n]]2, ajj=—aj; (en particulier a; ; = 0).
Ce qui est équivalent a

A=) a;j(Ei;-Ej;)
l<i<jsn | ————
€ty ()

Pourtout 1<i<j<n,onnoteT; ;=E; ;-E; ;.
Léquivalence précédente montre que la famille (T; ;)1<;<j<n est une famille génératrice de </, (IK).

De plus, §'il existe (1; j)1<i<j<n une famille de scalaires telle que Z Ai,jTi j = On, alors, en remontant les calculs précédents,
1<i<j<n

on a, /l,-,j =0, pourtout 1<i<j<n.

Donc, (T; j)1<i<j<n est une famille libre. Donc, (T; j)1<i<j<n st une base de o/ (IK).

On en déduit que

nx(n-1)

dim(efy (K) = Card({(i, ) € [LnI? 1< i < j<n}) = ——

/® Remarque 1.11

1. On dit qu'un espace vectoriel de dimension 1 est une droite vectorielle.

2. On dit qu'un espace vectoriel de dimension 2 est un plan vectoriel.

— R Proposition 1.5

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.

1. Toute famille libre de E posséde au plus n vecteurs.

2. Toute famille génératrice de E posséde au moins n vecteurs.

Démonstration

» Le IK-espace vectoriel E est de dimension n, donc, il posseéde une base (e, ...,e,). Cette base est en particulier une famille génératrice
de E composée de n vecteurs. D’apres le lemme 1.2 page 20, toute famille libre de E posséde au plus n vecteurs.

» Soit (g1,...,8p) une famille génératrice de E. Par le théoréme de la base extraite, on peut en extraire une base de E. Comme E est
de dimension n, cette base, qui est une famille libre, est composée de n vecteurs. Donc, par le lemme 1.2 page 20, p = n. o

4@ Remarque 1.12

Dans un espace vectoriel de dimension finie, il ne peut pas exister de famille libre composée de n vecteurs pour tout
nelN.

‘y- Exemple 1.8 - K[X] est de dimension infinie

Pour tout n € IN, la famille (1,X,...,X") est échelonnée en degré. C’est donc une famille libre de IK[X]. On en déduit
que K[X] ne peut pas étre de dimension finie : c’est un espace vectoriel de dimension infinie.

~— &) Théoréme 1.11 - Caractérisation des bases

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n € IN* (E n’est pas réduit a {Og}) et & une famille d’éléments de
E. On a les équivalences :

Z est une base de E <= & est libre et posséde n vecteurs <= & engendre E et possede n vecteurs.
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Démonstration

» Montrons que & est une base de E si, et seulement si, & est libre et posséde n vecteurs.
o Par définition de base, si & est une base de E, alors & est libre. De plus, n = dim(E) donc & posséde n vecteurs.

o Réciproquement, on suppose que & est libre et posséde n vecteurs. Par le théoréme de la base incompléte, on peut compléter % en

une base 28 de E. Or, cette base contient n = dim(E) vecteurs. Les familles % et 98 ont donc le méme nombres de vecteurs et & < %.
D’ou, & = %AB. Ainsi, & est une base de E.

» Montrons que & est une base de E si, et seulement si, & engendre E et posséde n vecteurs.
o Par définition de base, si & est une base de E, alors & engendre E. De plus, n = dim(¥) donc & posseéde n vecteurs.

o Réciproquement, on suppose que & engendre E et posséde n vecteurs. Par le théoréme de la base extraite, on peut extraire de &
une base 28 de E. Or, cette base contient n = dim(E) vecteurs et et 8 < %. Donc & = B : F est une base de E.

‘9- Exemple 1.9 - Formule de Taylor pour les polynémes
Soient n € N et a € K. La famille (1,(X —a),(X —a)?,..
en degré de polynémes de K,[X].

C’est donc une famille libre composée de n + 1 = dim(IK,[X 1) vecteurs. Par théoréme, (1,(X —a),(X —a),...,(X-a) )
est une base de E.

On en déduit que, pour tout polynéme P € IK,,[X], il existe (ag,...,a,) € K+t (unique) tel que :

.,(X —a)") est une famille de polynémes non nuls échelonnée

P=)Y ap(X-a).
k=0

Soit j € [0,n],on a:

PV = Zakxkx(k Dxox(b—j+1)x (X —a)f ™.
k=j

Pour tout j € [0,n], en évaluant en a cette égalité entre polynémes, on a : PPa)=a j % j!. Ainsi,

P(k)(a)

P2

x (X —a)* : Formule de Taylor pour les polynémes.

P’ p
Remarque : les coordonnées de P dans la base (1,(X —a), X —ot)2 (X - a)") sont | P(a), (a) e '(a) .
n!

Définition 1.13 - Rang d’une famille de vecteurs

Soient E un IK-espace vectoriel (quelconque) et & = (u1,...,u,) une famille de vecteurs de E.

On appelle rang de la famille de vecteurs % la dimension de Vect(%), le sous-espace vectoriel engendré par
les vecteurs u1,...,u,. On le note rg(uy,...,up) ou rg(Z).

“® Remarque 1.13

Une famille génératrice finie de I'espace vectoriel Vect(u1,...,up) est la famille (u1,...,u,) : cet espace vectoriel est
donc de dimension finie. On note ¢ sa dimension. Par la proposition 1.5 page 23, on a

rg(uy,...,up) = dim(Vect(ul,...,up)) =q<p
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~—— € Théoréme 1.12 - Rang, familles libres et familles génératrices

Soient E un IK-espace vectoriel de dimension n et % = (u1,...,u,) une famille de vecteurs de E.
1. On a: rg(%)<min(p,n).
2. La famille & engendre E si, et seulement si, rg(%) = n.

3. La famille & est libre si, et seulement si, rg(¥) = p.

Démonstration

1. D’apres la remarque précédente, on a rg(uy,...,up) < p.

Soit (eq,...,eq) une base de Vect(u1,...,up). Il s’agit donc d’'une famille libre de E. Or, E est de dimension n. Donc, g <n.
Or, par définition du rang, rg(u1,...,up) =gq.
Ainsi,

rg(uy,...,up) <min(p,n).

2. (=) On suppose que la famille (z1,...,up) engendre E. Alors, E = Vect(u1,...,up). Donc, par définition du rang,
n =dim(E) = dim(Vect(u1,...,up)) =rguy,...,up).

(<) Réciproquement, on suppose que n =rg(u1,...,up).

Par hypothese, une base de Vect(u1,...,up) possede n = dim(E) vecteurs. Soit (e1,...,e,) une telle base.

Or, la famille (eq,...,e,) est une famille libre de E et posséde n vecteurs : par théoréme, c’est une base de E. Donc, (eq,...,e,)
engendre E et Vect(u1,...,up) : autrement dit,

E =Vect(ey,...,en) = Vect(uy,...,up).

Ainsi, (u1,...,up) engendre E.

3. (=) On suppose que la famille (u1,...,up) est libre. Par définition, elle est aussi génératrice de Vect(u1,...,up). C’est donc une base
de cet espace vectoriel. Donc, par définition du rang,

rg(ul,...,up)zdim(Vect(ul,...,up)) =p.

(<) Réciproquement, on suppose que p =rg(uy,...,up).

Par hypothese, une base de Vect(u1,...,up) possede p vecteurs.

Or, la famille (u1,...,up) est génératrice de Vect(u1,...,up) de posséde p = dim(Vect(ul, ey up)] vecteurs.

Par théoréme, (u1,...,up) est une base, et est donc en particulier une famille libre. O

/® Remarque 1.14

Dans le chapitre 3, nous rappellerons une méthode algorithmique pour déterminer le rang d'une famille de vecteurs :
la méthode de Gauli.

I.4. Sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel de dimension finie

~—— @ Théoréeme 1.13

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie.
» Tout sous-espace vectoriel F' de E est un espace vectoriel de dimension finie et dim(F') < dim(E).

» De plus,

F=E {FCE

dim(E) = dim(F).

Démonstration
» Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Montrons que F est de dimension finie.

Si F = {0g}, cest terminé (F est de dimension nulle).
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On suppose maintenant que F # {0g}.

On considere A I'ensemble des cardinaux des familles libres de F'.

Comme F # {0g}, il existe u # O tel que u € F. La famille (u) est libre. Donc, 1€ A et A est non vide.

De plus, on sait qu'une famille libre de E posseéde au plus n = dim(E). Donc, A est majoré par n.

Ainsi, A est une partie de IN non vide et majorée. Par théoréme, il posséde un plus grand élément noté p. Soit (eq,...,ep) une famille
libre de F'.

Par I'absurde, on suppose que (e1,...,ep) n’est pas une famille génératrice de F. Autrement dit, il existe v € F' tel que v ¢ Vect(e,...,ep).
Or, la famille (e1,...,ep) est libre, donc, (e1,...,ep,v) est encore une famille libre de F'. Cette famille contient p + 1 vecteurs, ce qui
contredit la maximalité de p.

La famille (eq,...,ep) est finie et engendre F, donc F' est de dimension finie.

De plus, (eq,...,ep) une famille libre de E. Par théoreme, on a p <n.

La famille (e1,...,ep) est libre et engendre F, c’est donc une base de F. Par définition de dimension, dim(F) = p. On a bien I'inégalité :

p =dim(F) < dim(E).
» (=) Si E =F, alors on a bien dim(E) = dim(F).

(<) Réciproquement, supposons que dim(E) = dim(F). Soit (e1,...,ep) une base de F' (ou1 p = dim(F)).
Par hypothese, p = dim(E). Donc, (e1,...,ep) est une famille libre (car c’est une base de F') composée de dim(E) vecteurs.
Par théoréme, c’est une base de E. Ainsi,

F =Vect(eq,...,ep)=E.

Z® Remarque 1.15

Pour montrer que deux espaces vectoriels sont égaux, on montre qu’il y a une inclusion et égalité des dimensions.

— Y Exercice 1.14

Dans R?, montrer que les sous-espaces vectoriels F = {(x, y,2) € R3|x +2y —z = 0} et G = Vect((1,0,1),(1,1,3))
sont égaux.

Résolution

» La famille ((1,0,1),(1, 1,3)] engendre G et est constituée de deux vecteurs non colinéaires. C’est donc une base de G. On en déduit
que G est de dimension 2.

» De plus, un vecteur (x,y,z) € R3 appartient a F si, et seulement si, (x,y,2) =(-2y+2z,y,2) =y.(-2,1,0)+2.(1,0,1).
Donc, F = Vect((-2,1,0),(1,0,1)).

On en déduit que la famille ((-2,1,0),(1,0,1)) engendre F.

Or, elle est constituée de deux vecteurs non colinéaires.

Donc, ((-2,1,0),(1,0,1)) est une base de F.

On en déduit que F est de dimension 2.

» De plus, on a (1,0,1)e F et (1,1,3) e F. Donc, G c F. Or, dim(F') =2 = dim(G).
Donc, F =G.

L.5. Applications linéaires

Dans cette partie, E, F et G désignent trois IK-espaces vectoriels.

@ Définition 1.14 — Application linéaire

Soit f : E — F une application. On dit que f est linéaire lorsque :
(i) V(x,y)€E?, f(x+y)=f@)+f().
(ii) VAeK,Vx€eE, f(A.x) = A.f(x).
On note Z(E,F) I'ensemble des applications linéaires de E dans F'.
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/® Remarque 1.16

» Une application f de E dans F est linéaire si, et seulement si,

VAeK, Y(u,0) € E2, fAu+v)=A.fw)+ f(v).

C’est cette caractérisation qui est a utiliser dans les exercices.
» On montre par récurrence sur p € IN* que, pour tout (A1,...,Ap) e KP et tout (u1,...,up) €EP,ona:

=1

p p
f( ﬂk-uk) =) Ag.fup).
k k=1

‘9" Exemple 1.10

Lapplicationidg: E — E estlinéaire. Plus généralement, pour tout A € K, 'application A.idg est linéaire.
X — x

’— Y Exercice 1.15

Soit a € K. Pour E = K[X] et F =K, 'application f: K[X] — K est linéaire.
P — P(a)

Résolution

Soit (P,RQ)e K[X]xK[X]et AeIK.Ona:

fAP+Q)=(AP+Q)a)=AxP(a)+Q(a)=Axf(P)+f(Q).

Dongc, f est linéaire.

/® Remarque 1.17

Soit f une application linéaire de E dans F'.
» On a: f(Og) =0p. En effet :

f(Og)=f(0g +0g) = f(0g) + f (OF).

En soustrayant I’égalité précédente par f(Og), on a f(0g) =0F.
» En particulier, si f(0g) # O, alors f n’est pas linéaire!
» On a : pour tout x € E, f(—x) = —f(x). En effet, pour tout x € E,

OF = f(0p) = f (x +(=x)) = f(x) + f (=x).

En soustrayant I’égalité précédente par f(x), on a f(—x) = —f(x).

Définition 1.15 - Endomorphisme

Une application linéaire f de E dans E est un endomorphisme de E. On note Z(E) '’ensemble des endomor-
phismes de E.

On définit deux opérations sur & (E,F), 'ensemble des applications de E dans F : pour tout (f,g) e F(E,F)x % (E,F)
et LelK,

f+g: E — F et Af: E —- F
x — fx)+g) x = Af(o).
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~— @ Théoréeme 1.14

Muni de ces opérations (F(E,F),+,.) est un IK-espace vectoriel dont I’élément neutre est le fonction nulle.
De plus, I'ensemble £(E,F') est un sous-espace vectoriel de F(E,F).

Lorsque E et F sont de dimensions finies, £ (E,F') est de dimension finie et :

dim(Z(E,F)) = dim(E) x dim(F).

Z® Remarque 1.18
On retiendra que :

» pour toutes applications linéaires f et g, ’application f + g est linéaire.

» pour toute application linéaire f et tout scalaire A, ’application A.f est linéaire.

) Théoréeme 1.15

Soient f € L(E,F)et ge L(F,G), alors go f € L(E,G).
Autrement dit, une composée d’applications linéaires est linéaire.

“® Remarque 1.19 - Cas des endomorphismes

On déduit des théorémes 1.14 et 1.15 que la somme et la composée d’endomorphismes de E sont des endomorphismes
de E et que le produit par scalaire d'un endomorphisme de E est un endomorphisme de E.

Définition 1.16
Soit f € £(E) un endomorphisme de E. On définit :
fozldE et VnE]N,fn+1:fnof_

Autrement dit,
fr=fofo-of.
e

n fois

Définition 1.17 - Endomorphismes commutatifs
Soient f et g deux endomorphismes de E. On dit que f et g commutent lorsque :

fog=gof.

‘¢- Exemple 1.11

Pour tout 1 € K, 'endomorphisme A.idg commute avec tous les endomorphismes de E.

~— € Théoréme 1.16

Soient n € IN et f et g deux endomorphismes de E qui commutent. Alors,

n n
(f+g) = Z " Sfrogh™® = Z " giofrk (formule du bindme).
k=0 k k=0 k

PSI 2025 — 2026 28 G. BOUTARD



COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS ET LES APPLICATIONS LINEAIRES I. RAPPELS DE SUP

et
n-1 n—1
fn_gn =(f-g)o Z fkogn—l—k =(f-g)o Z gkofn—l—k.
k=0 k=0

— R Proposition 1.6

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n = 1 et F' un IK-espace vectoriel. On considere %8 = (ej,...
une base de E et (u1,...,u,) une famille de vecteurs de F.

Alors, il existe une unique application linéaire f € £(E,F) telle que, pour tout & € [1,n], f(ex) = up.

Z® Remarque 1.20 - Important

P P D Une application linéaire est entiérement déterminée par l'image d’une base.

~— € Théoréme 1.17

Soient f € L(E,F), E1 un sous-espace vectoriel de E et F'{ un sous-espace vectoriel de F'. Alors,
1. f(E1)={f(x)|x € E1} est un sous-espace vectoriel de F'.
2. fl(F) = {x € E|f(x) € F1} est un sous-espace vectoriel de E.

“/#® Remarque 1.21

On peut résumer le théoréme 1.17 en disant que I'image directe d’'un sous-espace vectoriel par une application

linéaire est un sous-espace vectoriel et que I'image réciproque dun sous-espace vectoriel par une application linéaire
est un sous-espace vectoriel.

Définition 1.18 — Image et noyau d’une application linéaire

Soit f € L(E,F). On appelle :

» image de f le sous-espace vectoriel de F' noté Im(f) et défini par
Im(f) = f(E) = {f(x)|x € E}.

» noyau de [ le sous-espace vectoriel de E noté Ker(f) et défini par

Ker(f) = f'({0p}) = {x € E| f(x) = OF}.

“/® Remarque 1.22 - Méthode pour montrer qu'un ensemble est un sous-espace vectoriel

Pour montrer qu'un ensemble est un sous-espace vectoriel, on peut montrer que c’est le noyau d’'une application
linéaire.

— R Proposition 1.7

On suppose que E est de dimension finie n = 1.
Soit f € L(E,F) et (eq,...,e,) une base E. Alors, Im(f) est ’espace vectoriel engendré par la famille de vecteurs

(fler),....f(en) :

Im(f) = Vect(f(e1),...,f(en)).
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En particulier, Im(f) est de dimension finie.

“/® Remarque 1.23

Plus généralement, pour tout (u1,...,u,) famille de vecteurs de E (non nécessairement une base de £), on a :

f (Vect(u1,...,up)) = Vect(f(w1),...,f(up)).

“® Remarque 1.24 - Comment travailler avec le noyau et I'image d’une application linéaire ?

Les caractérisations suivantes sont a connaitre et a utiliser dans les exercices.
» pour tout ye F,on a:

yelm(f) <= 3Ixe€E,y=f(x).
» pour tout xe E,on a:
xeKer(f) <= [f(x)=0F.

~— @) Théoréeme 1.18

Soit f : E — F une application linéaire. Alors,

» [ est injective si, et seulement si, Ker(f) = {0g}.

» [ est surjective si, et seulement si, Im(f) = F.

/® Remarque 1.25 - Méthode pour montrer qu’une application linéaire est injective

Pour montrer qu'une application linéaire f : E — F est injective, on peut montrer que,
VxeE, [f(x)=OF = x=OE].

En procédant ainsi, on montre que Ker(f) c {Og}. Lautre inclusion est vraie car Ker(f) est un sous-espace vectoriel
de E.

Définition 1.19 — Application linéaire de rang fini

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels quelconques et u € Z(E,F).

On dit que f est de rang fini lorsque son image Im(f) est de dimension finie. Le rang de f, noté rg(f), est
alors la dimension de Im(f).

— R Proposition 1.8

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € L(E,F).

» Si F est de dimension finie, alors f est de rang fini et rg(f) < dim(F).

» Si E est de dimension finie, alors f est de rang fini et rg(f) < dim(E).
De plus, en notant (eq,...,e,) une base de E, le rang de f est égal au rang de la famille de vecteurs

(fle1),...,flen)) :
rg(f)=rg(fe1),...,f(en)).

» SiE et F sont de dimension finie, alors f est de rang fini et rg(f) < min (dim(E), dim(F)).
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Démonstration

» On sait que : Im(f) est un sous-espace vectoriel de F'. Si F' est de dimension finie, alors Im(f) aussi. Donc f est de rang fini et, par
définition du rang :
rg(f) = dim(Im(f)) < dim(F").

» Si E est de dimension finie, alors il existe (eq,...,e,) une base de E (ot on a noté n = dim(E)). Or, on sait que,
Im(f)=f(E)= f(Vect(el, . ..,en)) = Vect[f(el), ... ,f(en))
La famille (f (e1),...,f(e n)) est finie et engendre Im(f). Donc, f est de rang fini et, par définition du rang d’une famille de vecteurs,
rg(f) = dim (Vect(£(e1),..., flen))) =rg(f(e1),...,flen)) <n.

La derniére inégalité vient du théoréme 1.12 page 25.
» C’est une conséquence des deux points précédents. m}

“® Remarque 1.26

Parler du rang d’une application application linéaire a donc un sens dés que E ou F est de dimension finie.

—16 Théoréme 1.19 - A savoir montrer

Soient f € L(E,F) et g e L(F,G) de rang fini ou E, F' et G sont des IK-espaces vectoriels. Alors go f est de
rang fini et :

rg(go f) < min (rg(g),rg(f)).

Démonstration

» Pour tout x€ E, gof(x) = g(f(x)) € Im(g). Donc, Im(go f) < Im(g).
Comme g est de rang fini, Im(g) est de dimension finie.

Donc, Im(go f) est de dimension finie et dim(Im(g o f)) < dim(Im(g)).
Donc, gof est de rang fini et rg(go f) <rg(g).

» On sait que f est de rang fini. Notons n =rg(f) et (e1,...,e5) une base de Im(f).
On a alors, Im(f) = Vect(eq,...,e,), puis,

Im(gof) :g(Im(f)] =g(Vect(ey,...,en)) éVect(g(el),...,g(en)).

L'égalité = vient de la linéarité de g.
On en déduit que (g(e1),...,g(en)) est une famille génératrice de Im(g o f) composée de n vecteurs. Donc, dim(Im(go f)) <n.
Donc, rg(go f) <rg(f). -

— Y Exercice 1.16

Soient u € L(E) et v € £(E) deux endomorphismes de rang fini ou E est un IK-espace vectoriel. Montrer que :

Irg(u) —rg(v)| <rg(u +v) <rg(u)+rg().

Résolution

Soit y € Im(u + v). Il existe x € E tel que y = (u + v)(x). Or, (u +v)(x) = u(x) + v(x). De plus, u(x) € Im(u) et v(x) € Im(v). Donc,
y = u(x) + v(x) € Im(u) + Im(v). Ainsi, Im(u + v) € Im(u) + Im(v). Les applications linéaires u et v sont de rang fini, donc, par la
formule de Grassmann (Théoreme 1.40 page 51), Im(z) + Im(v) est de dimension finie et

dim(Im(u) + Im(v)) = dim(Im(u)) + dim(Im(v)] - dim[Im(u) n Im(v)) < dim(Im(u)] + dim(Im(v))

D’ot, Im(u + v) est de dimension finie et
dim(Im(z +v)) < dim(Im(w)) + dim(Im(v)).
On en déduit que u + v est de rang fini et
rg(u +v) <rg(u) +rg).

Montrons la seconde inégalité. En appliquant 'inégalité précédente avec u remplacé par u +v et v par —v,on a :

rg(u) =rg(u +v +(-v)) <rg(u +v) +rg(-v).
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De plus, rg(—v) = rg(v) (en effet, par linéarité Im(-v) = { - v(x)lx € E} = {v(-x)|x € E} = {v(2)|z € E} = Im(v)). Donc,
rg(u) —rgv) <rg(u +v).

De méme, on montre que rg(v) —rg(u) < rg(u +v). Donc, |rg(u) - rg(v)| <rg(u +v).

Définition 1.20 - Isomorphisme

Soit f : E — F une application de E dans F. On dit que f est isomorphisme de E sur F lorsque f est linéaire
et bijective.

— R Proposition 1.9

Soit f un isomorphisme de E sur F. Alors, sa bijection réciproque f ~1 est une application linéaire. C’est donc
un isomorphisme de F sur E.

Démonstration

Soit (y1,y9) € F x F et A € K. Par bijectivité de f, il existe (x1,x2) € E x E tel que y1 = f(x1) et y9 = f(x2). Par linéarité de f, on a :
A.y1+y2 = f(Al.x1+x9).
D’ou, par bijectivité de f, f_l()t.yl +y9)=A.x1+x2.On a aussi x1 = f_l(yl) et xg = f_l(yz). Donc,

F Ay +y2) = AL D + £ L)

Ainsi, £~ est linéaire. o

Définition 1.21 - Espaces vectoriels isomorphes

On dit que deux espaces vectoriels E et F' sont isomorphes lorsqu’il existe un isomorphisme de E sur F'.

/® Remarque 1.27

La définition précédente peut aussi s’énoncer sous la forme : on dit que deux espaces vectoriels E et F' sont
isomorphes lorsqu’il existe un isomorphisme de F sur E.

— R Proposition 1.10

Soit f € L(E,F).
L'application linéaire f est un isomorphisme si, et seulement si, il existe une application g € & (F,E) telle que
gof =idg et fog =idF. Dans ce cas, g est linéaire.

— R Proposition 1.11

Soient f € L(E,F)et ge L(F,G). Si f et g sont des isomorphismes, alors go f est un isomorphisme de E sur
G et

(gof)t=fTtog™h

‘9" Exemple 1.12

Considérons les applications linéaires :

f: ClX]1 — CIX] et g: CIX] — C[X]
P(X) — PX+1) PX) - PX-1)
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On vérifie facilement que go f =idgx) et f o g =id¢rx). Donc f est un isomorphisme de C[X] sur C[X].

Définition 1.22 — Automorphisme

Soit f € £(E) un endomorphisme. Lorsque f est de plus un isomorphisme, on dit que f est un automorphisme
de E.

— ¢ Notation 1.1

On note GL(E) 'ensemble des automorphismes de E et on 'appelle le groupe linéaire de E.

— R Proposition 1.12

Soient (f,g) € L(E) x £(E). Alors,
> SifeGL(E), alors £ € GL(E).
» SifeGL(E)et geGL(E), alors fog e GL(E) et (fog) 1 =g lof L.

L.6.Isomorphismes en dimension finie

~— @ Théoréeme 1.20

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, (e1,...,e,) une base de E et f € L(E,F).
1. L'application f est injective, si, et seulement si, la famille (f (e1),...,f(e n)) est libre.
2. Lapplication f est surjective, si, et seulement si, la famille (f (e1),...,f(e n)) est génératrice de F.

3. Lapplication f est bijective, si, et seulement si, la famille (f(e1),...,f(e,)) est une base de F.

4® Remarque 1.28 - Important
On pourra retenir que :

1. une application linéaire qui transforme une base de son espace de départ en une base de son espace d’arrivée
est bijective.

2. une application linéaire bijective transforme une base de son espace de départ en une base de son espace
d’arrivée.

— R Proposition 1.13

Soient f € L(E,F)et ge L(F,G)ou E, F et G sont des IK-espaces vectoriels.

1. Si f est un isomorphisme et si g est de rang fini, alors go f est de rang fini et rg(go f) = rg(g).
2. Si g est un isomorphisme et si f est de rang fini, alors go f est de rang fini et rg(go f) = rg(f).

Autrement dit, on ne modifie par le rang d’une application linéaire en composant a droite ou a gauche par un
isomorphisme.

— R Proposition 1.14

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. On suppose que E est de dimension finie.
On a I’équivalence : F est isomorphe a E si, et seulement si, F est de dimension finie et dim(E) = dim(F).
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Corollaire 1.2

Tout IK-espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K”.

“® Remarque 1.29 - Polynoémes et algebre linéaire

On note & I’ensemble des fonctions polynomiale de K dans K. L'application

KIX] - 2
P —~ P

est un isomorphisme.

Comme IK[X] est de dimension infinie, & est aussi de dimension infinie, et par suite ’ensemble des fonctions
Z (K, IK) aussi.

~— @) Théoreme 1.21

Soient E et F' deux IK-espaces vectoriels de méme dimension finie et f € Z(E,F) une application linéaire.
On a les équivalences :

f est bijective de E sur ¥ <= [ est surjectivede E sur F <= f est injective sur £

Z/® Remarque 1.30 - Méthodes pour montrer qu’une application linéaire est un isomorphisme

» Avec les notations du théoreme 1.21, pour montrer qu'une application f : E — F est un isomorphisme, il suffit de
vérifier que :

e f est linéaire,
o dim(E) = dim(F),
e f estinjective : Ker(f) ={0g}.

» Avec les notations du théoreme 1.21, pour montrer qu'une application f : E — F est un isomorphisme, il suffit de
vérifier que :

e f est linéaire,
o dim(E) = dim(F),
e f est surjective : Im(f)=F.

“® Remarque 1.31 - Cas des endomorphismes

Si f est un endomorphisme de E, un K-espace vectoriel de dimension finie, la condition « dim(E) = dim(F') » est
vérifiée. Donc,

f est bijectifde E sur E <= [ est surjectifde E sur E <= [ estinjectif sur £

“® Remarque 1.32 - Prudence

» L'hypothese dim(E) = dim(F) du théoréeme 1.21 est fondamentale
Lapplication f: R — R? est injective mais non surjective.
x — (x,x)
Lapplication f: R? — R est surjective mais non injective.
(x,9) — «x
» L'hypotheése de dimension finie est fondamentale
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Lapplication f: €°(R,R) — ¥¢°R,R) est injective mais non surjective.
R - R
v { x = fou@)de
Lapplication f: K[X] — II[X] est surjective mais non injective.
P — P

— "X Exercice 1.17

Soient u € Z(E,F) ou E et F sont deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie.
1. Montrer que s’il existe v € Z(F,E) telle que vou =1idg, alors u et v sont bijectifs.
2. Montrer que s’il existe w € Z(F,E) telle que uow =1idp, alors u et w sont bijectifs.

3. Les affirmations précédentes sont-elles encore vraies en dimension infinie ?

Résolution

1. La propriété vou =idg entraine l'injectivité de u. Montrons le! Soit x € E' tel que u(x) = 0. Par linéarité de v, on a vou(x) =v(0) =0.
Or, vou(x) =idg(x) = x. Donc, x = 0.
Ainsi, application linéaire u est injective. De plus, dim(E) = dim(F'). Donc, par théoréme, u est bijective.
Onaalorsv=u"letvest bijective.

2. La propriété uow =idy entraine la surjectivité de u. Montrons le! Soit y € F. On a u(w(y)) =y. En posant x =w(y)€ E, on a :
y = u(x).
Ainsi, application linéaire u est surjective. De plus, dim(E) = dim(F'). Donc, par théoréme, u est bijective.
Onaalorsw=u"1etwest bijective.

3. Non. Prendre E = €*°(IR,R) et considérer :
» l'application qui a f € E associe la dérivée de f.
» l'application qui a f € E associe sa primitive qui s’annule en 1.

L.7. Théoréeme du rang

~ @ Théoréeme 1.22

Soient £ un IK-espace vectoriel et f € Z(E,F).
Si S est un supplémentaire de Ker(f) dans E, alors f induit un isomorphisme de S sur Im(f).

~—— @) Théoréme 1.23 - Théoréme du rang

Soient E un IK-espace vectoriel de dimension finie et f € Z(E,F) ou F est un K-espace vectoriel quelconque.
Alors, f est de rang fini et
dim(E) = rg(f) + dim(Ker(f)).

— Y Exercice 1.18
Soient E et F' deux K-espace vectoriel de méme dimension finie n et f € £(E,F). On a I'’équivalence :

f est un isomorphisme <= rg(f)=n.

Résolution
» Si f est un isomorphisme, alors f est surjective et donc Im(f) = F. Donc, en comparant les dimensions,
rg(f)=n.
» On suppose que rg(f) = n. On sait que E et F' sont de méme dimension finie et f € L(E,F). Par le théoréeme du rang,
dim(Ker(f)) = dim(E) —rg(f) = 0.
D’ou, Ker(f) ={0g}. Donc, f est injective.
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Donc, par théoréme, f est bijective et est linéaire : c’est un isomorphisme. o

— "X Exercice 1.19

Soit ne NN et
¢: KplX]l — K,IX]
P — PX+1)-PX)

1. Vérifier que ¢ est bien définie et est linéaire.
2. Déterminer le noyau et 'image de ¢.

3. Lapplication ¢ est-elle injective ? surjective ? bijective ?

Résolution
1. Montrons que ¢ est linéaire : soient (P1,P2) € K, +1[XIx K, +1[X]et 1€ K,

@(A.P1+P3) = (A.P1 +Pa)(X + 1) = (A.P1 + P2)(X) = 1.(P1(X + 1) = P1(X)) + Po(X + 1) — Po(X) = L.o(P1) + ¢(Py).

Donc, ¢ est linéaire.
Soit £ € [0,n +1].

k-1 k X
Par la formule du binéme de Newton, on a p(X*)= (X + 1)* - X* =} ( ‘)XL eKj_1[X1c K,[X].
i=0 \!
Dong, tous les vecteurs de la bases canoniques de K, 1[X] ont pour image un vecteur de IK,[X].
Ainsi, par linéarité de ¢ et stabilité par combinaison linéaire de K, [X], pour tout P € K, 1[X], on a ¢(P) € K, [X]. Donc, ¢ est
bien définie et est linéaire.
2. Soit P € K, +1[X] tel que ¢(P) =0, c’est-a-dire, P(X + 1) = P(X).
On montre par récurrence que, pour tout £ € IN, on a P(k) = P(0). On en déduit que le polynome P(X)— P(0) posséde une infinité de
racines. C’est donc le polyndome nul. On en déduit que P est constant.
D’ou Ker(g) c KylX].
Réciproquement, si P € IKg[X], alors il existe u € K tel que : P = p. Donc, ¢(P) = 0. D’ou, Kg[X] < Ker(¢). Ainsi,

Ker(p) = Ko[X].
Par ce qui précede, le noyau de ¢ est de dimension 1. De plus, K, +1[X] est de dimension finie. D’ou1, par le théoréme du rang
rg(p) = dim(K, +1[X]) - dim(Ker(p)) =n +2-1=n+ 1 = dim(K,[X]).

Le rang de ¢ est égal a la dimension de I'espace d’arrivée, donc Im(¢) = IK,[X]
3. On a: Im(¢) = K, [X] donc, ¢ est surjective.

De plus, Ker(¢p) # {0} donc, ¢ n’est pas injective.

On en déduit que, ¢ n’est pas bijective.

— Y Exercice 1.20

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et © un endomorphisme de E. Montrer ’équivalence des
propositions suivantes :

(i) E =Im(u)® Ker(u),
(i1) E =Im(u)+Ker(u),
(i) Im(u?) =Im(w),

(iv) Ker(u) = Ker(u?).

Résolution

Montrons la chaine d’'implication (i) = (i) = (iii) = (iv) = (i).
» Limplication (i) = (ii) est claire.

» Montrons que (i) = (iii)
Supposons que E =Im(u) + Ker(u).
On a Im(u?) c Im(u) (en effet, pour tout x € E, u?(x) = u(u(x)) € Im(w)).
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Réciproquement, soit y € Im(u). Il existe alors x € E tel que y = u(x).

De plus, comme E =Im(u) + Ker(u), il existe a € Ker(u) et b € Im(u) tel que x =a +b.

Par linéarité de u, on a : y = u(x) = u(a) + u(b) = u(d).

De plus, b € Im(u), dong, il existe c € E tel que b = u(c). Donc, y = u(b) = u(u(c)) = uz(c) € Im(u2). D’ou, Im(u) c Im(u
Donc, Im(u2) = Im(xw).

)

» Montrons que (iii) = (iv)
On sait que Ker(z) c Ker(u?) (en effet, si u(x) = 0, alors u2(x) = u(u(x)) = u(0g) = Og).

De plus, E est de dimension finie et u et u? sont linéaires, donc, par le théoréme du rang :
dim(E) = rg(u) + dim(Ker(u)) et dim(E) =rgu?)+ dim(Ker(u?)).

Or, Im(u?) = Im(u), d'ott rg(u?) = rg(u). Donc, dim(Ker(x?)) = dim(Ker()).
Ainsi, Ker(u?) = Ker(u).
» Montrons que (iv) = (1)
Soit y € Im(u) nKer(u). Dot u(y) =0 et il existe alors x € E tel que y = u(x).
Donc, Og =u(y) = u(u(x)]. Autrement dit, x € Ker(u2) = Rer(u). Donc, y = u(x) =0g.
Ainsi, Im(u) nKer(u) = {0g}. Autrement dit, la somme Im(u) + Ker(u) est directe.
De plus, d’aprés le théoréme du rang, on a : dim(E) = dim(Im()) + dim(Ker(u)).

Ainsi (Théoreme 1.39 page 51), E = Im(u) @ Ker(u).

L.8. Endomorphismes remarquables d’'un espace vectoriel

@ Définition 1.23 — Homothétie

On appelle homothétie de E, toute application de la forme 1.idg avec A € K.

— R Proposition 1.15

1
Pour tout A € K*, ’homothétie A.idg est un automorphisme de E. Sa bijection réciproque est X'idE'

Définition 1.24 — Projection

Soit E1 et E9 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
Pour tout x € E, on écrit x = x1 + x9 avec (x1,x2) € E1 x E9. La projection sur E; parallelement a E9 est
I’endomorphisme p € £ (E) définie par : p(x) = x1.
En particulier, on a :
VxeE{,px)=x et VxeEs p(x)=0g.

E5 =Ker(p)

Xo=x—pX)f------------5

> Eq =Ker(p —idg) = Im(p)
x1 = p(x)
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~— @ Théoréeme 1.24

Soit p la projection sur E; parallelement a E9, on a :
1. pop=p.

2. Im(p)=E; et Ker(p) =Es.

3. Im(p) =Ker(p —idg).

Définition 1.25 — Projecteurs

On dit qu'un endomorphisme de E est un projecteur ou une projection s’il existe E1 et E9 deux sous-espaces
vectoriels supplémentaires de E tels que p soit la projection de E1 sur Es.

~— € Théoréme 1.25

Soit p € Z(E) un endomorphisme de E.

1. On a I’équivalence :
p est un projecteur si, et seulement si, pop = p.

2. Dans ce cas, E = Ker(p —idg) @ Ker(p) et p est la projection sur Ker(p —idg) parallelement a Ker(p).

“/® Remarque 1.33 - Projecteurs associés
Soient E1 et E9 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. On considere :

» p la projection sur E{ parallelement a Eo,

» ¢ la projection sur E9 parallelement a E1.

On dit que p et ¢ sont des projecteurs associés.

— R Proposition 1.16

Soit p et ¢ sont deux projecteurs associés. Alors,

» p+q=idg,

» pog=qop=0gag).

Définition 1.26 — Symétrie

Soit E1 et E9 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
Pour tout x € E, on écrit x = x1 + x2 avec (x1,x2) € E1 x E9. La symétrie par rapport a £ parallelement a E9 est
Iendomorphisme s € £ (E) définie par : s(x) = x1 — x2.
Autrement dit,
VxeEq,s(x)=x et VxeEs s(x)=—x.
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E9 =Ker(s+idg)

> E1=Ker(s—idg)
x1 # p(x)

=0 Jf == ===
s(x)=x1—x9=2p(x)—x

“® Remarque 1.34 - Relation entre symétries et projections

Avec les notations de la définition, en considérant p la projection sur £ parallelement a Eo, alors :

S=2p—idE.

On dit que p est la projection associée a s.

~— €) Théoréme 1.26

Soit s la symétrie par rapport a E{ parallelement a E9, on a :

1. sos=1idg.

2. Ker(s—idg) =FE; et Ker(s+idg) = Es.

/¢ Remarque 1.35

Une symétrie est un automorphisme et sl=s.

~— @ Théoréeme 1.27

Soit s € Z(E) un endomorphisme de E.

1. On a I’équivalence :

s est une symétrie si, et seulement si, sos =idg.

Ker(s +idg).

2. Dans ce cas, E = Ker(s —idg) @ Ker(s +idg) et s est la symétrie par rapport a Ker(s —idg) parallelement a

‘¢- Exemple 1.13
1. Pour E = (R, R), 'application linéaire :

s: K - E

R —- R
fH{fo(_x)

vérifie sos =idg. De plus, Ker(s —idg) = &2, ’ensemble des fonctions paires, et Ker(s +idg) = .#, I'ensemble des
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fonctions impaires.
Ainsi, s est la symétrie par rapport a & 'ensemble des fonctions paires parallelement a .# ’ensemble des
fonctions impaires, et on retrouve que #(R,R)=2 o .#.
2. Pour E = .4,(IK), ’application linéaire :
p: E — E
A —~ AT

vérifie sos =idg. De plus, Ker(s —idg) = %,(K) et Ker(s +idg) = <7, (IK).
Ainsi, s est la symétrie par rapport a .%,(IK) parallelement a <7, (IK).

L.9. Formes linéaires et hyperplans

Définition 1.27 - Forme linéaire

On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K.

‘9" Exemple 1.14

1. Pour tout i € [1,n], application linéaire ¢; : K"® — I estuneforme linéaire sur IK". Les applications
(xly--'yxn) — X
@1, ..., P, sont appelées formes linéaires coordonnées relativement a la base canonique de K".

2. On suppose que E est de dimension finie n. On note % =(eq,...,e,). Soit i € [1,n].

n
Pour tout x € E, il existe un unique n-uplet (x1,...,x,) € K" tel que x = Z Xp.ep.
k=1
On définit alors ¢;: E — IK Dlapplication que a x associe sa i-eéme coordonnée dans la base 2.
x — X
La décomposition d'un vecteur dans une base étant unique, 'application ¢; est bien définie.

n n
Soient 1 € K et (x,y) €E? On décompose x = Z xp.ep et y= Z yi.ep dans la base 2.
k=1 k=1

n
Ona:Adx+y= Z (Axp + yr).er. Donc, p(l.x +y) = Ax; + yi = Lp(x) + @(y).
k=1
Donc, ¢; est une forme linéaire sur E.

Les applications ¢, ..., ¢, sont appelées formes linéaires coordonnées relativement a la base 8. On a :
.. 2 _ |0 sii#j
V@, pell,nl”, gile;)=06;,; —{ 1 siizj
3. Lapplication ¢: K[X] — K est une forme linéaire sur K[X].

P — [/P®)dx
En effet, par linéarité de I'intégrale, pour tous A € K et (P,Q) € K[X ]2,

1 1 1
P(A.P+Q)= f A.P+@Q)x)dx = /1[ P(x)dx +f Q(x)dx = Ap(P) + p(@).
0 0 0

4. Soit a € K. L'application ¢: K[X] — K est une forme linéaire sur K[X].
P — P(a)

En effet, pour tous Le K et (P,Q) € IK[X]2,

PAP+@Q)=(A.P+Q)1)=AP(1)+Q(1) = Ap(P) + p(Q).
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— R Proposition 1.17

L'image d’une forme linéaire ¢ € £(E,IK) est de dimension 0 ou 1.

On a : rg(¢) = 0 si, et seulement si, Im(¢) = {0g} si, et seulement si, ¢ est 1la forme linéaire nulle.
On a : rg(p) =1 si, et seulement si, Im(¢) = KK si, et seulement si, ¢ n’est pas la forme linéaire nulle.

Démonstration

Limage de ¢ est un sous-espace vectoriel de K et dim(IK) = 1. Donc, dim(Im(¢)) = 0 ou dim(Im(¢)) = 1.

— R Proposition 1.18 - Dimension de ’ensemble des formes linéaires sur £

On suppose que E est de dimension finie n. On a :

dim(£(E,K)) = dim(E).

Démonstration

On sait E et KK sont de dimensions finies. Donc, £(E,KK) est de dimension finie et dim(L(E, K)) = dim(E) x dim(K) = dim(E).

Définition 1.28 — Hyperplan

On suppose que E n’est pas réduit au vecteur nul.
On appelle hyperplan de E tout noyau d’'une forme linéaire non nulle sur E.

Z® Remarque 1.36

En particulier, un hyperplan de E est le noyau d’une application linéaire et est par conséquent un sous-espace
vectoriel de E.

‘¢- Exemple 1.15

1. Lensemble H = {(x,y,2) € R3, 8x—y+2z= 0} est un hyperplan de R3. C’est le noyau de la forme linéaire non
nulle R? - R
(x,y,2) — 3x—y+2z

2. Soit n € N et a € K. Lensemble H = {P € K,[X], P(a) = 0} est un hyperplan de K,[X]. C’est le noyau de la
forme linéaire non nulle K,[X] — K
P — P(a)

Z® Remarque 1.37
1. Sidim(E) =2, alors les hyperplans de E sont les droites vectorielles.

2. Si dim(F) =3, alors les hyperplans de E sont les plans vectoriels.

— R Proposition 1.19

On suppose que E n’est pas réduit au vecteur nul.
Soit H un hyperplan de E. Pour tout u e E\H, on a :

E = H & Vect(u).

On a alors le théoréme suivant.
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%) Théoreme 1.28

On suppose que E n’est pas réduit au vecteur nul.
Si H est un hyperplan de E, alors pour toute droite vectorielle D non contenue dans H ona E = H & D.

Le théoréme suivant est la réciproque du précédent.

%) Théoréme 1.29

On suppose que E n’est pas réduit au vecteur nul. Soit u € E \ {Og}. On note D = Vect(u).
Tout supplémentaire de D dans E est un hyperplan.

4@ Remarque 1.38

On peut reformuler les deux résultats précédents : un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan si, et seulement
si, il existe u € E\ H tel que E = H & Vect(u).

Corollaire 1.3

On suppose que E est de dimension finie n € IN*. Soit H un sous-espace vectoriel de E.
Alors, H est un hyperplan de E si, et seulement si, dim(H) = dim(&) — 1.
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I1. Produit d’espaces vectoriels

Soient p e N* et E1,...,E p des IK-espaces vectoriels. Dans cette partie, on s'intéresse a 'ensemble :

E{x--xE, ={(x1,...,xp)|Vi€ [1,pl, x; €E'i},

produit cartésien de E1,...,E .

I1.1. Définition

Définition 1.29 - Produit cartésien d’espaces vectoriels

Soient p e N* et E;,...,E p des IK-espaces vectoriels.
On munit Eq x --- x £, de 'addition (loi interne) :

V(x1,...,xp) EE1 x--- xEp, V(y1,...,¥p) EE1 x - x Epp, (x1,...,%p) +(¥1,...,¥p) = (X1 +y1,...,%p + ¥p)
et de la multiplication par un scalaire (loi externe)

VAeK,V(x1,...,xp) EE1 x -+ x Ep, A(x1,...,%p) = (A.x1,...,1.xp).

~— € Théoréme 1.30

Avec les notations précédentes, (E 1% x By +, ) est un IK-espace vectoriel.

Démonstration

Vérifier chaque point de la définition 1.1 page 3.
Le vecteur nul de Eq x --- x Ep, est (OEI,...,OEP) et pour tout (x1,...,xp) €Eq1 x---xEp, Popposé de (x1,...,xp) est (—x1,...,—xp)

4@ Remarque 1.39

P

Lensemble E1 x --- x E, est aussi noté H E;. Attention! Avec la seconde notation, 'ordre des espaces vectoriels
i=1

n’apparait plus mais il est important.

‘9" Exemple 1.16

Les vecteurs du produit cartésien .4, ,(R) x #(IR,IR) sont de la forme (A, f) ou A est une matrice de .4, ,(R) et f
est une fonction de R dans R.
Soient A et B deux matrices de .4, ,(IR), f et g deux fonctions de IR dans R et A € R. Par définition, on a :

A(A,f)+(B,g)=(L.A+B,A.f +g).

Sur cet exemple, on remarque bien que les différents signes « + » et «. » ne sont pas les mémes. Ils ne portent pas
sur le méme espace vectoriel.
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I1.2. Produit d’espaces vectoriels en dimension finie

~— @ Théoréme 1.31

Soient p e N* et E;,...,E p des IK-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors, I'espace vectoriel E1 x --- x K, est de dimension finie et :

p
dim(El X eoe pr) = Z dim(E;).
i=1

Démonstration

Pour tout £ € [1, p], on note nj = dim(E}) et on consideére (e 1,e 9,...,€k 5, ) une base de Ej,.
Montrons que la famille

F =((e1,1,0E,,---,08, )., (€1,ny,08y,---,0E,),(0F, ,€2,1,0E,,...,08,),...,(0F | ,€2, 1y, 055, -, OF ).,
...,(OEI,...,OEp_l,ep,l),...,(OEI,...,OEP_I,ep’np))

est une basede E1 x -+ xEp.
» La famille & contient ny +---+np vecteurs de E1 x -+ x Ep.

ng
> Soit (x1,...,4p) €E1 x - x Ep. Pour tout & € [1,p], il existe (A4, 1,..., A5 5,) € K™ tel que x, = )_ Ap,j-e, ;- Ainsi,
=1

j=
(x1,...,4p) = (x1,0gy,...,0g,) +(0g,,%2,0g;,...,05,) + - +(0g,,...,05,_;,%p)
ni ng np
= Zl/ll’j.el,j,OEz,...,OEp + OEl’ZIAZ,j'e2,J"OE3""’OEp +o 4 OEI,...,OEP_I,Zl/lp,j,ep’j
J= J= J=

ni no np
Z /11,j~(el,j»0E2’~~:0Ep)+ Z /12,j~(OE1s92,j’0E37~~~:0Ep)+"'+ Z Ap,j.(OEl,...,OEp_l,ep,j)
=1 =1 =1

On en déduit que la famille finie & engendre E1 x---xEj, et que E1 x --- x E, est de dimension finie.
» Montrons que la famille & est libre. Soit (A1,1,...,A1,01,42,15---»A2,n9,++sAp, 15++ s Ap.n,) € K™t te] que :

ni ng np
Z Al,j-(el,]}ong--:OEp)“' Z A2,j'(0E17e2,j’0E3>~--aOEp)+"'+ Z Ap,j~(0E1,--~»0Ep71,ep,j): (OEl""’OEp)'
Jj=1 Jj=1 Jj=1
Or,
ni ng np
Z /ll,j~(el,j70E2?-~-’0Ep)+ Z /12,j~(0E1,e2,j?0E3’---aOEp)+"'+ Z Ap,j-(OEp“-,OEp_lvep,j)
i=1 i=1 j=1
ni ng np
=1. ll’j.el,j,OEz,...,OEp + OEI,Z/lg’j.ez,j,OEa,...,OEp +eet OEI""’OEp—l’ZAP,J"ePJ
J=1 Jj=1 Jj=1
ni ne np
=| X Ajen XA jez s X Ap jepj|-
j=1 j=1 j=1
ng
Donc, pour tout & € [1,p], Y_ Ak,j-ek,j = Og,. Les familles (e 1,e3 2, ..,€p pn,) sont libres, donc A 1 == A 5, =0.
]

Ainsi, la famille & est une base de Eq1 x---xEp et

P
dim(El X -'«pr) =ni+-+np= Z dim(E;).
=1
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III. Somme de sous-espaces vectoriels

II1.1. Définition

Définition 1.30 - Somme de sous-espaces vectoriels

Soient pe N* et E1,...,E p des sous-espaces vectoriels d'un IK-espace vectoriel E.
La somme des sous-espaces vectoriels E1,...,E, est :

Ei++Ep,={u1+--+up|Viell,pl,u; cE;}.

— R Proposition 1.20

La somme de sous-espaces vectoriels d'un IK-espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration

» Soit u € E1+-+-+Ep. Par définition u = u1+---+up avec pour tout k € [1,pl, u, € Ep. Les E1,...,Ep étant des sous-espaces vectoriels
ils sont inclus dans I'espace vectoriel E,ona u € E. Donc, E1 +---+Ep cE.

» Les Eq,...,E;, étant des sous-espaces vectoriels, le vecteur nul O appartient & ces sous-espaces vectoriels. D’ou,
Og=0g+---+0g€E+--+Ep.

» Soient u€E1+---+Ep,veEE 1 +---+Ep et A€ K. Par définition u =uq+---+up et v=vy+---+vp avec, pour tout 2 € [1,pl, uy, € Ep,
etv; € Ey. Les Eq,...,Ep étant des sous-espaces vectoriels de E, pour tout & € [1,p], L.up, +v;, € Ep. Doy,

p
Au+v= Z Aup+vp€E1+-+Ep.
k=1

“/#® Remarque 1.40

p

Lensemble E1 +---+ E, est également noté Z E}. Daddition dans E est commutative : contrairement au produit
k=1

cartésien 'ordre d’écriture des sous-espaces vectoriels n’est pas important.

‘9" Exemple 1.17

Ona:
R? = Vect((1,0)) + Vect((1,1)) + Vect((0, 1))

En effet, pour tout (x,y) € RZ,
(x,y)=x.(1,0)+0.(1,1) + y.(0,1).

II1.2. Somme directe de sous-espaces vectoriels

Définition 1.31 - Somme directe

Soient p e N* et E1,...,E p des sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.
On dit que la somme E1 +---+ E, est directe lorsque : pour tout (u1,...,up)€ E1 x---xEp,

up+-+u,=0g = Vkel[l,pl,u;=0g.

P
Dans ce cas, la somme E1+---+E, est notée E1&--- 8 E, ou @Ek.
k=1
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“® Remarque 1.41

Pour montrer que la somme E1 +---+E, n’est pas directe, il suffit de trouver p vecteurs (u1,...,up)€E1 x---xE,
non tous nuls tels que w1 +---+u, =0g.

— Y Exercice 1.21

Dans E = IR2, on note F' = Vect((l,O)), G= Vect((l, 1)) et H= Vect((O, 1)).
1. Vérifier que F et G sont en somme directe. De méme, on vérifie que les sommes F + H et G + H sont directes.

2. La somme F + G + H est-elle directe?

Résolution

1. Soit (u,v) € F x G tel que u +v =(0,0).
Comme u € F, il existe 1 € R tel que u = 1.(1,0). De méme, comme b € G, il existe p € R tel que v = p.(1,1).
On en déduit que u +v = (A + u, 1) =(0,0).
D’ou, en identifiant les coefficients, u = 0, puis, 1 =0.
Ainsi, F' + G est une somme directe.
2. Onposeu=(1,00eF,v=-1.(1,1)eGetw=(0,1)e H. On a : u +v+w = (0,0) mais les vecteurs u, v et w ne sont pas tous nuls.
Donc, la somme F + G + H n’est pas directe.

— Y Exercice 1.22

Soient pe N* et E1,...,E p des sous-espaces vectoriels d'un IK-espace vectoriel E.
On suppose que la somme E1 +---+E, est directe et on considére, pour tout & € [1,pl, x5 € E; \ {Og}.
Montrer que la famille (x1,...,x,) est libre.

Résolution

Soit (A1,...,Ap) € KP tel que A1.07 + -+ +Ap.xp = 0g. De plus, pour tout & € [1,p], Ap.xp € E},.
D’ou1, par définition de somme directe, pour tout % € [1,pl, A3.x = Of, or x, # O, donc A, = 0. Ainsi, A1 =--- =1, =0 : la famille
(x1,...,%p) est libre.

~— @) Théoréeme 1.32

Soient pe N* et E1,...,E p des sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.
La somme E1+---+E, est directe si, et seulement si, tout élément u € E1+---+E, se décompose de maniére
unique sous la forme u =u1+---+u, ou, pour tout & € [1,pl, u, € E.

Démonstration

(=) Supposons la somme E1 + -+ E, directe.

Soit u € Eq1 +---+Ep. On suppose que u se décompose sous la forme u =uj +---+up =v1+---+vp, olt, pour tout & € [1,pl, uy, € Ep, et
vy €Ep. Alors, (w1 —v)+-+(up —vp) =0g.

De plus, pour tout % € [1, p], E}, est un sous-espace vectoriel de E, donc up —vy, € Ep,.

Par définition de somme directe, pour tout % € [1, pl, up —vp = 0. Ainsi, la décomposition de u est unique.

(<) Supposons que tout élément u € E1 +---+Ep se décompose de maniére unique sous la forme u = u1 +---+up ou, pour tout & € [1, pl,
up €Ek-
Soit (u1,...,up)€Eq1x---xEp tel que uq +---+up =0g. Pour tout & € [1,p], E, est un sous-espace vectoriel de E, donc O € E;,. On a

ui+-+up=0g=0g+---+0geE1+---+Ep.

Par unicité de la décomposition de Oz on a : pour tout % € [1, pl, up =0g.
Ainsi, u =0g. O
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— @) Théoréme 1.33 - Cas de DEUX sous-espaces vectoriels

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un IK-espace vectoriel E.
La somme F + G est directe si, et seulement si, F NG = {0g}.

Démonstration

(=) On suppose que la somme F + G est directe.
Soit u € FNG. Alors,

eF eG
Par définition de somme directe, u = 0g.
(<) On suppose que la somme F NG ={0g}.
Soit (w,v) € F x G tel que u +v =0g. Alors, u = —v € FNG = {0g}. Donc u = v = 0g. Ainsi, la somme F + G est directe. O

4@ Remarque 1.42 — Prudence!

La caractérisation du théoreme 1.33 n’est valable que pour deux sous-espaces vectoriels. Dans I'exercice 1.21 page
46,o0on a :

FnG={0g}, FnH={0g}, GnH={0g} et FnGnH={0g},

cependant la somme F' + G + H n’est pas directe. ..

Définition 1.32 - Sous-espaces supplémentaires

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’'un IK-espace vectoriel E.
On dit que F et G sont supplémentaires dans £ lorsque £ = F ¢ G.

‘¢- Exemple 1.18

1. On a: R? = Vect((1,0)) ® Vect((0, 1)).
2. On a: R? = Vect((1,0)) & Vect((1,1)).
3. Ona: R?=Vect((1,-1,0),(1,0,-1)) & Vect((1,1,1)).

~— @ Théoréeme 1.34

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’'un K-espace vectoriel E.

On a I’équivalence : E = F & G si, et seulement si, pour tout u € E, il existe un unique couple (v,w) € F x G, tel
que u =v+uw.

G

Démonstration

(=) Soit u € E. Comme E = F ¢ G, u se décompose sous la forme u =v+w ot v € F et g € G. Par le théoréeme 1.32 page 46 le coupe (v,w)
est unique.
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(<) On suppose que, pour tout u € E, il existe un unique couple (v,w)eF xG, u =v +w.

On en déduit que, E c F + G. Lautre inclusion est toujours vraie (F' et G sous-espaces vectoriels de E). Donc E = F +G.

Par le théoreme 1.32 page 46, I'unicité de la décomposition de tout vecteur u € F + G en u =v +w avec v € F et w € G entraine que la
somme F + G est directe.

Ainsi, E=F &(G. o

~— € Théoréme 1.35

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’'un IK-espace vectoriel E.
On a I’équivalence : E = F & G si, et seulement si, E =F +G et F NG ={0g}.

Démonstration

Conséquence immédiate de la définition de sous-espaces supplémentaires et du théoreme 1.33 page 47. o

o Y Exercice 1.23

Soit B un polyndéme de K[X] non constant. On note n le degré de B (avec n = 1 car B n’est pas constant).
Montrer que : K[X]=K[X]B o K,_1[X] ou K[X1B = {@ x B|Q ¢ K[X1}.

Résolution

» Soit P € K[X1BNK,_1[X]. Le polynéme P est un multiple de B et est de degré inférieur ou égal a n — 1. Or, deg(B)=n =1, donc P
est le polyndome nul. Donc, | IKIX 1B et IK,,_1[X] sont en somme directe.

» Soit A € IK[X]. Par le théoréme de division euclidienne, il existe un couple (®,R) € K[X 12 tel que :

A=BxQ + R et deg(R)<deg(B)=n.
———r ~~
eK[X1B €K,-1[X]

Do, | KIX]1=KI[X]1B+K,,_1[X]|. (En réalité, on a montré linclusion IK[X]c KK[X]B + K, _1[X]. Lautre est toujours vraie.) Donc,

KI[X1B et K, _1[X] sont supplémentaires dans K[ X].

II1.3. Sommes directes en dimension finie

o V/ Notation 1.2

Soient 1,...,%), des familles de vecteurs d'un espace vectoriel. On note F = (%1,...,%,) la famille obtenue en
concaténant les familles 71,...,%, : l'ordre des vecteurs est respectée et on conserve les éventuelles répétitions.

~— @ Théoréeme 1.36

Soient E un IK-espace vectoriel et E1,...,E, des sous-espaces vectoriels de dimension finie de E. On suppose
que la somme des espaces vectoriels E1,...,E, est directe.

P
» Si, pour tout & € [1, pl, 9B}, est une base de Ey, alors 98 = (%4, ...,%)) est une base de @Ek.
k=1

P
» Si de plus on a la décomposition £ = @E %, alors 98 =(%1,...,9%,) est un base de E. En particulier, E est

k=1
de dimension finie.

Démonstration

» Pour tout & € [1,p], on note nj, =dim(Ey) et By, = (e 1,ep.9,..-,€k n,)-
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* Montrons que la famille 8 = (e 1,...,€1,n1,€2,1,---,€2,ng5---,€p,1,---,€p,n,,) st libre.
Soit A1,1,--A,0154215- A2 09,5 Ap 15+, Ap,n, ) € K™ 4 te] que :

ni no np
Z Av,j-e1j+ Z Ag j.egj+-++ Z Ap,j-ep.j=0E.
Jj=1 Jj=1 J=1

€eEq €Es €E,

ng
Par définition de somme directe, pour tout % € [1, p], Z Ak,j-ek,j = O0g. Or, les familles (e 1,e 2,...,€k »,) est libre. Donc, tous les

scalaire A1 1,...,41,n1,42,1,---, A2 ng»- -5 Ap,15- -»Ap,n, sont nuls. On en déduit la liberté de la famille 23.

P
e Montrons que la famille 98 = (81’1,...,61,n1,€2’1,...,82’n2,...,ep’l,...,el)’np) engendre @Ek.
k=1

P
Soit u € €D E},. Par définition, u = uj + -+ +up o, pour tout k € [1,p], uy, € E}, et la famille (ef,1,€k,2;--->€k n,) engendrent E, donc

k=1
ng
il existe (A 1,...,A% 5,) € K™ tel que xj, = ) Ay j.ep ;. Ainsi,
J=1
ni ng np
x=) Mjerj+ ) Agjegjtet ) Apjep;.
J=1 J=1 J=1
» Conséquence immédiate du point précédent. O

Définition 1.33 — Base adaptée a une somme directe

Avec les notations du théoreme 1.36 page 48, on dit que la base % = (%4;,...,9%,) est une base adaptée a la

p
décomposition (en somme directe) E = @E 5
k=1

“/® Remarque 1.43

Déterminer une telle base sera au centre du chapitre concernant la réduction des endomorphismes.

— ) Théoréme 1.37 - Fractionnement d’une base
Soit & une base d'un IK-espace vectoriel E de dimension finie. On fractionne la base 28 en
B =(B1,...,Bp),

ot p € N*. Alors,

p
E = P Vect(%y).
k=1

Démonstration

p
Montrons que E < )_ Vect(%y).
k=1
Soit u € E. Comme £ est une base de E, u s’écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs de la famille 3.
Quitte a réorganiser les vecteurs de la combinaison linéaire, u s’écrit alors comme une somme de vecteurs dont le premier est

combinaison linéaire des vecteurs de %1, le second est combinaison linéaire des vecteurs de %o, et ainsi de suite.

p
Autrement dit, u € ) Vect(%By).
k=1

P
Donc, E < ) Vect(%;,). Lautre inclusion est claire.
k=1
Donc,

p
E =) Vect(%p,).
k=1
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Montrons maintenant que la somme est directe.
Soit (u1,...,up) € Vect(%1) x -+~ x Vect(%p) tel que ug +---+up =0f.
Par définition, le vecteur u1 +---+up est combinaison linéaire des vecteurs de 28.
Comme 2 est une base, tous les scalaires de la combinaison linéaire sont nuls.
Donc, u1=---=up =0g.
Ainsi,
p
E = @ Vect(%y,).
k=1

/¢ Remarque 1.44

Pour tout £ € [1, pl, la famille %}, est libre (comme sous-famille de la famille libre %) et engendre Vect(%;,) : c’est
une base de Vect(%y,).

— R Proposition 1.21

Soit F un sous-espace vectoriel d'un IK-espace vectoriel de dimension finie E. Alors, F' posséde des supplémen-
taires.

Démonstration

On note n la dimension de E. Par le théoreme 1.13 page 25, F' est de dimension finie p <n.
Soit (eq,...,ep) une base de F. Par le théoréme de la base incomplete, on peut compléter (e1,...,ep) en une base (eq,...,e,) de E. Par
le théoreme précédent,

E =Vect(ey,...,ep)®Vectlep+1,...,en).

=F
Ainsi, Vect(ep+1,...,en) est un supplémentaire de F'. o

Remarque : Lorsque p =n,on a : F =Vect(eq,...,ep) =E et (e1,...,ep) est une base de E. Appliquer le théoréme de la base incomplete
est alors inutile. Un supplémentaire de F est {0g}.

~— @) Théoréeme 1.38

Soient pe N* et Eq,...,E p des sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E. On suppose que, pour tout
kell,pl, Ep est de dimension finie.

P
» La somme Z E;, est de dimension finie et dim ( Y E k) < ) dim(E}).
k—l k=1 k=1

» La somme Z E;, est directe si, et seulement si, dim ( Z E k) Z dim(E}).
k=1

p
» On suppose que la somme Z E}, est directe. On a E = EBE 1 si, et seulement si, dim(E)= )_ dim(Ep).
k=1 k=1 k=1

Démonstration

» Pour tout % € [1, p], on note nj, = dim(Ey) et By, = (e, 1,€p.2;- .-,k n,)- Dans la démonstration du théoréme 1.36, on a montré que la

p
famille finie % = (%1,...,%Bp) (composée de n1 +--- +np vecteurs) engendre Z Ey.
k=1

b
Donc Z E}, est de dimension finie et
k=1
b p
dim Z Ep|l<sni+--+np= Z dim(E ).
k=1 k=1

P
» (=) Supposons que la somme Z E}, est directe.
k=1

p p P
D’apres le théoréme 1.36, 28 = (%1,...,%p) est une base de Z E; et dim( Z Ek) =ni+-+np= Z dim(Ep).
k=1 k=1 k=1
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P b
(<) Supposons que dim( Z Ek) =ni+--+np= Z dim(E}).
k=1 k=1

D p p

La famille & engendre ) E}, et posséde dim( Y E k) vecteurs. Par théoréme 2 est une base de ) Ej. En fractionnant la base
k=1 k=1 k=1

B =(PB1,...,Bp), on a alors,

M=

b
E, = @ Vect(%y,).
k=1

k=1

p p p
Or, 98, est une base de Ej,, donc ) Ej = @ E} etlasomme )  E} est directe.
k=1 k=1 k=1

p p p
» On sait que @ Ej, cE. Donc, P Ej, = E si, et seulement si dim(E) = dim(@Ek).

k=1 k=1 k=1
P P p
Par le point précédent, comme la somme @ E}, est directe, dim Ep|= Z dim(Ep). ]
k=1 k=1 k=1

—— @) Théoréme 1.39 - Caractérisation de sous-espaces supplémentaires

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On considére F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
On a E =F &Q@ si, et seulement si,

FnG={0g} et dim(E)=dimF)+dim(G)

Démonstration

Conséquence des théoréeme 1.33 page 47 et 1.38 page 50. o

~— & Théoréme 1.40 - Formule de Grassmann

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On considere F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Ona:
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)

Démonstration

Soient F'{ un supplémentaire de F NG dans F : F = F1 & (F NnG) et G1 un supplémentaire de FNG dans G : G=G1 & (FNG).

» Soit (u,v,w)e F1 xG1 x(FNG) tel que u+v+w =0g.

Do, u=-v-w.Or,veGicGetwe(FNG)cqG. Dong, u € F1 Nn(FNG). Comme la somme F{ & F NG est directe, on en déduit que
u=0.

On a donc, v+w =0 avec v e G1 et w e FNG. Comme la somme G1 & F NG est directe, on en déduit que v =w =0.

Ainsi, la somme F1 +G1 +(F NG) est directe.

» Deplus, F+G=F1+(FnG)+G1+(FnG)=F1+G1+(FnG). Ainsi, F+G=F1e8G19FnQG.

» Par le théoreme 1.38 page 50, on a : dim(F +G) =dim(F1; # G1 & F N G) = dim(F1) + dim(G 1) + dim(F N G).
Or,F=F1eFnGetG=G19FnG.Donc,

dim(F+G) = dim(F1)+dim(Gq1)+dim(FnG)
dim(F') — dim(F N G) + dim(G) — dim(F N G) + dim(F N G)
dim(F) + dim(G) — dim(F N G).
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IV.Interpolation de Lagrange

IV.1. Position du probleme

Dans ]K2, on considére n + 1 points notés (a,b) ou ag,...,a, sont des scalaires deux a deux distincts.

Existe-t-il une fonction polynomiale P telle que, pour tout j € [0,n], P(a;)=b;?

— Y Exercice 1.24

Dans un premier temps, en considérant IK = R, vérifier graphiquement que lorsque qu’il n’y a que deux points
(a1,b1) et (ag,b2), la réponse a la question est oui.
Dans un second temps, donner une fonction polynomiale P solution du probléeme.

Résolution

Construisons une fonction affine P dont le graphe passe par ces deux points. On note P : x — a x x + 8 et on cherche a et §.
On cherche alors a résoudre le systéme :

axa1+pf = by (Ly)
axag+f = by (L)
Llopération Lg — L1 donne a x(ag —a1)=bg—b1.
- bo —
Donc, a = 1,puis,ﬁ:b1— 2701 Xaf.
-a ag—ay
Ainsi, une solution du probléme est :
bg — bo—b bo—b
P: 2700 xaby 2L 22701 (v aq)+ by,
agz—ai az—-a1 az—-al

IV.2. Polynomes de Lagrange

Définition 1.34

Soient n € IN un entier et (ag,a1,...,a,) € K**! un n + 1-uplet de scalaires deux a deux distincts.
Pour tout i € [0,n], on note

" X—-ap
- =C
k=0 @i —Qf
k#i

Les polynoémes L, ...,L, sont appelés polynomes de Lagrange associés aux points ag,a1,...,a,.
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~—— @) Théoréme 1.41 - Propriétés des polynomes de Lagrange

En utilisant les notations de la définition 1.34, on a :

1. Pour tout i € [1,n], L; est un polynéme de degré n.

. 1 sii=j,
2. Pour tout j € [0,n], Li(aj)=0; ;= { 0 sii#]
n
3. Ona ZLi =1.
i=0

4. La famille (Lg,L1,...,L,) est une base de IK,[X]. Les coordonnées d’'un polynéme P € IK,[X] dans cette

base sont (P(ao),P(a1),...,P(ay)).

Démonstration

1. Soit i € [0,n]. L; est un produit de n polyndomes de degré 1, donc, L; est de degré n.

2. Soit j€[0,n].On a:
noa;i—ap

Liap=[] 2—.

=0 @i

k#i

a;j—a;j
L7 = 0. Done, Li(a;)=0.
a; — J

Si i # j, alors un des facteurs du produit précédent est
Sii=j,alors

T oaj—a
Liay)=[] 22—k 1.

r=0%i — QL

ki

n
3. Pour tout j€[0,n],ona: Z Li(aj) =1.
=0
n
On en déduit que le polynoéme Z L;(aj)-1 posséde n + 1 racines distinctes.
1=0
n

Or, ce polynome est une somme de polyndomes de degrés inférieurs ou égaux a n, donc, Z Li(a;)-1 aun degré inférieur ou égal
=0

an.

n
Par théoréme, ) Li(aj)-1=0.
=0
n

4. Soit (A9, A1,. ., An) € K" tel que Y 4;.L; =0.
1=0
Soit j € [1,n]. On évalue I'égalité précédente en a s il vient :

n

Y AiLiap=0=4;.

1=0

Donc, 1; =0.

Ainsi, (Lg,L1,...,Lp) est une famille libre.

De plus, (Lg,L1,...,Ly) est une famille composée de n + 1 = dim(IK,,[X]) vecteurs de IK,[X].
Ainsi, (Lg,L1,...,Ly) est une base de IK,[X].

1=0
En évaluant en aj, ouje [[O,n]],ona:P(aj)zuj. ]

n
Soit P € K,[X]. Il existe (g, i1, .., tn) € K** 1 tel que P = > L.

“® Remarque 1.45 - Résolution du probléme d’interpolation

n
On note P = Z b;.L;. On a, pour tout j € [0,n], P(a;)=b;.
Ainsi, P est 111n0e solution du probléme d’interpolation.
Montrons qu’il n’existe pas d’autres solutions dans IK,[X]. Soit @ € IK,,[X] tel que, pour tout j € [0,n], Q(a;)=b;.
On remarque que P — @ est de degré au plus n et, de plus, ag,a1,...,a, sont n+ 1 racines de P — @ deux a deux
distinctes.
Donc, P = Q.
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— Y Exercice 1.25 — Une autre définition des polynomes de Lagrange

Soient n € IN un entier et (ag,a1,...,a,) € K" unn+ 1-uplet de scalaires deux a deux distincts.

1. Montrer que l'application ¢ : K,[X]— K+t définie, pour tout P € IK,[X], par
@(P) = (P(ao),P(a1),...,P(ay))

est un isomorphisme.

2. On note (e, ...,e,) la base canonique de R™". Déterminer pour tout j € [0,n], le polynéme L;eK,[X]
vérifiant p(L;) =e;.
3. Résoudre le probleme d’interpolation en utilisant la fonction ¢.

Résolution

1. » Montrons que ¢ est linéaire.
Soient A€ K et (P,Q) € K, [X]x K,[X].On a:

PAP+Q) = ((A.P+Q)ag),...,(A.P+Q)an))
= (A.P(ag)+Q(ag),...,A.Pan)+Qlay))
= A(P(ag),...,Plan)) +(Qap),Qa1),...,Qan))
= LoP)+e@).

Donc, ¢ est linéaire.
» Montrons que ¢ est injective.
Soit P € Ker(¢). On a :
@P)=0 < (P(ag),...,Play))=(0,...,0).
Donc, pour tout % € [0,n], ap, est une racine de P.
On a trouvé n + 1 racines distinctes a P un polynéme de degré au plus n (les a;, sont deux a deux distincts).
Par théoréme, P = 0.
Donc, ¢ est injective.
» Montrons que ¢ est un isomorphisme.
On sait que ¢ est injective. De plus, dim(K,[X))=n+1= dim(K"**1).
Par théoreme, ¢ est bijective.
Ainsi, ¢ est un isomorphisme.
2. Soit j€[0,n]. Comme ¢ est bijective, il existe un unique polynéme L ; € K, [X] tel que (L ;) =e;.
On en déduit que L j(a;) =1 et, pour tout k € [0,n] avec k #1, L j(ap)=0.
Donc, comme les a;, sont deux & deux distincts,
n
L;=Q x H(X—ak). (%)
k=0
k%]
n
Or, H (X —ayp) est de degré n et L ; est de degré au plus n. Donc, @ est un polynéme constant. Notons le @ =1 € K.
k=0
k#j

n
De plus, Lj(aj) =1, donc, en évaluant (¥) enaj,ona:1=1x H (aj—ap).

k=0
k]
Donc,
1 1 n T X-ay
A=———— et =—x X - = .
n 9= kl:[o( o) kEIO aj—ag
[[@;-ax) (@j—ap) jz; k#j
k=0 k=0
k#j k#j

On retrouve les polynéme de Lagrange associés aux points ag,...,an.
3. Ona(bg,b1,...,bp)€ K" Comme @ est une bijection, il existe un unique polynéme P tel que ¢(P) = (bg,b1,...,by).
Autrement dit, pour tout j € [0,n], P(a;) =b;.
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IV.3. Déterminant de Vandermonde

Dans ce paragraphe, on résout le probleme d’interpolation autrement.

Soit P=Y 1;X'€K,[X].Ona:

=0
Ao + Aag + + /lna” = b()
0
Ao + Aap + ... + /lnan = by
1
. n —
Vjel0,n],Pa)=b;, < Ao+ Aag + ...+ Apag = by
Ao + Ma, + + Apal = b,
2 n-1 n
1 ao aj ag a, 1 b
1 a1 a? a1l q? 0 0
1 1 1
1 as a2 al ! al M b1
P 2 2 2 2| x . =
' _ ) A b
1 a, a? a1l an " "

v~

=M, +1(ao,a1,...,an)

Le systéme précédent posséde lorsque la matrice M, ,1(ag,a1,...,a,) est inversible. On s’intéresse donc a son
y n+l 0,41, »“Yn

déterminant.

Définition 1.35 - Déterminant de Vandermonde

Soient n = 2 un entier et (a1,...,a,) € IK". On note :

1 a; a% a'll_l
az a? ap?

Vn(al,‘..,an)=det(Mn(a1,...,an)): . .
1 a, a2 a1

Ce déterminant s’appelle le déterminant de Vandermonde associé aux scalaires ay,...,a,.

- @ Théoréme 1.42
Avec les notations de la définition 1.35, on a :

Vulai,...,an)= [] (aj—ai).

1<i<j<n

Démonstration

Par récurrence sur n.
Pour tout n > 2, on note (#) : «pour tout (ay,...,an) € K", Valay,...,an)= [[ (aj—a;)»
1<i<jsn

Initialisation. n = 2. Soit (a1,a9) € K2.Ona:

=ag—ai= H (aj—ai).
(2) 1<i<j<2

1
Volai,ag) = ‘1 as

Donc (#) est vraie.
Hérédité. Soit n = 2. On suppose (#,) et on montre (H z_1). Soit (a1,a9,...,a,+1) € K" Ona:

1 a a% a'll_1 aff
1  ag a% ag_l ay
Vat1(@s,...,an,an+1) =
1 ap a2 a b "
1 ap+1 ai+1 aZj Qi (n+1)
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On applique successivement les opérations sur les colonnes Cj, .1 — Cp+1—-a1.C, Cp, — Cp—-a1.Cp—1, ..., C3 — C3—0a1.Cy et
C9 — Cg—aq.Cq. Ces opérations ne changement pas la valeur du déterminant :

1 0 0 0 0
1 (ag—ay) (ag—a1)xas (ag—al)xag_2 (ag—al)xag_l
Vari(@,...,an,an41) = .
1 (ap—ay) (an—ayp) xan (an—al)xag’z (an—al)xag’l
-2 -1
1 (ap+1-a1) (@pr1-a1)xaps1 ... (@pr1—a)xapl] (@pe1—a1)xapiqf,.)
On développe par rapport a la premieére ligne :
Vn+1(a1?"-aaﬂ’an+1)
(ag—a1) (ag—ai)xag (az—al)xag_2 (az—al)xag_l
— 1 x (_1)1+1 x : :
(an—ay) (an—ay)xan (an—atl)><otr2‘_2 (an—al)xotg_1
-2 -1
@n+1-a1) @pi1-aD)xant1 ... @uer-aD)xapl] (@pr1-an)xap’ylo,
Par linéarité par rapport a chaque ligne du déterminant, on a :
n+l
Vn+1(a1,~--aanyan+1) = Vn(a2,~--aanyan+1) x H (a] _al)-
Jj=2

Par hypothese de récurrence, on a :

n n+l
Vaulag,...,an,an+1) = H (aj—a;)= H( H (aj—ai)).
=2 \j

2<i<jsn+1 J=i+1
Donc,
n+1l n n+1 n n+l
Vas1(@t,...an,ans) = [[@j—aD)x [T| ] @j-ap|=11| [] @j-ad|= [] (aj—ay.
j=2 1=2\j=i+1 i=1\j=i+1 I<i<jsn+1l
Donc, (H,,+1). Ce qui achéve la récurrence. O

~— @ Théoréeme 1.43

En utilisant les notations de la définition 1.34 page 52, 1a matrice de la base canonique (1,X,...,X") de IK,[X]
dans la base (Lg,L1,...,L,) est M, 1(ag,a1,...,a5).

Démonstration
Soit j € [0,n]. Par le théoreme 1.41 page 53,

. on.
X/ = Z a{Li.
=0
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V.1.Testons I'A sur ce chapitre

Enoncé.
Soit E un K-espace vectoriel et u € Z(E) un endomorphisme tel que :

u?=u?+2u.

Montrer que :

E =Ker(u) o Ker(u + Idg) @ Ker(u — 2Idg).

Solution proposée par I'IA.

Etape 1. Mise sous forme factorisée de 'équation.
On commence par transformer ’hypothése donnée :

wW-u?-2u=0 = u(uz—u—Q-IdE)zo.

On factorise le polynéme quadratique :
u?—u—2Idg = (u +Idg)(u - 2Idg),

ce qui donne finalement :
u(u +Idg)(u —21dg) = 0.

Ainsi, pour tout x€ E,on a :

u(u+Idg)(u —2Idg)(x) = 0.

Etape 2. Définition des sous-espaces.
On considere les sous-espaces suivants :

Ey:=Ker(u), E_i:=Ker(u+1dg), Eq:=Ker(u-2Idg).

Etape 3. Les sous-espaces sont en somme directe.
Montrons que l'intersection de deux noyaux quelconques est réduite a {0}.

— Soitxe EgNnE_q1 : alors u(x) =0 et (v +Idg)(x) =0, donec x = —u(x) = 0.
— Soitx€ EgnEy : alors u(x) =0 et u(x) =2x, donc 0 =2x = x = 0.

— Soitx€ E_1NEy :alors u(x) = —x et u(x) =2x, donc —x=2x=>3x=0=>x=0.

Les trois intersections deux a deux sont nulles, donc la somme est directe :

EyoE _19E,.

Etape 4. Tout vecteur de E se décompose dans cette somme.

On veut montrer que pour tout x € E, il existe une unique décomposition :
x=x0+x_1+x9 avecxy€KE),.
Pour cela, on construit explicitement des projecteurs a ’aide de polynémes.

Considérons le polynéme P(X) = X(X + 1)(X —2), qui s’annule en 0, —1 et 2. On définit trois polynémes de Lagrange
associés :
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X+DX-2) (X+D)(X-2)

20X =002 - 2
L X(X-2) _ X(X-2

g0 = e =
_XX+1) X(X+1)

22X = e 6

On vérifie que :
qo(0)=1, qo(-1)=0, ¢qo(2)=0, etde méme pour les autres.

On applique ces polynémes a 'endomorphisme u :

x=qo(u)(x)+q_1(u)x) + g2(u)(x).

On vérifie que :
go(u)x) e Ker(u), q_-1(u)x)eKer(u+Idg), qo(u)(x)eKer(u—2Idg).

Ainsi, tout vecteur x € E s’écrit comme somme d’'un élément dans chacun des noyaux.

Conclusion.
On a montré que :

E =Ker(u) ® Ker(u + Idg) ® Ker(u — 2Idg).

— Y Exercice 1.26

1. Il y a une erreur grave de raisonnement. Retrouvez-la.
2. Les polynémes q¢(X), g_1(X) et g2(X) portent un nom. Nommez-le.
3. Légalité

x = qo(w)(x)+g-1(w)(x) + g2(u)(x)

dans I’étape 4 est vraie mais n’est pas justifiée. Justifiez-1a.

V.2.A la fin de ce chapitre,...

1. ... je connais le vocabulaire de I’algébre linéaire. En particulier, je sais faire la différence entre les notions
suivantes :

e Somme de sous-espaces vectoriels.
e Somme directe de sous-espaces vectoriels.

o Espaces vectoriels supplémentaires.
n

e Lécriture E = @E i
i=1
2. ... je sais montrer qu'une somme est directe.
n

3. ... je sais montrer que des espaces sont supplémentaires, et plus généralement, une égalité de la forme E = @E i
i=1

... je sais reconnaitre un déterminant de Vandermonde.

... je sais définir les polynomes interpolateurs de Lagrange et je sais retrouver rapidement leurs propriétés.
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