Nombres complexes — Fiche de cours

1. Rappels nombres complexes
a. Définition
Un nombre complexe est défini par :

z=x+Iiy s’appelle la forme algébrique du nombre complexe

x : partie réelle notée Re(z) y : partie imaginaire notée Im(z)

b. Forme trigonométrique
Soit le nombre complexe z=x+iy ayant pour image M dans le

repere orthonormal (O;ii; V)

M(z)

D PP = = e ——————

0 U

a=rcost

On définit le module de z par  |z| =r=\x*+ y® avec r>0
oubien |(z) |—\/Re

)+Im’(z)
On définit un argument de z par H:arg(z):(ﬁ;(j\»/l)+2kﬂ keZ

La forme trigonométrique est définie par: z=|z|(cos @ +i-sind)
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2. Forme exponentielle
a. Définition
La forme exponentielle d'un nombre complexe est définie par :
i
=|z|-e

b. Propriétés

Soit # et € desnombres réels et n un nombre entier

- produit: e'/xe'? =¢!?*
ig
. e i(o—0'
- quotient : —, € (=67
1
- puissance : (elﬁ)"z o
3. Trigonométrie
a. Formule d’addition
cos(a+b)=cosa-cos b—sina-sinb
cos(a—b)=cosa-cosb+sina-sinb
sin(a+b)=sina-cosb+sin b-cos a
sin(a—b)=sina-cosb—sinb-cosa

b. Formule de duplication
cos(2a)=cos2a—-sin2a=2cos2a—1=1-2sin2q4
sin(2a) =2cosa.sina
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c. Linéarisation et intégrales

» _ 1+cos(2x) .5 1—cos(2x)
cos x:# ; sin xzf
lfcoszxdx=l ; l_fsinzxdx=l
T 2 T 2

4. Transformations du plan
Soit z affixe du point M duplanet z

I’affixe de son image

M' dans le repére (0,i,]) par une transformation du plan

- translation M '=t,(M)  z'=z+z

- homothétie M '27

- rotation M'=h, ,(M

M) z'=az avec a€R
)

z'=az avec f=arg(a)
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Nombres complexes — Exercices — Devoirs

Exercice 1 corrigé disponible
1. Déterminer le module et I’argument des nombres :

21=2-2i z=\3-i  z3=-3i 2 =2+ 213
2. Ecrire sous forme exponentielle les nombres suivants :
Z1 iy | Z3 z4
3 =
Z2 23 Z3 24 Z
@

Exercice 2 corrigé disponible

1. Ecrire sous forme algébrique les nombres suivants :
34 ; — i
:1=‘\/§e'“ =2e" m=2e

2. Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal direct (O,1,V) ,
placer les points suivants :

Alz1)

z3 = 4 e -i2m3

B(zz) C(zz) D(z4)

Exercice 3 corrigé disponible

Le plan complexe est muni d’'un repére orthonormal direct (O, E), ?)).

On désigne par i le nombre complexe de module 1 et d'argument 125

On considere les points A, B et C d'affixes respectives :

=141 z.= 3+ 13

ZB=ZAX2€W’3
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Exercice 4

1. a. Déterminer le module et un argument de chacun des nombres
za, Zp €t zc.
b. Vérifier que zg = (1 —/3) + i(1 +/3)
c. En déduire que cos 7n_1-43

12 22

d. Placer les points A, B et C dans le plan muni du repere
orthonormal (O, ?, ?)) d’unité 2 cm.

2. a. Démontrer que le triangle OAB est un triangle rectangle.
b. Déterminer le centre et le rayon du cercle circonscrit au triangle
OAB et construire ce cercle.

3. Déterminer la nature du quadrilatere OABC et prouver que
le point C appartient au cercle circonscrit au triangle OAB.

corrigé disponible

Tt T
a. Calculer 3 + 3

b. A laide des formules d’addition.

i 5 % i
calculer cos [3 * 6) et sm[3 2 6)

c. Vérifier les résultats de la question b.
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Exercice 5 corrigé disponible

T I T TT
a. Calculer 3 + 4 et 374

b. Al'aide des formules d'addition, calculer cos (% ), cos (Z_Tzc ];

: (1) : (7_7:)
sin 12 et sin 12 )

7 7
c. Calculer cosz(%] + sinz(%) ; calculer cos{l—g) + sinZ[ ﬁ]

Exercice 6
1. En utilisant les formules d'addition, démontrer que :

a. c05a.cosb=%(cos(a+b) + €0s (a — b))
b. sina.sinb=%(cos(a—b)—cos (a + b))

C. sina.c05b=%(sin (a + b) + sin (a— b))

2. Transformer les produits suivants en sommes :
a. A= cos3x.cos 2x
b. B =sin4x.sin 2
€. C=sinx. cos3x

Exercice 7

Linéariser les expressions suivantes
a. A =cos?(2x)
b. B =sin%(3x)
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Exercice 8

, T o E
a. Verifier que 2 X 156

b. En posant a = % et en utilisant les formules

de duplication, déterminer cos ('1%) et sin ['1% ]

Exercice 9

a. Verifier que 2 x

ool =
AR

b. Enposanta = g et en utilisant les formules

de duplication, déterminer cos ( g] et sin (%)

Exercice 10
Soit z,=3+4i l'affixe du point A(z) placé dans le plan complexe (O, i,V
1. Calculer I'affixe du point B image de A par la translation de vecteur #(1,4)
2. Calculer I'affixe du point C image de A par 'homothétie de centre O et de

rapport a=4
3. Calculer I'affixe du point D image de A par la rotation de centre O et d’angle
EEL
3
. . . 1.1 ;
4. Soient les nombres complexes suivants : z,=1+i ; z,= 3 + 3 z,=(1+i )?
zy=5—1 ;indiquer la nature et les éléments caractéristiques des transformations
du plan suivantes :
F est 'image de E G estl'image de E H est 'image de E
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Exercice 11

T
On désigne par i le nombre complexe de module 1 et d’argument —.

On considere le nombre complexe suivant :

-1+
3i

=

1. Mettre z sous forme algébrique. Détailler les calculs.

2. Mettre z sous forme exponentielle. Détailler les calculs.

Exercice 12
Le plan est muni d'un repére orthonormé (O U, _I;)

Soit A et B les points d’affixes respectives :

. som
zA=el i

ES

etzg=¢€e 3.

1. Les points A et B sont correctement représentés sur I'une des figures ci-dessous.

Laquelle? Aucune justification n'est attendue.

Fol N | A
B B

Figure 1 Figure 2 Figure 3
ZA =
2. Montrer qu'un argument de — est PR
ZB
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qv

B
v

Figure 4
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Exercice 13

On note i le nombre complexe de module 1 et d'argument 7 :
Onpose z=+/3-iet z' = —/2e'%.
1. Déterminer la forme exponentielle de z. Détailler les calculs.

z
2. Endéduire la forme exponentielle de —.
z

Exercice 14

Un filtre dans un circuit électrique permet de transmettre sélectivement certaines compo-
santes du spectre en fréquence d'un signal.

On considére le filtre, composé d'une résistance H et d'un condensateur .

On appelle fonction de transfert de ce filtre, la fonction H définie par :

1
Hiw)= ———
1+ RCw-i
oi1
T
— iestle nombre complexe de module 1 et d'argumem; vérifiant i* = -1;

— R estla résistance, exprimée en Ohm, ayant pour valeur 1050;
— C est la capacité du condensateur, exprimée en Farad, ayant pour valeur 107 F;
— westla pulsation du signal aux bornes du circuit, exprimée en rad - 5.

1
La pulsation de coupure du filtre est définie par wg = 1ol

i

P | =
B | =i

1. Calculer w., puis montrer que H () =
2. Ecrire H (w,) sous forme exponentielle.

La réponse en gain du circuit, notée Ggg et exprimée en décibel, vaut pour cette fréquence
de coupure :

Ggp =20log(|H (w1

oit | H (w.)| est le module de H (w_).
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3. Montrer que Ggp = —10log(2).

On pose en cascade un deuxieme filtre identique de méme pulsation de coupure gui est
tel que la fonction de transfert de ces deux filtres, notée Hy (w.), est égale au produit des
fonctions de transfert de chacun des deux filtres. Ainsi :

Hy (we) = Hiwe) » Hw,).

4. Déduire de la question 2 le module et un argument de Hy (w,).

Exercice 15

On considére les nombres complexes z) = Ge it et 2= —v/3+1, ol i désigne le nombre com-
plexe de module 1 et d'argument ;—:

1. Ecrire z, sous forme exponentielle.
Détailler les calculs.

2. Endéduire une écriture du nombre complexe £ = 4

—; sous forme exponentielle.
z
2

Exercice 16

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (D i ;;, _i';]

Le point M d'affixe z; vérifie les conditions suivantes :
« M appartient au cercle de centre O et de rayon 6;
= la partie réelle de zyy est négative;

» lapartie imaginaire de zyy est égale 4 3.

1. Soit  la mesure dans [0; 2| de I'argument du nombre complexe zy;.
Déterminer sin(@).

2. Al'aide du demi-cercle trigonométrique ci-dessous, donner la valeur exacte de f. Justi-
fier.

3. Endéduire I'écriture exponentielle de z,;.

=y

'—

1

I

1
l———
t

g p-———-———-—-—--

Exercice 17

On désigne par i le nombre complexe de module 1 et dargument g
Solent z; et 2, les nombres complexes définis par:

£1=\-'I'E+i\«"r£ et 22=Ei-1'_-’-.

1. Ecrire z; sous forme exponentielle, en détaillant les calculs.
2. Montrer que 2z; = z;.

Exercice 18

On désigne par i le nombre complexe de module 1 et d"argument g

Le plan est muni d'un repére orthonormeé |0 ; E, _:.: )

Sur le graphique suivant, on considére le point E dont I'affixe est notée : Zg.
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Par lecture graphique, donner I'écriture exponentielle de Z.

Exercice 19

Rappel : Pour a et b deux réels, on a les formules suivantes :

« cosia+ b) = cos(a) cos(b) —sin(a)sin(b)
« cosia—b) = cos(a) cos(b) +sin(a)sin(b)
« sin(a+ b) = sinia) cos(b) + cosla) sin{b)
« sin(a - b) =sinia) cos(b) — cosla) sin{b)

La tension u (exprimée en volt) aux bornes d'un dipdle en fonction du temps  (exprimé en
seconde) est donnée par :

73

7
u(t) = T cos{1001) — Zsin(lﬂﬂ!‘]

a. Transformer I'écriture de u sous la forme w(f) = Ugyay cos(w i + ) ol

o Uy représente la tension maximale (exprimée en V);
« w représente la pulsation (exprimée en rad-s 1) ;
= ¢ représente le déphasage (exprimé en rad).

b. En déduire la valeur du déphasage ¢ de wu(t).
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Exercice 20

On note C I'ensemble des nombres complexes, et ile nombre complexe de module 1 et d'argu-
T
ment —.

: . 2-61
Question 1. On considére le nombre complexe z; = >

Déterminer la forme algébrique de 2.
Question 2. Soit 2 le nombre complexe défini par: z» = -2 -21.

a. Déterminer la forme exponentielle de z;.

b. Montrer que zg est un nombre réel que 'on déterminera.

Question 3. On considére A, B et C les points du plan d'affixes respectives :

Zn=2-12i, Zg=-2-21 et z¢=-4L

a. Placer les points A, B et C dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal direct
(U; i, _I;] d'unité 1 cm.

b. Montrer que le triangle ABC est rectangle et isocéle.

Exercice 21

Déterminer la forme algébrique des nombres complexes suivants :

a) z; de module 2 etdont un des arguments est T
b) =z, de module 4 et dont un des arguments est 2—;
¢) zy de module 3 etdont un des arguments est —%

d) z, de module /3 et dont un des arguments est %I
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Exercice 22

Mettre sous la forme trigonométrique les nombres complexes suivants
a) z=+3+i b) z=2-2i\3 ¢) z=8
d) z=-2i e) z=—06-06i

Exercice 23

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé (O pu, v

. . s 29 - dar s 2
Les points A, B et C ont pour affixes respectives zy =e'7F, zg =€'3 et zpo =2e'7.

Le graphique correct est :

B 2o 2 cC 2 c 27

}
Y B
- C C™ B B~

a. b. C. d.

Exercice 24

Indiquer la réponse vraie
Le plan complexe est muni d'un repeére orthonormé direct.

Le point A a pour affixe za = —1+i+/3 et le point B a pour affixe zg = 2e -i&
. Les points A et B sont confondus.

a
b. Les points A et B sont symétriques par rapport a 'origine du repére.

[z
.

Les points A et B sont symétriques par rapport a I'axe des abscisses du repére.

B

Les points A et B sont symétriques par rapport a 'axe des ordonnées du repére.
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Exercice 25
Indiquer la réponse vraie

Une forme exponentielle de 2e i§ x 2iest:

a.
b.
C.
d.

Exercice 26

Les résistances et les condensateurs sont des
composants électroniques utilisés dans le do-
maine du son pour concevoir des filtres.

Placé en sortie d'un microphone, un filtre atté-
nue plus ou moins les sons selon leur fréquence
f, exprimée en Hertz (Hz).

filtre

ampli

micro enceinte

Pour un filtre donné, l'atténuation d’'un son se calcule
al'aide de deux nombres complexes zp.

Dans tout I'exercice, on suppose que zr = 10 et

1000v/3
——1

zc = , ou idésigne le nombre complexe de

T
module 1 etd’argument rt
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Partie A : Effet du filtre sur un son grave Exercice 28

On choisit un son grave de fréquence f = 100. Le plan complexe est muni d"un repere orthonormé direct (O JU; V)
L
1. Montrer que zc = —10v/3i. On consideére les points A et B d’affixes respectives: z,=3e ° et
2. a. Déterminer la forme exponentielle de z¢. Zg=—1+i \/5

b. On consideére le nombre complexe Z = zp + z¢c. Onadonc Z =10— 10v/3i. Les points O, A et B sont-ils alignés ?

Déterminer la forme exponentielle de Z.
ZC

¢. On considére le nombre complexe z¢; défini par: z; = .
Zp+ Zc

I

—iL

3
Montrer que zg = ?e 6,

d. Le module du nombre complexe zg; est appelé gain du filtre.

Donner la valeur exacte du gain du filtre puis une valeur approchée au
centieme.

Partie B : Effet du filtre sur un son aigu

On choisit un son aigu de fréquence f = 1000v/3.

-i

est égal a -.
+zc 10-1

1. Montrer que le nombre complexe z¢ défini par z¢ =
z

2. Déterminer la forme algébrique de zg .

3. Calculer la valeur exacte du gain du filtre | z;| et en donner une valeur
approchée au centiéme.

Exercice 27
On considere un signal électrique dont I’expression en fonction du temps
t est donné par : U(I)Z\/E'COS(I)—SHI(I)
1. Montrer que le signal u(t) peut s’écrire pour tout t réel sous la
forme : u():2-cos(t+%)

2. Résoudre dans [0; 7] u(t)=1
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