SERIES NUMERIQUES TD

‘ Séries numériques — TDy ’

Suites numériques

Exercice 1:

Soit (1) une suite réelle décroissante telle que u, + up+1 ~ —.
n

0.

1. Montrer que u,
n—+oo

2. Trouver un équivalent de u,,.

—— Réponse

feRouu,
n—+oo n—+oo

1. La suite (u,) est décroissante, donc par théoréeme de la limite monotone, u,

Par 'absurde, on suppose que u, —00.

n—+oo
Par opération sur les limites u, + u,+1

—0Q.
n—+oo

1 e
Or, u, +ups1 ~ — —— 0. Contradiction.
n n—+oo

On en déduit que u, /e R.
n—+oo

Par opération sur les limites u, + t,+1 2¢.

n—+oo

1
Or,up+upsy1~— 0.
n n—+oo

Donc, par unicité de la limite, 2¢ =0, donc, ¢ =0.

2. Comme la suite u, est décroissante, on a;

Up+tUpi1<2Uup<uUp_1+Up.

1
Or,up+tupsi~—etuy_1+u,~——~—.
n n

Par encadrement,

Uy~ —.

S

Exercice 2 :

=

n

1 n
Déterminer la limite de P,, = — (H (n+ k))
 \k=1

Réponse

4

Mettre sous forme exponentielle puis utiliser une somme de Riemann. On trouve P, —=
n—+oo ¢

Exercice 3 :

1

n!'\»

Déterminer la limite de la suite de terme général u, = (—n) .
n
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TD SERIES NUMERIQUES

— Réponse

Ona:
1 n!
up=exp|—In|—1].
n n

nl~ m(g)”.

Or, par la formule de Stirling,

Donc,
n! _ _
— =V2nnxe n+o(\/2nn><e ”)
n

D’ou,

Up =exp %ln(\/mxe_n+o(\/ﬁxe_")) —ex

p |20 —1+11n(\/%+o(1))].
2n n

In(n)

Or, par croissances comparées, pa— 0.
De plus, ln(v2n+o(1)) 11’1(\/27'[).
n—+oo
Ainsi,
1
Up —— —.
n—+oo e
Exercice 4 :
x(1+2x
Soient f: x — (1+—3) et (u,)n=0 définie par ug=1et Vo e IN, up+1 = f(uyn).
x
1. Etudier (u,).
1
2. Déterminer la limite de la suite de terme général -—
Up-1 Up

3. En déduire un équivalent de u,,.
Indication : on pourra utiliser le théoréme de Cesaro.

—— Réponse

1. Montrons par récurrence que, pour tout n € IN, u, > 0.
Initialisation. Par définition ug=1> 0.
Hérédité. Soit n € IN. On suppose que u, >0 et on montre que u,+1 >0.

u,(1+2uy)
Onauyyj=——>0.
T T 14 3u,
Ce qui acheéve la récurrence.
. —Un
On en déduit que u,+1 —up = <0.
q n+1 n 1 +3un

Donc, la suite (u,) est décroissante et minorée par 0, donc, (1) converge vers une limite ¢ = 0.
On passe a la limite dans I'égalité u,+1 = f(u,) et on trouve

(1+20) -0
= = =0
1+3¢ 1+3¢
Donc, /=0 et
=
2. Ona
1 11 1+3u,y -1
Un-1 Un Un-1 Up-1(1+2up_1) 1+2up_q
Or, u, — = 0.
Donc,
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SERIES NUMERIQUES TD

1
3. On note v, = — — pour tout n = 1.

Upn-1 Up
P N Vit +0p
Par le théoréme de Cesaro, 1.
n n—+oo
Or,
1
Vit tv,=1——.
Unp
D’ou,
vi+-ot+uv, 1 1
—_— — -1
n n nXxXup n—+o0o
Donc, —1
nxup n—+oo
Ainsi,

n 0
n—+oo n

Séries numériques

Exercice 5 :

Déterminer la nature des séries suivantes :

-1" ch(n) (-D"x2n+1)
L Yin(1+ \/ﬁ) " L e D e P T
9 10. 3 (ns? - 1). 20. ) n° (l—cos(%)) ouacR.
n>2 7 n+l-+n nt .
; Zsin(i) T 2L T -l
. ) o n>1
n 12. ) —. 22. Y (=1)" xIn(n)
4. ) . n ) L | n—In(n)
nlxen 13. Y (n®+ 13 —(n®+ D). y 1y
1 1 23.
=1 I = 1n
> Zln(cos(n)) 14. Zln(n)ln(ln(n))' w0 V- (' 1
o v L 15. ) ¥n-"Vn. 24, Z( ('zn)'n)".
’ gvn’ 16 Z‘/*(n+1)xn Sin(t)dt n=0 \1L: X 1
7. Zcos(nzxnxm(1+l)). nX® xt i 25. Zl+x2” ou x € R.
n 17. & Zln(cos(—)) oux€ [O,—[.
an 2 926 Z i 1
8. *Zln(l——) 18. Y o™ ou a e RY. B = A

Pour les séries marquées d'un &, calculer la somme de la série.

—— Réponse

Diverge grossierement.
Equivalent (converge).

Equivalent (diverge).

L

Equivalent (diverge).

G. BOUTARD 3 Lycée GAY-LUSSAC
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SERIES NUMERIQUES

Equivalent (converge).
o(...) (converge).
DL (converge).

Equivalent (converge).

® 0N wm

Equivalent (converge).

10. Equivalent et o(...) (converge).
11. Equivalent (diverge).

12. Equivalent et of...) (converge).
13. Equivalent (diverge).

14. o(...) (diverge).

15. DL (converge)

16. Converge (intégrale de Dirichlet).
17. Equivalent (converge).

18. Encadrer la partie entiére et se ramener a une série de Riemann : a" = pln(@
19. DL (converge).

20. Equivalent

21. Equivalent et o(...) (converge).

22. DL (converge).

23. DL

24. Equivalent.

25. Produit de Cauchy (converge).

Exercice 6 : Séries de Bertrand
Soit (a, B) € R2.

, 1
Etudier la nature de la série Z

ne x (ln(n))ﬁ'

—— Réponse

»Cas1:a>1. 7@7Comparaison aux séries de Riemann.

1+
Soit y €11, al, par exemple, y = Ta'

Par croissances comparées,

o =)
— _=o|=]|.
n%1n(n)p nY

Ainsi, par théoreme de comparaison des séries a termes positifs, Z converge.

n®1In(n)p

» Cas 2: a < 1. ¥ Comparaison aux séries de Riemann.

l+a
Soit y €]a, 1[, par exemple, y = —
Par croissances comparées,

1
2 )
nY n%In(n)p
1
Or, Z - diverge (série de Riemann avec y < 1). De plus, les séries en jeu sont a termes positifs.
n

Ainsi, par théoreme de comparaison des séries a termes positifs, Z diverge.

n%In(n)P
» Cas3:a=1.

e Sous-cas 1: f<0. ¥ Comparaison & la série harmonique.

1 . . . . .
Or, ) — converge (série de Riemann avec y > 1). De plus, les séries en jeu sont a termes positifs.
nY

PSI 2025 — 2026 4
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SERIES NUMERIQUES TD

1
Pour tout n =2, on a In(n) = 1, donc, comme <0, —— = In(n) #>1.
In(n)p

1 =—=0.
nln(n)?  n

Donc,

—

1
Or, Z — diverge (série harmonique).
n

Ainsi, par théoreme de comparaison des séries a termes positifs, Z diverge.

1
nln(n)p

o Sous-cas 2 : p>0. ¥ Comparaison série-intégrale.

On note f : ¢t — La fonction f est dérivable (donc continue) et positive sur [2, +oo.

tin(z)f’
De plus, pour tout ¢t =2,

In(¢)? + BIn(t)P~1 _

!
t)= = U,
'@ In(e)2P
car $=0.
De plus, pour tout 2 = 2,
k+1
f@dt < f(k)
En sommant cette inégalité pour % allant de 2 & n = 3, on a (relation de Chasles) :
n+1 n
f FO&< Y k).
2 k=2
De méme, pour tout & = 3,
k
r< [ roa
k-1

En sommant cette inégalité pour % allant de 3 a n, on a (relation de Chasles) :

Y flk) < f f)ar.
k=3 2
Ainsi,
n+l n n
[ roa<y rw<rer [ row
2 k=2 2

D’autre part,

n+1 n+1 1
[ roa=| e

n+1l
e Lorsque <1, on remarque que f f()dt
2

In(t)~A+17""! In(n+1)P*1  In@) Pt Be1
—_— i 1 .
—pr1 i1 I

[In(| ln(t)l)]';rl sif=1 In(In(z + 1)) — In(In(2)) sif=1
sif#1.

2

+00.
n—+oo
n
Donc, par théoréme de minoration, Z f(R) +00.
k:2 n—+oo
Donc, Z f(n) diverge.
n=2
e Dans la suite, on suppose que §>1.0n a :
n n In(n+1)7P*1  In@)=F+! In(n+1)7P*1 1n(2)f~! In(2)P-1
(R) < (2)+f Bdt< f(2)+ - <f(2)- + <f@)+ —.
kng f 2 f f -p+1 -p+1 f B-1 1-p f 1-8
| | S —
=0 ne dépend pas de n

On en déduit que la suite des sommes partielles de la série a termes positifs Z f(n) est majorée.
n=2
Par théoreme, Z f(n) converge.
n=2
» On a montré que :

converge si, et seulement si, a>1lou(a=1et f>1).

1
b3 n%In(n)p
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Exercice 7 :

Pour tout entier n = 2, on note u,, = ( . Déterminer la nature de la série Z

n=2

In(n)
Indication : on pourra utiliser le résultat sur les séries de Bertrand.

In(n + 1))"’
n

—— Réponse

un,—1

Ona:
In(n+1) 1 1
up=exp(nxln|————||=exp|nxInf1+ xIn|1+—1]].
In(n) In(n) n
Or,
! xln(1+— 0 et In(l+x) ~ «x.
In(n) nj) n—+oo x—0
D’ou,

1 1
~ In{1+=|~ — 0
OR n( n) In(n) n—+co

Or,e*—1 ~ «x.
0
Donc,
In(n+1)
nxin(BE0)

~ = 0.
n n xIn(n)

Unp ~

1
Or, la série de Bertrand Z T
n xIn(n

Par théoreme de comparaison,

Z u, diverge.

diverge (il faut savoir le démontrer : c’est une comparaison série intégrale).

Exercice 8 :

Soit Z u, une série convergente a termes strictement positifs.

n=0
VUn

et ) e V¢ convergent.
n

n=0

Montrer que les séries Z
n=1

—— Réponse

2, .2
x%+
» En développant, (x —y)% > 0, on peut montrer que, pour tout (x,y) € R* x R¥, xy <
Donc,
Vu, 1 1
0< n < 5 X (un + ﬁ)

1
Or, Z u, converge et Z — converge (série de Riemann avec 2 > 1).

Donc, par théoreme de comparaison des séries a termes positifs,

R

converge

» On sait que Z un converge, donc up — 0. De plus, u, >0, donc,
n—+oo

1
— +00.
U, n—+oo
Par croissances comparées, x x e~ P 0, donc,
X—+00
1 _1
— Xe uny 0.
Un n—-+oo
-1
Autrement dit, e #» = o(uy).
PSI 2025 — 2026 6 G. BOUTARD
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TD

1 . .
Or, les séries ) e @ et ) u, sont a termes positifs et Y u, converge.
Par théoreme de comparaison,

1
) e un converge.

Exercice 9 :

Soit f € €°(R, C) 1—-périodique et, pour n € N*, u, :f

n

n+1@dt

11 1
1. Montrer que u, = —f f(t)dt+0(—2).
n Jo n

2. Déterminer la nature de la série de terme général u,,.

— Réponse

t +1
1. On applique le changement de variable u =¢—n, du =dt et ” :)L n 1
fl f(u+n)
Up = du.
0 u+n
Comme [ est 1-périodique,
1
Uy, = A du.
0o ut+tn

u 1
—— < —.
nx(u+n) n2
D’ou, par croissance de I'intégrale,
< -
o \nxw+n)

De plus, pour tout u €[0, 1],

1 1
un——j'ﬂwdt
n Jo

Ainsi,

1 rl
unz—j'ﬂﬂ&+0
nJo

1
=)
1
2. Casl:f f(@)dt=0.
0
1
Ona:un=0(—2).
n

. - 1
Or, la série a termes positifs Z — converge.
n

Donc, Zun converge absolument, donc,

Z up converge.

1 1 1
Cas2:f f®)de#0. Onaalorsf Re(f(t))dtiOouf Im (f(¢))dt #0.
0 0 0

1
Pour fixer les idées, on suppose que f Re(f(#))dt #0. On note v, = Re(u,) :f
0 n

11 i1 1 1 u
vy |y £0e= [ s rwaa= [ o

Or, f est continue sur le segment [0, 1], donc, par le théoreme des bornes atteintes, f est bornée sur [0,1] : il existe
M € R tel que, pour tout u €[0,1],|f(w)| <1 (Remarque : comme f est 1-périodique, f est en fait bornée sur R).

M 1
le(u)ldus—ZXI 1du.
n 0

I

n+l Re (f(t)) &

G. BOUTARD 7
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La fonction Re(f) est continue et 1-périodique, en appliquant Q1 avec f remplacée par Re(f), on a :

Donc,

1 1!
Un o~ Zfo Re(f(®)dt.

1
a termes positifs. De plus, Z — diverge.
n

n=1
Donc, Zvn diverge.
Or, v, =Re(uy).
Donc,

Z u, diverge.

1
Léquivalent trouvé est du signe de f Re (f (t)) dt, donc, on peut appliquer les théorémes de comparaison des séries
0

Exercice 10 :
Soit (a,b) € R2.

n

. , . , , a
Déterminer la nature de la série de terme général u, = T+
—— Réponse

Cas1:|b|<1.0nabd" 0. Donc,
n—+oo
n
Un W Gec®

Donc,
Z u, converge si, et seulement si, |a| < 1.

Cas2:5=1.0na:

a
Un = 7
Donc,
Z u, converge si, et seulement si, |a| < 1.
Cas3:b=-1.

Les termes ug,.1 ne sont pas définis.

Cas4:|b|>1eta+0.
Ona:

a\n
o~ (9)
" n—too b
<1, alors la série Z u, converge absolument, donc converge.

=1, alors la suite (z,) ne tend pas vers 0, donc, la série Z u, diverge grossiérement.

[SUESIS NS

Si|
Si‘
a

La série Z u, converge si, et seulement si, ) b | <1.

Cas5:|b|>1eta=0.Pourtoutn=1,u,=0.
Donc,

PSI 2025 — 2026 8
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TD

)" u, converge.

Exercice 11 :
2

J -

1. Montrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite £.

1

Pour tout n € N*, on note u,, = (n x sin(
n

2. Déterminer la nature de la série Z (up,—9).

n=1
—— Réponse
1. Ona:
[ tnf s 2]
up =exp|n”xInfn xsin|—|]|.
n
3 5
1
Or, sin(x)zx—x—+x—+o(x6)et——>0.
3! 5! n n—+oo
D’ou,
= ZxInf1- o[
u, =expln 6n2 Bkl ) 5|
De plus,
2
3 x 3 1 1 1
1n(1+x)—x—3+o(x) et —W+m+o(ﬁ)m0

5
n
Pourquoi aller a 'ordre 5 n’était-il pas utile ici?

Remargque : le terme o(

——0.
n—-+oo

Or,e*=1+x+o(x)et exp(—mﬂ)(ﬁ))

2
n
aller a ordre 2 n’était-il pas utile ici?

Remarque : le terme o(

Z u, — ¢ converge.

Donc,
.- N
tn 180xn2  ‘\n2)
Donc,
e ——— <0
tn 180 x n2

1 . .
Or, Z — est une série divergente. Donc, par théoréme de comparaison,
n

signifie que les DL sont a l'ordre 5. Or, j’ai utilisé un DL a l'ordre 3 pour In(1 + x).

1
+o0
x n2

Donc,
~ 11 1L (1) 1
Un =P\ e T 5 n?  2x62n2  C\n2)) TP 76 180
2_,
un, n—>+ooe -
2. Ona:
l -5 ! + 1 1
Y SET 3 2 AN
Unp e eXp ]_80><n2 o nz

signifie que les DL sont a 'ordre 2. Or, j’ai utilisé un DL a ordre 1 pour e*. Pourquoi

[

)

Exercice 12 :

Soit, pour (n,p) e N? : u,, =

("7

7

G. BOUTARD
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1. Si p =0 ou p =1, montrer que la série de terme général u,, diverge.

n
On suppose dans la suite que p =2 et on pose S, = Z u, pour tout n € IN*.
k=1
2. Montrer que (n+ p + Dup41 = (n + 1)u, pour tout n € IN*.

3. En déduire que S, = (1-(n+1)u,) pour tout n e N*.

p—-1
4. Soit v, =(n+ 1)u, pour tout n € N*.

Montrer que (vy,);>1 est décroissante. En déduire que la série de terme général u, converge.

5. Déterminer la somme de la série de terme général u,,.

—— Réponse

1. Pour p =0, on a u, =1 qui ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo.
Donc,

Z u, diverge.

1 . .
Pour p=1, on a u,, = — et on reconnait la série harmonique.
n

Donc,

Z u, diverge.

2. Ona:
(n+D!xp! (n+1!xp!

Donc,
(vy,) est une suite décroissante.

De plus, (v,) est minorée par 0, par le théoréme de la limite monotone, (v, ) converge vers ¢ = 0.
Donc,
x(1-¢)eR.

Sn n—+oo p—l

Ainsi,

Z u, converge.

+p+1 =(n+p+1 = =(n+1
(n+p+Dupi1=m+p+1)x mtpiD) tp)! (n+Dxup,
3. Par récurrence sur n € IN*. 1
Initialisation.n=1:S1=u; = et
p+1
1 1
_(1_2)< ):"':_:Sl'
p—-1 p+1 p+1
1
Hérédité. Soit n € IN*. On suppose que : S,, = —1(1 —(n+Duy,).
p-
1
Montrons que S,41 = —1(1 —(n+2)un+1).
p—
Ona:
1 1 1
Sn+1=Sn+un+1=—(1—(n+1)un)+un+1:—(1—(n+p+1)un+1)+un+1:...:—(1—(n+2)un+2).
p-1 p-1 p-1
Ce qui acheve la récurrence.
4. Pour tout neIN*, v, >0 et
( Dxup
Un+1 _(n+2)xun+1 _(n+2)x nn-:val{ _ n+2
Un - (n+1)xu, - (n+1)xu, _n+p+1‘
Comme p =2, Un+1 <1.
Un

PSI 2025 — 2026 10
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n

5. Par l’absurde, on suppose que ¢ # 0. On sait alors que v, ~ ¢ et u, ~ —
1
Comme Z — diverge, par théoréme de comparaison, Z u, diverge. Contradiction avec la question précédente.
n

Donc, ¢ =0 et, par la question précédente,
=t
up=——.
k=1 p-1

|5

—

1 —

Ainsi,

> >

up =ug+ up=1+——=
k=0 k=1 p-1 p-

Exercice 13 :

suppose cette condition vérifiée.

2. Calculer la somme de la série Z Up.
3. Déterminer un équivalent du reste d’indice n de la série Z Uy.

Soit (¢,b) e R%. On note up, = vn+ax Va+1+bx vVn+2
1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que la série Z u, converge. Dans la suite, on

—— Réponse

1. Ona:

1 2

unz\/EX(l+a><\/1+—+b><\/1+—).

n n

1)
=
n2

En utilisant le développement limité de (1 + x)% alordre 3,on a:
2b + 4b +

up=(a+b+1)x vn+ a——3a+o

2 \/ﬁ 8n 2

Casl:a+b+1+0.
Dans ce cas, u, ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo. Donc,
Z u, diverge grossiérement.

Cas3:a+b+1=0eta+2b=0.
Ces deux équations donnent a = -2 et b = 1, puis
1
unz T =0.
4xn2

Cas2:a+b+1=0eta+2b#0.
Dans ce cas :
a+2b
Up ~ .
2n
a+2b . . ) T L. .
Or, v ne change pas de signe et est le terme général d’'une série divergente (série de Riemann avec — < 1)
n
Donc, par théoréme de comparaison,
Z u, diverge.

Dans ce cas :
Or, -+ est le terme général d’une série convergente (série de Riemann avec — > 1).
4xn2
Donc, par théoréeme de comparaison,
11 Lycée GAY-LUSSAC
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Y u, converge.
Ainsi,
Z u, converge si, et seulement si,a = -2 et b =1.

2. En faisant apparaitre deux télescopage, on a :

n

n
S, = Z up =
k=0

n n
VE-2VE+1+VE+2=)Y VE-VE+1+) —VE+1+VE+2=0-Vn+1-1+ Vn+2.
0 £=0 £=0

En utilisant la méthode de la quantité conjuguée :

n+2-(n+1) 1
S,=-1+ ——=-1+ —
vn+2+ vn+1 vn+2++vVn+1 n—to
Ainsi,
+00
2: up = -1
k=0

3. On utilise une comparaison série-intégrale. La fonction f : ¢ — Vt—2 vVt + 1+ Vt + 2 est continue croissante négative.
Utilisons plutot g = —f qui est alors continue décroissante positive sur [0, +oo[. On a :

k+1 k
f g)dt<g(k) < f g(t)de.
k k-1

D’ou, en sommant pour k=n+1aN,ona:
N+1 N N
f gydt< ) gk) sf g(t)dt.

n+l1 k=n+1 n

N 9 4 0 N
f g(t)dt:_[gxt%_gX(t+1)%+§x(t+2)%]n-

n

Or, en utilisant le DL de (1 + x)% alordre 2,0on a:

3 3
V1 DIV SIS S 1—2(1+1 2+(1+2)2 - L
3 3 3 3 ¢ t] |t—+oo 2\t

Donc, en faisant tendre N — +oo :

2 s 1 3] ot 2 1)\3 2
Fxn+12x(1-2{1+—0 < ) gk)<sZxnZx|1-2|1+=| +|1+=
3 n+1l n+2 3 n n

k=n+1

2 2
+(1+—

En multipliant par —1 pour revenir a [ :

3 3 3
2 1 \3 2 \3) e 2 1\3
—§><n+lg><(l—2(1+—1) + 1+—) )s > f(k)s—§><ng><(l—2(l+—) +

n+ n+2 homtl n
N_Yl _———1 1
2Vn 2vVntl  2Vn
Ainsi,
+00 1
Y fR)~————.
k=n+1 2 VG%

PSI 2025 — 2026 12 G. BOUTARD
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Exercice 14 :

+00 1
Déterminer un équivalent de la suite des restes ( Z k_3)
k=n+1

— Réponse

On utilise une comparaison série/intégrale.

Soit n € IN. La fonction ¢ — 3 est positive et décroissante sur R}. Donc, pour tout &2 >n +1,

k+1 k
A t3 k3 b-1 t3

En sommant pour % allantden+1aN=n+1,ona:

N+1 1 N 1 N 1
—dt < — < — dt.
L t3 Z k3 j;l t3

fN 1dt_[ 1 ]N_ 1 1 1
3 | 2¢2], 2n%2 2N2 N—+co 202’
De méme,
N1 1
f ly—
n t3 N—+oo 2(n+1)2

1
D’autre part, la série de Riemann Z — converge (car 3> 1), donc, on peut faire tendre N vers +oo dans les inégalités
n

précédentes :
+00
IR D U
2(n+1)? L5 k2 2n?
1 1

Or, — ~—.
2(n+12 2n2
Donc, par théoréeme d’encadrement,

Jio 1 1
k=n+1 k3 2n?’

Exercice 15 :

-1 n+1
Montrer que la série Z 17— converge et, en utilisant Python, donner une valeur approchée de sa somme a 1073
n=1
pres.
—— Réponse
(-1 n+1
La série Z 7 est alternée (a vous de le vérifier). Donc,
n=1 n
-e—zo:o (_1)k+1 n (_1)k+1 -e—Xo:o (_1)k+1 1
P & o R Pl TR & (n+1)*%
+00 (_1)k+1 3
Pour obtenir un valeur approchée de S = Z e a 1077 pres, il suffit de déterminer n tel que
k=1
<107® = ®+1*=10%
(n+1)*
On trouve S = 1,946 2 107> pres.

Exercice 16 :

G. BOUTARD 13 Lycée GAY-LUSSAC



TD SERIES NUMERIQUES

. (-1 : o (-1
1. Pour tout n € IN, montrer que la série Z converge. Dans la suite, on note R,, = Z
kzn+1 k=n+1 k

N +00 (_1)k+1
2. Soit n € N™. Montrer que R, + R, _1 = —_—
1t n qu n n-1 k:§+1k><(k—1)

3. Déterminer un équivalent simple de R,,.

4. Déterminer la nature de ZRn.

— Réponse

—1)n
1. La série )_ D

n=1
Dongc, R,, son reste d’ordre n est bien défini.

Autrement dit,

est alternée (a vous de le vérifier).

—1)*
la série Z <D

kzn+1

converge.

2. Soit n € IN*. Par glissement d’indice, on a :

+00 (_l)k +00 (—l)k
k§+1kx(k—1)+k;kx(k—1)
too (L1)k teo (—1)k-l

= X 2

k=n+1 k k=n+1 k-1
+00 (_1)k .\ (_l)kfl

k k-1

= Y (-Dkx (———)
k=n+1 k k-1

= Y (-Dkx (———)
k=n+1 kE k-1

+00 (_1)k+1

= X

k=n+1 kx(k-1)

Rn +Rn_1

k=n+1

=1"
3. On remarque que R,_1 =R, + .

Donc,
(_1)n+1 +00 (_1)k+1

2R + —_—.
" n k=n+1k x(k—1)

_1)k+1

OI‘, la série Z m

est alternée (a vous de le vérifier), donc, par majoration du reste d'une série alternée

+00 (_1)k+1
(Ex(k—1)

(_1)n+2
(n+1)xn

1
< —.
n2

x

k=n+

Donc,
+00 (_1)k+1 ~ 1
L kx(k—1)_0(ﬁ)‘

k=n+1

_1\n+l _1\n
oR, = +o(( D )
n n

(_1)n+1
T on

R,

PSI 2025 — 2026 14 G. BOUTARD



SERIES NUMERIQUES

TD

Cependant,
1 (_ 1)n+1

n=g4

2 n

+o[=;).

-1+ 1 . . 1
converge et la série de Riemann Z — converge (car n =>2).
n

La série alternée Z

Donc, par théoréme de comparaison, ZR » converge.

4. Attention! on ne peut pas utiliser 'équivalent précédent, les séries ne sont pas a termes positifs.

Exercice 17 :

Montrer que la série Z( 1" x1n

n=1

1
1 + converge et calculer sa somme.

—— Réponse

1
Méthode 1 : on note u, =In{1+ —|.
n

La suite (u,) est positive, décroissante et tend vers 0 en +oo.
Par le critére spécial des séries alternées,

Z(—l)”xln(l+%).

n=1

2
Méthode 2: Onaln(l+x) = x- % +o(x?).
o
1
Comme — O,ona:
n
1 -1)" -1)" 1
(—l)nxln(1+—)=( ) +( ) +O(—).
n n n2 n2
-1

Or, Z
La série Z (_

Par théoreme de comparaison,

est la série harmonique alternée et donc converge.

n

converge absolument (série de Riemann avec 2 > 1) donc converge.

. 1
Y (-1 ><1n(1+;).

n=1

Calcul de la somme. On a :

N N
Sy = Z( 1)”1n(1+ Z 31
n=1 n=1

Zln(l+—

En faisant apparaitre des factorielles :

2n 1) 2n

((2n+l)(2n+1)) (ﬁ (2n+l)(2n+ 1)

g —1a[ @GN+ DE@NY?
N=n 94N (N1)4
Par la formule de Stirling :
2
@N+1(E@N)Y? 2N~ ( 4”N) 2 2
4N 4 4 N py
24N (N1 9 N(( )N rnN) T N—too T
Donc,
2 b4
SN N ln(;) = —1n(—)
Ainsi,
1 /4
( 1)"1n(1+ ) —In|=
) z)
G. BOUTARD 15 Lycée GAY-LUSSAC
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Exercice 18 :

n
Soient 0 € R et (S},) 1a suite définie par S, = Z sin(k x 0).

k=0
1. Montrer que la suite (S,) est bornée.
N o N-1
sin(n x 0 S S
2. Soit un entier N = 2. Montrer que : Z ¥ = —on 2N
1 n aopnx(n+l) N
sin(n x 6
3. En déduire la nature de la série )_ sin(n x0)
n=1 n
—— Réponse
1. Ona:
. - (i)™ g ~2isin(252)
T Im|————] six#0[27] Im|e'2 ———MM= six#0[27]
Sn=1m(z (el )= 1—eif = ~2isin(§)
k=0 Im(n +1) six=0[27] 0 si x = 0[27]
Dongc, par la formule d’Euler
sin((”gl)e)sin 0)
S = — 5 six # 0[27]
e sin ()
0 six=0[2x]
D’ou,
1
six #0[27]
IS, | < { |sin(g)|
0 six=0[2n]

La majoration trouvée dans les deux cas ne dépend pas de n. Ainsi,

La suite (S;,) est bornée

2. Ona:
% sin(nf) % S,—-Sn-1
n=1 T n=1 n
— i S_n_ % Sn—l
n=1 1 n=1 N
N S, N-1 S, e .
= Z —_—— (changement d’indice dans la deuxiéme somme)
1 a—on+l
_ SN So +N_1(Sn Sh )
- N 1 = \n n+l
Ainsi, comme Sy =0,0n a:
i sin(n) Sy +N_1 Sy
~ n N Znm+)
. 1 . .
3. On sait que — —— 0 et que la suite (S},) est bornée, donc,
N N-+co
Sn
—_— 0.
N N-+x

Sn 1
De pl —\(=0(—|.
© PIus, n(n+1)‘ (n2)

Comme Z — est une série a termes positifs convergentes (série de Riemann avec 2 > 1), par théoréme de comparaison,
n

n
> converge absolument, donc converge.
n(n+1)
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Ainsi,
in(n0) S,

n N—+co Zin(n+1)

Autrement dit,

converge.

sin(nf)
Z n

Exercice 19 :

2
L 2
1. Montrer que, pour tout n € IN, > _ (n) = ( n)
k=o\k n

+00 1 2 +00 1 2n 2
2. En déduire que Z —| = x .
o@D S@n)! (n

—— Réponse
1. Par la formule du binéme de Newton :

2n
a+x =Y (2 x*,
k=0 k

De plus, en développant :

(1+X)2”=(1+X)”><(1+X)”=(§0(Z)Xk)x(ké)(k) ) g(g( )(n J))Xk

En identifiant les coefficients de X" dans les deux expressions trouvées dans le développement de (1+X Y™, ona:

EEIL)-EEI

Ainsi,

2. On remarque que

=0 (—2) par croissances comparées, donc, par théoréme de comparaison des séries a termes
n

1
(n!)?
positifs, Z W converge absolument.

n!

Par produit de Cauchy de séries absolument convergente :

n=0k=0 n=0 n=0

2 2
(nZO( ')2) Z Z (k')2( —k!)? =2 (n)? Z( ) Z (n')2( n) 2 (Zn)!( n)

Exercice 20 :

1

Pour tout n € IN, on note u, = —

5 (i)

k=1
Montrer que la série Z u, converge.
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—— Réponse

La fonction f : ¢ — In(¢)? est croissante positive et continue sur [1, +ool.
Par comparaison série-intégrale : pour tout & = 2

k 9 9 k+1 9
fk  (1n0)de < (1)’ < fk (In())?de

En sommantdek=2etk=n:

n n n+1 9
f ln(t) Z ln(k) f (In())”d¢
1 i 2

Or, par intégration par parties
" 2 2 2
f (In@®)“d¢ =---=n(In(n))” —2nln(n)+ 2n -2 ~ n(In(n))".
1

De méme,

n+1
f (In())?dt = --- = (n+ D(In(r + 1)* = 2(n + DIn(n + 1) +2(n+ 1) -2 (In(2))* + 21n(2) - 2 ~ n(In(n + 1))*.
2

Or, In(n +1) =1n(n) +1n (1 + %) =In(n) + o(In(n)).

Donc,
n+l
f (In@®)?dt =--- = (n+ D(In(n+1)* - 2(n + DIn(n + 1) +2(n + 1) - 2(In(2))* + 2 In(2) - 2 ~ n(In(n))*.
2
Par encadrement : . .
> ( ln(k) 1n(k) ~n 1n(n))
A=1 k:z
Donc,
1

~— >
nln(n)?

On reconnait une série de Bertrand convergente (a savoir faire). Par théoréme de comparaison,

)" u, convergente.

Exercice 21 :
1
Pour tout n € IN, on pose a, :f t"V1-¢2dt.
0

1. Montrer que (a,) est décroissante. Calculer ag et a;.

n+1
2. Montrer que Vne N, a,2 = an.
n+4
3. En déduire que a, ~a,+1.
4. Montrer que la suite de terme général (n + 1)(n +2)(n + 3)a,a,+1 est constante.
5. En déduire un équivalent de a,, et la nature de la série de terme général a,,.
— Réponse N

1. SoitneIN.On a: L
Qnil—0Cn :[ " x(t-1)x V1-t2ds.
0
Or, pour tout ¢ € [0,1], " x (t—1) x vV 1—¢2<0. D’ou1 par croissance de I'intégrale (les bornes sont dans le bon ordre :
0<l),aps1—a,<O.

Donc,

(a,) est décroissante.

PSI 2025 — 2026 18 G. BOUTARD
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TD

Pour calculer ag, on utilise le changement de variable ¢ = sin(u) :

s

ao =[§ \/ 1 - (sin(w))? cos(t) du =f§ lcos(u)| cos(u)du.
0 0

T
Sur [0, 5] , le cosinus est positif et

] 7 cos(2u)+1 in(2
ao=f2 (COs(u))2du=f2 cos(Zu)+1 du = [Sln( u)+z
0 0 2 4 2

2

0

Donc,
n
a0—4.
Ona:
1 1 31!
alzf t\/l—t2dt:[——(1—t2)2] .
0 3 0
Donc,

al =

[SCNI

2. Par intégration par parties :

1 1 ,
an+2:f " e V1-2dt = _§th+1x(1_tz)§
0

+1 (1
+an (1-2)V1-2dt =
0

n+1l
X
3

Donc, (n+4)a,+o =(n+1a,.

Ainsi,
n+1
An+2 = a
" n+d4 "
3. Comme (a,) est décroissante : a,+1 <ap,

De plus, par la question précédente

n+4 n+4

Ap = ——QAp+2 S An+1

n+1 n+1

Donc,
n+4
An+1S0p S +1an+1 ~Qn+1-

Ainsi, par théoréme d’encadrement,
Qn+1 ~0Qp.
4. Onnote u, =(n+1)(n+2)(n+3)a,a,+1. Par la question 2 :

n+l
Unt1 =M +2)n+3)n+4)api10ni2 = +2)(n+3)n+4ay.1 o radn T

Donc,
. 7 N n
La suite (u,) est constante égale a ug =6ag xaj = 3°

5. Par Q4 et Q3 :
2

g = (n+ 1)(n+2)(n + 3)anans1 ~n3a>.

Donc,

(an _an+2)-

G. BOUTARD 19
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anp ~

i
X

2 |-
A\
(e}

1 3
La série Z —; converge (série de Riemann avec 3 > 1). Donc, par théoréme de comparaison,
n2

) _a, converge.

Exercice 22 :

. N . PP /2 .
On s’intéresse a la suite définie par ug € ]O, 3 [ et, pour n € IN, up,+1 = sin(u,).

1. Etablir la convergence de cette suite et déterminer sa limite.
2. En considérant u, .1 — u, montrer que Z ui converge.

Un+1

3. En considérant ln( ) montrer que Z u?l diverge.

Unp

—— Réponse

1. Voir le DL7. On montre que la suite est décroissante et que u, — 0.
n—+oo

2. Onauyi1—u,=sin(u,)—u,.

Onasin(x)—x = —— +o(x°). Dou sin(x)—x ~ ——.
x—0 3! x—0 3!
Or,u, 0.
n—+oo
3 .
Donc, u;, e =3!'x (sin(un,)—uy) et =3!'x(up+1—un)=0.

Or, la suite (u,) converge, donc par le lien suite-série, la série Z Un+1— Up CONvVerge.
Donc, par théoréeme de comparaison,

3
Z u, converge.

Un+1 ur31 3 u% 2
ln( )zln(un+1)—ln(un)zln(un—§+o((un) ))—ln(un):ln(l—a+o((un) ).

Un

Or, In(1 —x) = —x + o(x). Donc,

2
In ( ”"“) =5 o).

Up 3!

Donc, u? ~ 3! (In(up+1) —In(u,)) = 0.

OI', ln(un) m —0Q.

Dongc, par le lien suite- série, Zln(un+1) —In(u,) diverge.
Ainsi, par théoréme de comparaison,

> ui diverge.

0 et (u,) est décroissante, pour n assez grand : 0 < ui Sup.

Remarque : Comme u,
n—+o0o

Donc, par théoréeme de comparaison, Z u, diverge.

Exercice 23 :
2n+2

2n+5

Soit u =(u,) définie par ug=1let VnelN, u,.1 = Up.

1. Etudier la convergence de la suite u. On ne demande pas de déterminer la limite de la suite.
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n+1

3/2
u a 1
x —2*1 Déterminer a > 0 tel que In(v,) = — + 0| — |. La série Zln(vn) converge-t-elle?
Un n2 n2

2. On pose vy, = (

C
3. Montrer qu’il existe C > 0 tel que u, ~ —55 eten déduire la nature de la série Z Up.
n

— Réponse

1. Réflexions :

. . 2n+2
On s’intéresse a la monotonie de («,). On remarque : 0 < <
2n+5
e e 2n+2 . . . .
De I’égalité u,+1 = 9n+E X Up, on déduit que u,+1 et u, sont de méme signes. Comme u( = 0, on va pouvoir
n
montrer par récurrence que, pour tout n € IN, u, = 0. En multipliant I’encadrement précédent par u,, on aura alors

Un+1SUp.
Maintenant, on rédige.
Montrons par récurrence que, pour tout n € N, u, = 0.
Initialisation. Onauy=1=0.
Hérédité. Soit n € IN. On suppose que u, = 0.

2n+2

2n+5

———

=0

Donc, par le principe de récurrence, pour tout n € IN, u, =0.

2n+2
De plus, pour tout n € IN, neE <1, donc, en multipliant par u, =0,on a : u,+1 <u,.
n

Donc, la suite (u,) est décroissante minorée par 0.

Onaups1= xuy, =0.

Ainsi, par théoréme de la limite monotone,

la suite (uz,) converge.

1 5 5 1 5
+1n(1+—)—1n(1+—) :—ln(1+—)—ln(1+— .
n 2n 2 n

3 1
ln(vn)—éln(1+; on

2 1 5
Or,In(1+x) = x—x—+o(x2), ——0et——0
x—0 2

n n—+oo 2n n—+oo
Donc,
In(w,) 5 5 5+25+(1) 5 5 5+25+(1) 15+(1)
nwv,)=—-—-—+—5+0|—|=¥—-—-——+—+0|—=|=—=+0|—=|.
"7 9n 4n2 2n 8n2 n2] 2n 4n?2 2n 8n? n2) 8n2 n2
Donc,

15 1
aveca = >0, onaln(v,) = = +o(ﬁ).

. 1 - .
La série Z — est a terme positif et converge, donc par théoréme de comparaison,
n

Z In(v,) converge.

3/2 Wn+1

3. On note w, =n*“ x u,. On remarque que v, = , done, In(v,) = In(w,+1) — In(wy,).

n
Or, Zln(vn) converge, donc par le lien suite série, la suite (In(w,)) converge. On note ¢ la limite de cette suite.

Donc, w,, e’. Onnote C=e’ > 0.
nh—+o00
Donc, w, = n3/2un ~ C.
n—+oo
Ainsi,

=0.

" —too /2
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. 1 . 3
Par théoreme de comparaison des séries a termes positifs, comme Z —j5 converge (série de Riemann avec 2 >1),
n

Z up converge.

Remarque : en particulier, u, —_ 0.
n—+oo
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SERIES NUMERIQUES EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Séries numériques — Exercices supplémentaires

Exercice 24 :

Pour tout n € IN, on note u,, = Arctan(n + 1) — Arctan(n).

1.

Avec Python, tracer la courbe polygonale reliant les points (k,uy) pour & € [0,50].

2. Déterminer la monotonie de la suite (u,). Justifier que la suite (u,) converge et donner sa limite.
3.
4

. Soit (¢)nen € {0, l}lN. Justifier que la série ) ¢, x u,, converge.

Déterminer un équivalent de u,,.

+00
On note S(€) = )_ €, X up.
n=0

7
Montrer que, pour tout S(¢) € [O, 5] .

Soit x € [0, g] Montrer qu’il existe une suite (€, ), € {0, 1N telle que x = S(¢).

x IN comme argument et qui renvoie le (N + 1)-uplet (¢£)zeqo.n]-

B 7
Ecrire une procédure qui prend (x,N) € [0, 2
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