INTEGRALES A PARAMETRES TD

‘ Intégrales a parametres — TDg ’

Suites et séries d’intégrales

Exercice 1:

+001+2sin(%) ) o
f df converge et déterminer sa limite.

Montrer que la suite de terme général u, = _
0o 1+¢2

— Réponse

Pour tout € R et n € IN*, on pose

1+2sin(£)
1+¢2

» Pour tout n = 1, la fonction f), est continue par morceaux sur R,

fn(t) =

» Pour tout ¢ € R, f,(¢) —

=1 (W

» La fonction ¢ est continue par morceaux sur R.
» Pour tout ¢ € R, pour tout n € IN,
) < .
FaOI<
———r
=¢(t)
La fonction ¢ est continue et positive sur R.
1 1 .
De plus, (p(t)t Yoo 2 out— o) est intégrable en +oo (intégrale de Riemann avec 2 > 1). Par théoréme de comparaison,
—+00

@ est intégrable en +oo.
Comme ¢ est paire, ¢ est intégrable en —oco.
Donc, ¢ est intégrable sur RR.

Par le théoréeme de convergence dominée,

u R dt? = [Arctan()] "2 =n
" n—+too - 1+¢2 -0 .

Exercice 2 :

Pour tout entier n =2, on note

+00 1
Up = —— el ¢ 18
. fo T4+ +a"

1. Soit n = 2. Montrer que I'intégrale u, converge.

2. Montrer que la suite (u,);>2 converge et déterminer sa limite.

—— Réponse

Pour tout entier n =2 et x € [0, +oc[, on note :

1
T4x+-+xn

fn(x) =

» Soit £ > 0. En reconnaissant une somme de termes en progression géométrique, on a :

172 et
—— six
_ 1
fn(x)z 1 1xn+ )
1 six=1.
n

Or, xn+1 -

n—+oo

0 six€[0,1[
+oo six>1. ’
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TD INTEGRALES A PARAMETRES

Donc,
1-x sixe€e]0,1[
A s { 0  six>1
=/‘r(x)
Les fonctions f, et f sont continues par morceaux sur [0, +oo.
De plus, pour tout £ =0, 1+x+x2+---+x"=1+x2>0.
Donc,
1 1
x)| = < .
() T+x+a2+- 4+ 1+x2
——
=p(x)
. . . 1
La fonction ¢ est positive et continue sur [0,+oo[ et p(x) ~ —.
x—+00 x

Or, t — l2 est intégrable en +oo (intégrale de Riemann avec 2 > 1). Donc, par théoréme de comparaison, ¢ est intégrale
en +oo.

Donc, ¢ est intégrale sur [0, +oo[.

Par théoreme de convergence dominée,

1

Un

+00 1 )2
f f(x)dxzf l—xdtz[—(l ©)
0 0 2

1
0o 2

n—+oo

Ainsi,

Exercice 3 :
Pour tout entier n = 1, on définit la fonction u,, par :
n t n
Vx>0, u,(x) :f (1 - —) x ¥~ 1.
0 n

Montrer que la suite de fonction (u,),>1 converge simplement vers la fonction I" sur ]0, +ool.

—— Réponse

Soit x > 0 fixé.
On définit la fonction f,, sur ]0,+oo[ par :

n
0 sit=n.

x-1 _in :
VE>0, fo(t)= t ><(1 sit€lo,nl,

+00
On remarque que la fonction f,, est nulle sur [n,+oo[, donc, f frn(@®)dt =0.
n

D’ou, par la relation de Chasles :

+00 n +00 n n
f Fult)dt = f faaes [ fatyde= f (1—i) L = (),
0 0 n 0 n

Soit ¢t >0 fixé. On a : ;
Fa@®=t""Lexp (nln(l— —))
n

t t
Or,In1+x) ~ xet —— —0, donc,nln(l——) ~ —t—
x—0 n n—+oo n | n—+oo n—+00

Donc, par composition de limite,
F®) —— e 7L,
n—+oo

Ainsi,

la suite de fonction (f},),ciw+ converge simplement sur 10, +oo[ vers la fonction ¢ — TR s
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TD

Soient n € IN* et £ > 0. ;
Cas 1:t€]0,n[. Dans ce cas, |f,(?)| = tx_lexp (nln(l - —))

n
Or, on sait que, pour tout u > —1, In(1 +u) < u.

t
De plus, —— > —1. Donc,
n
t
Ifn ()] < t* Lexp (n x (__)) < ¥ 1ot
n

Cas 2 :t=n. Dans ce cas, |f,(t)|=0< ety L,
Ainsi,

Pour tout n € IN* et £ > 0, |f,(8)] < e ‘#*7L.

Pour tout n € IN*, f,, est continue par morceaux.
la suite de fonction (f3;),,cy* converge simplement sur ]0, +oo[ vers la fonction ¢+— e™
La fonction ¢ — e '#*~! est continue par morceaux.

De plus, pour tout n € IN* et £ > 0, |fn(2)] < e_ttx_l, ou la fonction ¢ — e~

ttxfl'
ttx—l

1
10, +ool (car équivalent a pre en 0, avec 1 —x <0, et négligeable devant o) en +oo, avec 2 > 1).

Ainsi, par théoreme de convergence dominée,
I'(x).

un(x)
n—oo

Autrement dit,

la suite de fonctions (u,) converge simplement vers la fonction I sur ]0, +oo[

est positive, continue et intégrable sur

Exercice 4 :

Montrer I'existence de ¢ > 0 tel que :

Ly c
f V1i+xtde ~ —
1

n—+oo n,.

Indication : utiliser un changement de variable affine pour se ramener a une intégrale sur [0, 1].

— Réponse

1 1
On applique le changement de variable : x = — xu+1, dc=—du et ¢ ‘ 1 1+% .Ona:
n n
u ‘ 0 1

1+ 1 sl o
\/1+x”dx:—f ,/1+(1+—) du.
1 nJo n

On note fr(u)=1/1+ (1+ %)n

» Pour tout n € IN*, f,, est continue sur [0, 1].
» Soit u€[0,1].On a:
uyn_ A Yoot - ol
(1+ ;) = exp (n X ln(1+ ;)) T, EXP (n X ln(n +o0 (n))) nH—Jrooexp(u +0(1)) — e
Donc, 1, (u) V1+e® ={(u).
n—+oo
» La fonction ¢ est continue sur [0, 1].
» On sait que, pour tout ¢t > —1, In(1 +¢) < t¢.
Donc,
|fn(u)] < exp (n x Z) <ev.
n
La fonction ¢ : u — e est continue sur le segment [0, 1], donc est intégrale sur [0, 1].
G. BOUTARD 3 Lycée GAY-LUSSAC



TD INTEGRALES A PARAMETRES

Pas le théoréme de convergence dominée,

1 un 1
f ,/1+(1+—) du f V1i+etdu=c.
0 n n—+oo 0

La fonction continue u — V1 +e% n’est pas la fonction nulle et est positive sur [0, 1], donc, ¢ > 0.

Ainsi,
e u\n c
f 1+(1+—) du ~ —.
0 n n—+oo p

Exercice 5 :

1f(n><t)dt

Soit f € Ll([O, +oo[,R). Déterminer la limite de la suite de terme général u, =n x o1
0

Indication : utiliser un changement de variable

—— Réponse

. . t |0 1
On applique le changement de variable u = nt, avec du = ndt et T‘ﬁ

Ona: " F)
u
un=| Tow du
n
On note, pour tout u =0,
f(”z siuel0,n]
gn(u) = 1+ n
0 siu>n
e Soit u €[0,+o0[. Pour n assez grand, on a u < n, donc,
_ f@)
gn(u)= @ e f@w).

Dong, la suite de fonction (g,) converge simplement vers f sur [0, +ool.
e Les fonctions g, et f sont continues par morceaux sur [0, +ool.
« De plus, pour tout u =0 et n e IN*,

|f (w)] <If @),

~ <
1+

car 1+ hd =1>0.
n
Comme f est intégrable sur [0, +ool, |f| est intégrable sur [0, +oo[.

Donc, par théoréme de convergence dominée,

n—+oo

+00
"y ——— f f(w)du.
0

Exercice 6 :

On note

Montrer que I converge et calculer sa valeur.
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TD

—— Réponse

Vit

Pour tout t >0, on a [e” Vil < 1, donc, en faisant apparaitre une somme de série géométrique de raisone” V*, on a :
pp q
-Vt +00 +00
€ _ —\/EZ —n\ft_z —(n+1) V2
—— =e e = e .
l-e Vi n=0 n=0

Ona:

I :fwoioe_("ﬁ)‘/idt.
0 n=0

+00
On note f,,(£)= ) e DVE g nelN et t>0.
n=0
Les fonctions f;, sont continue par morceaux sur ]0,+oo[. De plus, f,(¢) Y 1€ R, dong, f;, est prolongeable par continuité

en 0, donc est intégrable en 0.
1 1
D’autre part, par croissances comparées, comme 7 +1>0, f”(t)t = (t2) ou t— 2 est intégrable en +oo (intégrale de
—+00

Riemann avec 2 > 1).

Par théoréme de comparaison, f, est intégrable sur ]0, +ool.
-Vi
e

— qui est
1—e-Vt

De plus, on a montré au début que la série de fonctions Z fn converge simplement sur ]0, +oo[ vers S :—
continue par morceaux sur ]0,+ool.

+oo
Calculons f |frn()] dt (comme f;, est intégrable sur ]0,+oo[, 'intégrale existe).
0

On applique le changement de variable u = v, autrement dit, ¢ = u? avec dt =2udu et ¢t | 0 +o0o . La fonction
u |0 +00

+00
¢t — V/t est strictement croissante sur 10,+oo[ et I'intégrale f )e_(”+1)‘/z| dt converge. Donc, on peut appliquer le

0

+00 +00
f )ef(nJrl)ﬂ‘ dt:2f ue*(n+1)u du.
0 0

On applique une intégration par parties :

changement de variable et :

+00 e~ (n+u +oo +00 p—(n+1u
f AR TR e — +f —du,
0 —(n+1) |o 0 n+1
ol, par croissances comparées,
ue*(nJrl)u ue*(nJrl)u
— —0 et — —0
—(n+1) u—o0 —(n+1) u—+oo
Donc,
+00 e~ (ntDu 1+ 1
f ne—n+Du g, — _
0 -(n+1)2], (n+1)2
Donc,

+oo +00 1
f [fn(®ldt = 2[ ue U gy — =0.
0 0

n

Ainsi, par théoreme d’intégration terme a terme, S est intégrale sur ]0,+oo[ (donc I converge) et

+00

1
I= Z " fatrd = Z( +1)2 Z—z

n=1

Ainsi,

On reconnait une série de Riemann convergente (car 2 > 1), donc, par théoréme de comparaison, Z f |frn(t)| dt converge.
0
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TD INTEGRALES A PARAMETRES

Fonctions définies par une intégrale

Exercice 7 :

1 2
t
Pour tout x € R, on pose F(x) = f _
0 VI+xtxt?

1. Montrer que F est continue sur R.
2. En déduire la limite de F en 0.

— Réponse

/2
1. On note f(t,x) = —————ou t€[0,1] et x€ R.
V1+axtx 2

Pour tout ¢ €[0,1], 1a fonction x — f(¢,x) est continue sur R.

Pour tout x € R, la fonction ¢t — f(¢,x) est continue sur [0,1].

Pour tout xe R et £€[0,1], 1+x*#2>1> 0, done, |f(¢,x)| <t?<1.

La fonction ¢ : ¢ — 1 est continue positive sur le SEGMENT [0, 1], donc intégrable sur [0,1].

Pa théoréeme de continuité sous le signe f ,
F est continue sur R.

1 1
‘em Comme F est continue sur R, on a F(x) Py F(0) =f 2dt = 3
x— 0
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INTEGRALES A PARAMETRES TD

Exercice 8 : Intégrale de Gauss

1+¢

1. Montrer que les fonctions G et H sont de classe €' sur R,.
2_ T
=

+00

3. En déduire la valeur de I'intégrale de Gauss f et dt.
0

1 efxzx(lthZ) x o,
On pose, pour tout x =0, G(x) =f — dt et H(x) = f et
0 0

2. Montrer que, pour tout x >0, G(x) + (H(x))

—— Réponse

1. Montrons que G est de classe € sur R,.
—x2 x(1+12)
1+¢2
Pour tout x € R, la fonction ¢t — g(¢,x) est continue sur le segment [0, 1], donc, est intégrable sur [0, 1].
Pour tout ¢ €[0,1], x — g(¢,x) est de classe €1 sur R, et:

On note g(t,x) = outel0,1]letxeR,.

a;g(t,x) = 25 x ¢,
Ox

0
Pour tout x € R, la fonction ¢t — a—g(t,x) est continue sur [0, 1].
X

Soit [0,6] < R.. Pour tout x € [a,b], ¢t €[0,1],

og

—(t,x)| <2x<2b.
0x

La fonction ¢ : ¢t — 2 b est continue positive sur le SEGMENT [0, 1], donc intégrable sur [0, 1].
Ainsi, par théoreme de dérivation sous le signe f , G est de classe €' sur [0,b].

Ceci est vrai pour tout [0,b] < R,, donc,
G est de classe €' sur R..

La fonction A : x — e_x2 est continue sur R,.
Par le théoréeme fondamental de ’analyse, H est I'unique primitive de A qui s’annule en 0.
Donc,

H est de classe €' sur Ry.

2. Pour tout x > 0, on note ¢(x) = G(x) + (H(x))>.
Par Q1, ¢ est de classe ¢! sur R et, pour tout x =0,

1 x
ga'(x):G'(x)+2H'(x)H(x)=f —2xxe_xzx(1+t2)dt+2e_x2f e dt.
0 0

X

t
Cas 1:x+#0. Dans f et dt, on utilise le changement de variable u = —, donc, t =xu, dt=xduet ¢t | O x .
0 X
u|0 1

Ona:

1 2 1 tZ) 2 1 ( )2
(P’(x)=f 2 xe ¥ XG4 207 f e \xu xdu:_2xf
0 0

1 1
2 2 2 2
e X (1t )dt+2xf e ¥ 1+ gy — 0,
0

0
Cas2:x=0.0na:¢'(0)=G'(0)+2H'(0)H(0)=0.
Donc, ¢’ est nulle sur [0, +ool, donc, ¢ est constante sur [0, +oo[.

Or,
1

1+1¢2

2 1 1 T
¢(0) = G(0) + (H(0)) =f0 dt = [Arctan(?)]; = "

Ainsi,

pour tout x >0, G(x) + (H(x))z =

S
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TD INTEGRALES A PARAMETRES

+00 2
3. On remarque queI:f e dt= lim H(x).
0

X—+00
Pour tout x € R, t — g(¢,x) est continue sur [0, 1].
Pour tout ¢ €[0,1], g(¢,x) —— 0= £(¢).
X—+00
La fonction ¢ est continue sur [0, 1].

Pour tout x € Ry et ¢ €[0,1], |g(¢,x)| < 1. La fonction ¢ : £ — 1 est continue positive sur le SEGMENT [0, 1], donc
intégrable sur [0, 1].

Donc, par théoréme de converge dominée a parametre continu,

+00 +0o
Gx) f (dt = [ 0dt = 0.
0 0

xX—+00

7
Donc, en passant a la limite quand x — +oo dans Q2, 0+ %= 1

Dou, |I] = g

Par positivité de 'intégrale, I = 0.
Donc,
=%
2

9 +00 2 +00 2
Remarque : La fonction ¢ — et est paire, donc, f eV dt= 2[ e Vdt= 1.
0

—00

Exercice 9 : Intégrale de Dirichlet

Pour tout x =0, on pose
+%0 sin(¢
f(x)=f = t( )e_xtdt.
0

1. Vérifier que f est définie sur [0, +oo[.
2. Montrer que f est de classe €1 sur 10, +ool.
3. En utilisant une majoration |f(x)|, déterminer la limite de f en +oo.

4. Déterminer 'expression de f'(x), puis de f(x) sans signe intégral.

+00 e—(x—l)t

dz.

1 &3 t
Pour x = 0. On note f1(x) :f %()e_”dt et folx) :f ;
0 1

5. Vérifier que f(x) = f1(x) + Im (fa(x)).
6. Montrer que f7 est continue en 0.
7. Montrer que f3 est continue en 0.

Indication : on pourra commencer par intégrer par parties.

+00 sin(t) &

8. En déduire que f est continue en 0, puis la valeur de I'intégrale de Dirichlet f
0

— Réponse N

sin(¢
1. Soit x = 0. On note A(¢,x) = IT()e_xt pour ¢ > 0.

Cas 1:x>0. La fonction ¢ — h(t,x) est continue sur ]0, +ool.

Par croissances comparées, A(t,x) L =0 2 et t— tiz est intégrable en +oco (intégrale de Riemann avec 2 > 1). Par
théoréme de comparaison, ¢ — h(t,x) est intégrable en +oo.

De plus, A(t,x) o ; x1 o 1 oy 1€ R, donc, £ — h(t,x) est prolongeable par continuité en 0, donc intégrable en 0.
Donc, ¢t — h(t,x) est intégrable sur ]0, +ool.

sin(t)

Cas 2 : x = 0. La fonction ¢ — A(¢,x) = est continue sur ]0, +oo[.

PSI 2025 — 2026 8 G. BOUTARD
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On a: h(t,x) o 1 oy 1€ R, donc, ¢ — h(t,x) est prolongeable par continuité en 0, donc intégrable en 0.

Soit A > 0, par intégrations par parties,

A o A A A
t - t t A t
/ sm()dt: cos()] +f cos2()dt:_cos( )+f cosz()dt
¢t ¢ z Jrot A T ¢
A t 1 1

Or, cos(4) 0. De plus, &() = (—) et t — — est intégrable en +oo (intégrale de Riemann avec 2 > 1). Par

A A—+oco 2 t—+oo |2 t2

P . +20 cos(t)

théoreme de comparaison, 2 dt converge absolument donc converge.

2
*o0 gin(¢
Donc, f ! t( )dt converge, autrement dit, f(0) existe.
0
Ainsi,

f est définie sur [0, +ool.

2. o Axfixé, la fonction ¢ — A(¢,x) est continue sur ], +ool.

1 1
Par croissances comparées, h(t,x)t =0 (t_z) ett— o) est intégrable en +oo (intégrale de Riemann avec 2 > 1).
—+00

Par théoreme de comparaison, ¢ — A(¢,x) est intégrable en +oo.

~ 1——1€R, donc, t — h(¢,x) est prolongeable par continuité en 0, donc intégrable en 0.

t— —

t
De plus, A(t ~ -x1
e plus, A( ,x)t_>0 ; X
Donc, ¢t — h(¢,x) est intégrable sur ]0, +ool.
o« At fixé, la fonction x — A(¢,x) est de classe €1 sur 10, +ool et,

xt

%(t,x) = —sin(¢)e”
0x

N oh
e A x fixé, la fonction ¢ — a—(t,x) est continue par morceaux sur ]0, +ool.
x

e Soit [a,b]CIRI. Pour tout t >0 et x€la,b]:

—(t,x)| <e .

‘ oh
O0x

La fonction ¢ — e~% est continue positive et intégrable sur 10, +oo[ (intégrale de référence).
Done, par théoreme de dérivation sous le signe intégrale, f est de classe € sur [a, b].
Ceci est vrai pour tout [a,b] < R}.
Ainsi,

f est de classe €1 sur 10, +ool.

3. Soit x > 0. Dans la question précédente, on a montré que ¢ — h(¢,x) est intégrable sur ]0,+oo[, donc par inégalité

triangulaire,
+00 1 t
|f ()] Sfo —|SH;( )lefxt dt.

sin(¢
Or, |sin(¢)| < |t], donc, Me_xt <e ™. Comme ¢ — e ™ est intégrable sur 10, +oo[ (intégrale de référence), on peut

appliquer la croissante de I'intégrale :

+00

+o0 e—xt 1
| ()l sf e M dt < <-.
0 X Jo X

1

Ifol<—.

x

. 1 s ,
On sait que — —— 0, donc par théoréme d’encadrement,
X x—+oo
f(x) x—+00 0.
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4. Ona:
+oo | +00 . p(xH+t +oo
fl(x)=—-Im ( f elte_xtdt) =-Im ( f et dt) =-Im . )
0 0 (=x+1) ]o
(—x+i)t —xt
Or, ¢ —| = ¢ 0, donc,
(—x+i)| 1+x2 t—+o0
1 —x—1 1
4 = —I — = I —_—
f) m( —x+i) m(1+x2) 1442
Pour tout x >0, f'(x) = — L
Donc, pour tout x >0, f(x) = —Arctan(x)+ C ou C € R.
or, f(x) 0 et — Arctan(x) + C Zic.
x—+00 x—+00 2
Donc, C = z.
2
Donc,
pour tout x > 0, f(x) = —Arctan(x) + g
5. Ona:
1q; +o0 ,—(x-1)t 1 o3 +00 «f +00 o
f1(x)+Im (fo(x)) =f %(t)e_”dtﬂm(f ¢ - dt) =f %(t)e‘“dﬁf %(t)e‘xtdtzf %(t)e_“dtzf(x).
0 1 0 1 0

6. Montrons que f1(x) —O> f1(0).
r—

sin(f) _
e xt

On note ¢(¢,x) = avec t>0et x€[0,1].

o Axfixé, ¢ — ¢(t,x) est continue sur ]0,1].
in(¢
sin(t) — 000).

e La fonction ¢ est continue par morceaux sur ]0, 1].

e Pour tout ¢ >0, ¢(¢,x) =
X

t
e Pour tout £ >0 et x € [0, 1], |(p(t,x)| < p x 1< 1. La fonction constante égale a 1 est positive continue intégrable sur
le SEGMENT [0, 1].

Par théoreme de converge dominée a parametre continu,

f1(x) P f1(0).

7. Par intégration par parties (justifiée par le crochet posséde des limites finies et 'intégrale de droite est absolument

convergente),
e~ 1+ +00 o= (x—i)t e~ (=) 1 +00 o= (x—i)t
P = || | el — —dr.
—t(x—1) |1 1 tA(x—1) —(x—-1) «x-iJ1 t
=g(x)
e—(x—1
Les fonctions x — — 5 et x — —— sont continues sur [0, +oo[ (le dénominateur est non nul).
—(x—1 x—1i

—(x—i)t

Montrons que g est continue sur [0, +oo[. Pour tout ¢t = 1 et x = 0, on pose y(t,x) = 2

o« Ax fixé, la fonction ¢ — w(¢,x) est continue sur [0, +ool.
« At fixé, la fonction x — h(t,x) est de classe €0 sur [0, +ool.
e Pourtouti=letx=0:

1
|1//(t,x)| < t_z

1
Or, la fonction ¢t — o) est intégrale sur [1,+oo[ (intégrale de Riemann avec 2 > 1).
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Par théoreme de continuité sous le signe intégrale, g est continue sur [0, +ool.
En particulier, g est continue en 0, et par opérations sur les fonctions continues,

f2 est continue en 0.

+00 sin(¢)

dt.

8. Par opérations sur les fonctions continues, f est continue en 0. Donc, f(x) — f(0)= f
x— 0

7 7
Or, f(x) = — Arctan(x) + 370 3

Donc, par unicité de la limite,

f+°° sin(¢) P z.
0 t 2

Exercice 10 :
00 e(—u2+i)><x2

+
Montrer que la fonction F' : x — f du est définie sur R, dérivable sur Ri et déterminer F'.
0

u?-i

—— Réponse

(—u2+i)xx2

e
.Ona:

Pour tout u €[0,+o0[ et x € R, on pose f(u,x) = 5
u—i

7u2 sz

e
V(u,x) €0, +ool xR, |f (u,x)] = —.
o * flux V1+u?

» Soit x € R fixé. La fonction u — f(u,x) est continue sur [0, +oo[ (u est réel, le dénominateur ne s’annule pas).
1 1
De plus |f(u,x)| < — (car x% > 0) et la fonction u — — est intégrable sur [1,+ool (intégrale de Riemann avec 2 > 1).

u
Donc, par théoréme de comparaison, la fonction u — f(u,x) est intégrable sur [1, +oo[, donc sur [0, +oo[ Ainsi, F est bien
définie sur R.

» On applique le théoréme de dérivation sous le signe f .

e Soit x €]0,+oo[. La fonction u — f(u,x) est continue (par morceaux) et intégrable sur [0, +oo[ (point précédent).
e Soit u €[0,+oo[. La fonction x — f(u,x) est de classe €1 sur R et, pour tout (u,x) € [0, +oo[x]0, +ool, on a :
6f (—u2+i)xx?

hat =_9
ax(u,x) xxe

0
e Soit x €]0, +oc[. La fonction u — a—f(u,x) est continue (par morceaux) sur [0, +ool.
X

e Soit [a,b] c ]RI un segment quelconque. Pour tout u € [0,+oc[ et x € [@,b], on a

2,2
<2bxe VXY,

of
'a(u,x)

u2><a2

La fonction ¢ : u — 2b xe” est positive et continue sur [0,+oo[. De plus, par croissances comparées,

1 1
o) = o (—2) et la fonction u — —; est intégrable sur [1,+oo[. Donc, par théoréme de comparaison, ¢ est
u—+oo\y u
intégrable sur [1, +oo[ donc sur [0, +oo[ (car ¢ est continue sur [0,1]).
Ainsi, par le théoréeme de dérivation sous le signe f , F est de classe € sur [a,b]. Ceci est vrai pour tout segment inclus

dans RY. Donc, F est de classe €* sur R*. De plus, pour tout x € RY,

+00

+00o . )
F/(x)zf —2 x WD gy :—2xxelx2f e dy
0 0

» Le changement de variable v = u x x (ot x > 0 est fixé) donne

+00 +00
9.2 _21
f e”xxdu:f eV Zdv.
0 0 X

Fl(x) = —2¢'% x Y2

Donc, pour tout x € RY,

G. BOUTARD 11 Lycée GAY-LUSSAC
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Exercice 11 :
-t

Pour tout x > 0, on pose F(x) = f —dt
x+i

1. Montrer que F est définie et continue sur ]0, +ool.
2. Déterminer un équivalent simple de F en +oo.
3. Déterminer un équivalent simple de F en 0.

—— Réponse

-t

1. Pour tout ¢t € [0, +oo[ et x €]0, +ool, on pose f(¢,x) = e

» Soit x €]0, +ool. La fonction ¢ — f(¢,x) est continue (par morceaux) sur [0, +ool.
» Soit ¢ € [0, +ool. La fonction x — f(u,x) est continue sur R}
» Soit [a,b] < R} un segment quelconque. Pour tout ¢ € [0, +ool et x € [a,b], on a
-t
e
If(t,x) < —
a
et
La fonction ¢ : t — — est positive, continue et intégrable sur [0, +oc[ (intégrale de référence).
a

Donc, par le théoreme de continuité sous le signe f , la fonction F' est continue sur [a,b]. Ceci est vrai pour tout

[a,b] CIRI. Donc,

F est continue sur ]0, +ool.

eft

dt.

1 +00

2. Pour tout x>0, onaF(x):—f 7
X Jo 1+J_C

—t

Soit (x,) une suite de ]0,+oo[ qui tend vers +oo. Pour tout n € IN et ¢ = 0, on note f,,(¢) =

=
Xn
Pour tout n € IN, la fonction f,, est continue par morceaux sur [0, +ool.

Soit £ € [0, +ool. On a [, () — e~!. La suite de fonction (f,,) converge simplement sur [0, +oo[ vers f : ¢ — e’
n—-+oo

>
>
» La fonction f est continue par morceaux sur [0, +ool.

» Pour tout n € IN et ¢ =0, on a |fn(t)| < e”’. De plus, la fonction ¢ — e™! est intégrable sur [0, +oo[ (intégrale de
référence).

Par le théoréeme de converge dominée,

1
f e tdr=1.
—+00 Jo

Ceci est vrai pour toute suite (x,) de ]0,+o0o[ qui tend vers +oo. Donc, par caractérisation séquentielle de la limite,
X X F(.’XI) —+> 1. Ainsi,
X—+00

+00
2 x Flaty) = f Fa(D)dt
o n

1
F(x) ~ -.
x—+00 x
Remarque : on peut aussi trouver cet équivalent par intégration par parties.
3. On utilise le changement de variable u = x + ¢. Dans ce cas du = dx. D’ou,

+oo ,—t +00 ,—U+X +00 ,—U
F(x):f e—dt:f e du:exxf ¢
0 X+t x u x u

Or e* — 1. Donc,
A

+00 —Uu
F(x) ~f ¢ au.

x—0t X u

f+ooe u

PSI 2025 — 2026 12 G. BOUTARD

De plus, pour tout x >0,

+00 e—u +00 e—u

du —In(x).
u

le—u
F(x)zf —du+
x U 1
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-u

e
De plus, la fonction u —

est continue sur ]0, 1] et prolongeable par continuité en 0 (équivalent usuel). Donc,

+00 e—u

du converge.

1 e U1
f du converge. De plus, f
0 u 1

1 e—u -1 +00 e—u
Or, In(x) —o0. Donc, / du +f du= o (In(?)). Donc,
x4>0+ x u 1 u x_,0+
F(x)=-1In(x)+ o0 (ln(t)).
x— +
Ainsi,

F(x) T —In(x).

Exercice 12 :

Pour tout x > 0, on pose F(x) = f Sin(?)
0

x+t

1. Montrer que F' est continue sur ]0, +ool.

2. Déterminer les limites de ' en 0 et +oo.

—— Réponse

Indication

s . L sin(x x s)
1. Utiliser le changement de variable ¢ = x x s : pour tout x >0, F(x) = f TV
0 s

Appliquer le théoréme de continuité sous le signe f .
1
2. Limite en 0 : |F(x)| < f sin(x x s)ds, puis calculer I'intégrale de droite. Conclure a I'aide d'un équivalent classique
0
cos(x xs) ]t fl cos(x x s) i
xx(1+8)]g Jo xx(1+s)2

Le terme entre crochets tend vers 0 quand x — +oo. Puis, aprés majoration (|cos| < 1), on montre que 'intégrale de
droite tend vers 0 quand x — +oo.

Limite en +oo : intégrer par parties : F'(x) =

Exercice 13 :

Pour tout x € R, on pose F(x) = f
0

T gin(x x ¢)

x et dt.

1. Montrer que F est de classe ¢ sur R et déterminer F".

2. En déduire une expression de F' sans symbole intégral.

—— Réponse

1. Appliquer le théoréme de dérivation sous le signe f (il n’y a pas de difficulté). On trouve que, pour tout x € R,

+00 +oo | +oo | 1

F'(x)= cos(x x t) x e "t dt = Re et x et dt| =Re ¥~ Dxt 41| — Re — | = )
2

0 0 0 1-ix x“+1

2. De la question précédente, on déduit que, pour tout x € R,

F(x)= fo’(t)dt = fx 21 dt = [Arctan(z)]§ = Arctan(x).
0 0o t“+1

G. BOUTARD 13 Lycée GAY-LUSSAC
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Exercice 14 :

+oo
On définit une fonction F' par F(x) = f
1

1.

2
3
4.
5

— Réponse

1. Soit x € R. La fonction ¢ —

. Soitx<y.Commet=1,e

. On note f(¢,x) =

1
txx(t+1)dt'

Déterminer I le domaine de définition de F'.
. Sans utiliser de dérivée, déterminer la monotonie de F'.

. Montrer que F est de classe € sur I.
1
Montrer que F(x)+ F(x+1)=—.
X

. Déterminer des équivalents simples de F' aux bornes de I.

est continue par morceaux sur [1, +oo[ et
t*(1+1)

1 1
(1 +1) t—+oo g2+l

En reconnaissant une intégrale de Riemann, ¢ —
dit, x > 0.

+00
Donc, l'intégrale f
1

t*(1+1)

1

trx(t+1)
Comme l'intégrande est positive, la convergence absolu équivaut a la convergence.

dt converge absolument si, et seulement si, x > 0.

Donc,
1=]0,+o0l.

() ¢ ,yIn()
Donc, 0 <t*(¢+1) <tV (¢+1).

=Y (¢t +1).

D
one, 5 (t+1)

Par croissance de I'intégrale, F(x) = F(y).
Donc,

F est décroissante sur 1.

1 .
PETPEY oute[l,+ool et x>0.
Pour tout x > 0, la fonction ¢ — f(¢,x) est intégrable sur [1,+oo[ (Q1).

Pour tout ¢ = 1, 1a fonction x — f(¢,x) est de classe € sur 10, +ool et

o f (-In@)
vjeIN*, —(t,x)=-—""—.
J o2 P )
. of .
Pour tout x > 0, la fonction ¢ — ﬁ(t,x) est continue par morceaux sur [1, +ool.
X

Soit x € [a,b] <]0,+ool et £ =1 :

o ~In@®)’| _ ne)
VS (f | = | EON | M@l
Ox/ (@ +1) o+l
. IIn2)l/ i :
La fonction ¢ : t — Jarl est positive et continue par morceaux sur [1,+oo[.
1
De plus, en prenant y €]1,a + 1[ (par exemple y =1+ g), on a par croissances comparées : <p(t)t =0 (t_Y)
—+00

1
Or, la fonction ¢ — pre est positive, continue et intégrable sur [1,+oo[ (car y > 1).
Donc, par théoréeme de comparaison, ¢ sur intégrable sur [1, +oo[.

Donc, par théoréme de dérivation sous le signe f , F est de classe €*° sur [a,b].

est intégrable en +oo si, et seulement si, 1+x > 1, autrement

PSI 2025 — 2026 14
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Ceci est vrai pour tout [a,b] c]0, +oc[, donc,

F est de classe €*° sur I.

Remarque : par positivité de I'intégral, pour tout x > 0,

[ —In()
F(x)_fl tx(t+1)0b"S
———

<0

Donc, on trouve que F est décroissante.
Remarque 2 : par positivité de I'intégral, pour tout x > 0,

Donc, F' est convexe.
4. Soitx>0.0On a:

F()+F(+1)—f+°° 1 dt+f+°° 1 dt—f+oo 1 ><(l+1)dt—f+oot_x_1dt—
VBT I= L wias 0T ) ExarD T Exi+D 1) =

5. Ona

F(x)zl—F(x+1).
x

1
Or, F est continue en 1, donc, F(x+1) —»O F1)eR. Comme — —»0 +00,
x— X x—

Fx) = 1+o(1).
x

x—0 x

Ainsi,

F(x) ~ 1

x—0 x

Comme F est décroissante,

% =F(x)+F(x+1)<2F(x).

De méme,
1
=F(x-1)+F(x)=2F(x).
x—1
Donc,
1 1
—-<2Fx) < .
x x—1
1 1
Or, — ~ -—.
x—1x—+00 x
1
Donc, 2F(x) ~ -—.
x—+00 x
Ainsi,
) S

Exercice 15 :

+o00o 9 _ﬁ
On consideére la fonction f :¢+— f e ¥ xe Zdx.
0

1. Montrer que [ est définie sur R et est paire.
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Montrer que f est continue sur R.
Montrer que f est dérivable sur ]0, +ool.

t
Soit ¢ > 0. En utilisant le changement de variable x = —, montrer que f'(¢) = -2 f(¢).
u

A I

En déduire I'expression de f.

On admettra que f(0) = g

— Réponse N

g _£
1. Soit € R. La fonction x — e™* xe 2 est continue sur [0, +oo[.
Ona:

1
La fonction x — —; est intégrable sur [0, +ool (intégrale de Riemann avec 2 > 1).
x
_2
Par théoréme de comparaison, x — e etx—e ™ xe = sont intégrables sur [0, +ool, donc,

f est définie sur R.

Ona:
+00 9 7(4)2 +00 9 7&
f(=t)= e ¥ xe 2 dxzf e xe 2dx=f(2).
0 0
Donc,
f est paire.

2

2 -
x xXe xz,

2. On note g(t,x)=e"

o Axfixé, t — g(t,x) est continue sur R.

« At fixé, x — g(¢,x) est continue (par morceaux) sur R.
2

e Soitx=0etteR.Onalg(t,x)<e™.

X

1
La fonction x — e~ ? est positive, continue et intégrable (car négligeable devant x — — en +c0).
X

Par théoreme de continuité sous le signe intégral,
[ est continue sur R.

3. o Axfixé, t— g(t,x) est de classe € sur RY et,

2t _ 2 _2

0g _
E(t,x)z—x—22 e xz.

« At fixé, x — g(t,x) est continue (par morceaux) sur R.
o Soitx=>0ettela,blcR}.Ona
b _2 _d

<—e Ve
22

RL\D‘ Q

og
2
’at(,x)

2
a
xZ*

b a2
La fonction y :x— — e e +* est continue et positive sur ]0,+oo[.
x

De plus, par croissances comparées, y(x) — 0€ R, donc ¥ est prolongeable par continuité en 0, donc intégrable
X
en 0.

1
D’autre part, I/J(x)x = o0 (—2) Donc, par théoréme de comparaison, i est intégrable en +oco.
X

—+00

Par théoréme de dérivabilité sous le signe intégral, f est de classe € sur [a,b]. Ceci est vrai pour tout [a,b]c Rx,
done,

f est de classe €* sur RY.
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4. Soit#>0.0na:
to 9t o 2
f’(t)=f __2€—x e 2 dx.
0 x

t t t
On applique le changement de variable x = — avec dx = -— du (la fonction u — — est strictement décroissante sur
u u u

R} et I'intégrale f'(¢) converge). Donc,

0 2txu? _2 t 0 _2
f’(t)=f - qu e Zze_”2><(——2)du=— f e rize_”2du=—2f(t).
+00 u

t +00

5. D’apres la question précédente, il existe C € R telle que, pour tout ¢ >0, f(¢) = Ce 2t Par continuité de f en0(Q1), on
peut faire tendre ¢ vers 0, donc, f(0)=C.

+o00o
or, f(()):f e YT
0 2
Donc, pour tout ¢ =0, f(¢) = ﬁe_2t.
2
Par parité de f, pour tout £ <0, f(¢) = f(—¢). Comme —¢=0,0on a: f(¢)=f(-t) = ge_Z(_t).
Ainsi,
0= LB
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