
SÉRIES DE FONCTIONS TD

Séries de fonctions – TD13

Exercice 1 :
Soient I un intervalle de R et ( fn)n∈N une suite de fonctions convexes sur I.
On suppose que la série de fonctions

∑
fn converge simplement sur I.

Montrer que la fonction S : x 7→
+∞∑
n=0

fn(x) est convexe sur I.

Exercice 2 :

Pour tout x ∈R, on note S(x)=
+∞∑
n=1

1
n2 + x2 .

1. Montrer que S est définie sur R.

2. Montrer que S est continue sur R.

3. Montrer que S possède une limite en +∞.

4. Donner un équivalent simple de S en +∞.

Exercice 3 :

Pour tout x ∈R, on note S(x)=
+∞∑
n=0

(−1)n

n× x+1
.

1. Montrer que S est définie et continue sur R⋆+.

2. Étudier la limite ℓ de S en +∞.

3. Déterminer un équivalent simple de S(x)−ℓ quand x tend vers +∞.

On pourra utiliser que
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= ln(2).

Exercice 4 :

Soit f (x)=
+∞∑
n=0

e−x
p

n.

1. Déterminer l’ensemble de définition I de f .

2. Montrer que f est continue sur I.

3. Déterminer un équivalent de f (x) quand x tend vers 0.

4. Montrer que f admet une limite ℓ en +∞ et déterminer cette limite.

5. Déterminer un équivalent de f (x)−ℓ quand x →+∞.

Exercice 5 :
Pour tout n ∈N⋆ et x ∈ [0,1], on pose fn(x)= ln

(
1+ x

n

)
− x

n
.

1. Étudier la convergence simple sur [0,1] de la série de fonctions
∑
nÊ1

fn. Dans la suite, on note S la somme de la

série.

2. Démontrer que S est dérivable sur [0,1].

3. Calculer S′(1).

Exercice 6 :
Pour tout n ∈N et x ∈R+, on note fn(x)=Arctan(n+ x)−Arctan(n).

1. Montrer que S : x 7→
+∞∑
n=0

(
Arctan(n+ x)−Arctan(n)

)
est définie et continue sur R+.

2. Déterminer la limite de S en +∞.

3. La série de fonctions
∑

fn converge-t-elle uniformément sur R+ ?
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On pourra montrer que, pour tout x > 0, Arctan
(

1
x

)
= π

2
−Arctan(x).

Exercice 7 :

On considère la fonction S : x 7→
+∞∑
n=1

1
1+n2 × x2 .

1. Déterminer l’ensemble de définition de S.

2. Montrer que S est continue sur son ensemble de définition.

3. Déterminer la limite de S en +∞.

Exercice 8 :

On considère la fonction S : x 7→
+∞∑
n=1

ln
(
n+ en×x)

n3 .

1. Déterminer le domaine de définition de S.

2. Démontrer que S est continue sur son ensemble de définition.

3. La fonction S est-elle de classe C 1 sur son ensemble de définition?

Exercice 9 :

Pour tout x ∈R⋆+, on pose S(x)=
+∞∑
n=0

e−n×x

1+n2 .

1. Montrer que S est de classe C 2 sur R⋆+.

2. Calculer, pour tout x > 0, S′′(x)+S(x).

3. Déterminer la limite de S en +∞.

Exercice 10 :

On considère la fonction S : x 7→
+∞∑
n=1

Arctan(n× x)
n2

1. Déterminer l’ensemble de définition D de S.

2. Étudier la continuité de S sur son ensemble de définition.

3. Montrer que S est de classe C 1 sur D \{0}.

4. Soit p ∈N⋆. Montrer que S′
(

1
p

)
Ê

p∑
n=1

1
2n

.

La fonction S est-elle de classe C 1 sur D ?

Exercice 11 :
On considère la série des fonctions fn(x)= n× x2 × e−x×p

n avec x ∈R+ et n ∈N.

1. Étuder la convergence simple, uniforme et normale sur R+ de cette série de fonctions.

2. Soit a > 0. Étuder la convergence simple, uniforme et normale sur [a,+∞[ de cette série de fonctions.

Exercice 12 :
Soit α ∈R. Pour tout n ∈N⋆ et x ∈ [0,1], on note fn(x)= nα× xn × (1− x).
Discuter selon les valeurs de α de la converge uniforme sur [0,1] de la série de fonctions

∑
fn.
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