FONCTIONS A VALEURS VECTORIELLES TD

Fonctions a valeurs vectorielles — TD4

Révisions de Sup’

Exercice 1
Soit f: 10,1[ — R

.’)CZ 1
x — L m dt

Justifier que [ est bien définie.
Montrer que f est de classe €1 sur 10,1[ et calculer f'(x), pour tout x €]0, 1[.
Montrer que f se prolonge par continuité en 0 et en 1. On notera encore f 'application ainsi prolongée.
Montrer que f est de classe € sur [0, 1].

Ti-1
o In(®)

RS

En déduire la valeur de I =

— Réponse

* 1
1. Soit x €]0, 1[. La fonction A : t — —— est continue sur le segment [x2,x]. Done, —f(x) = —— df existe.

In ( t) x2 In(?)

Donc, f est bien définie.

1
2. La fonction A : ¢ — —— est continue sur ]0,1[, donc posséde des primitives sur cet intervalle. Soit H 'une d’elle.

In(?)
On sait que H est de classe ¢! sur 10, 1[ et, pour tout x €]0,1[, f(x) = H(x%) - H(x).
Donc, f est de classe €' sur 10,1[ et :
2x 1 x-1
In(x2) In(x) In(x)’

Vx€]0,1[, f'(x) = 2x x H'(x?) = H'(x) = 2x x h(x?) — h(x) =

3. Etudions la limite en 0.
Soit x €]0, 1[. Par croissance de la fonction In, on a : pour tout ¢ € [x2,x], In(x?) < In(#) < In(x) < 0

1 1
D’oui, par décroissance de la fonction inverse : pour tout ¢ € [x2, x], @ < ) < 1n(x2).
D’ou, par croissance de l'intégrale (penser a mettre les bornes dans le bon ordre), f ey dt<—-f(x) < f nG2)
n(x
x 1
fz e dt =xx(1-—x)x ) . De plus, In(x) 5T Donc, par opération sur les limites f ln(x) — 0.
1 1
D , | ——dt= 1- —— —0
¢ méme j;cz In(x2) xx(1-x)x 21In(x) x—0
Donc, par encadrement, f(x) o 0eR.
x—
On peut prolonger f par continuité en 0, en posant f(0) = 0.
Etudions la llmlte en 1
Ast _—
stuce : f(x) = f txln(t)
x? t x

Soit x €]0, 1[. Pour tout ¢ € [x2 ,x], on a t x1In(#) < 0. Donc,

< < .
txIn(t) ¢xIn(#) ¢xIn(t)
D’ou, par croissance de l'intégrale (< x),

x x2 x 1 x x
fo t><ln(t)dt<f2 ln(t) /2 txln(t)dt

vyl * 1 x o
On./2;:ﬂiﬁdt=xzf2txhﬁndt:xzﬂnﬂhﬁﬂmxz:xZUnQH&ﬁH)—hﬂﬂnuN»::x%n@);:?ln@):Dernmna

fxz T x1n(0) ds = xln(2) —_— ln(2)

Donc, par théoreme d’encadrement,
f(x) gy In(2) e R.
x—

Ainsi, f est prolongeable par continuité en 1 et on pose f(1) =In(2).
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FONCTIONS A VALEURS VECTORIELLES

4. La fonction f est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1[.
De plus,

/ x—1 / x—1
- -, = —1 .
fe) In(x) x—0 Ol et fi(x) In(x) x—1 eR

Donc, par le théoréeme de la limite de la dérivée, f est dérivable en O et en 1.
De plus, le théoréme assure aussi que f’ est continue en 0 et en 1.
Comme £ est de classe €' sur 10,1[, on en déduit que f est de classe €' sur [0, 1].

5. La fonction £’ est continue sur lesegment [0, 1], donc est intégrable sur [0, 1] et, par conséquent, sur ]0, 1[. D’ot,
1 t _ 1 1
——dt= f "(t)dt.
fo In(#) 0 4

1
fo f'®dt = £(1) - £(0) = In(2).

D’autre part,

Ainsi,

l¢-1

Exercice 2
Soient a < b des réels et f € €([a,bl,R) positive.

1. Justifier I'existence de M = maxf.

[a,b]

b
2. Montrer que nf (f®)"dt —— M.
a

— Réponse

n—+oo

1. La fonction f est continue sur le segment [a,b] donc est bornée et atteint ses bornes. D’ou 'existence de M.
2. Si f est la fonction nulle (M =0), il n’y a rien a faire.

Dans la suite, on suppose que f n’est pas la fonction nulle. Donc, M > 0.

Soit n € IN. On a, par croissance de la fonction x — x” sur [0, +ool, pour tout ¢ € [a, b], (f(t))n <M".

b
Donc, par croissance de I'intégrale (a < b), f (F@®)"d<®-a)xM".
a

b
D’oui, par croissance de la fonction x — V/x, on a n\ /[ (F@®)"dt<(d —a)7 x M.
a

De plus, par le théoréeme des bornes atteintes, on sait qu’il existe c € I, tel que f(c) = M.

Soit € €]0, M[. Par continuité de f en c, il existe 1 > 0 tel que, pour tout x € [a,b]1N[c—n,c+7l, |f(x)— f(c)| <e.
On note [a, B] 'intervalle [a,b]N[c —n,c+7]l.

Pour tout x € [a, B], on a f(x) = f(c)— € > 0. (c’est pour avoir cette derniere inégalité qu’on suppose € <M = f(c)).

Donc, par croissance de x = x" sur [0, +ool et croissance de I'intégrale,
p p
f (Fo)"dt f (Fl)—€)"dt > (B—a) x (F(e)—e)".
a a
D’ou,

1 n b n 1
(B-a)t x (fle)—¢) < f (FO) &t <(b-a)t x M

1.

Or, pour tout u >0, ,u%
n—+oo
2¢
Dongc, il existe N1 € IN tel que, pour tout n = N1, (b —a)% <1+ i et il existe Ny € IN tel que, pour tout n = No,

B-a)yr>1- ——
= f(c).

Donc, pour tout n = max(N1,N2).

2
1+—‘E
M

(1_ f(i)) *(fe-e) < | fab (f®)" dt <M x
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FONCTIONS A VALEURS VECTORIELLES TD

2
Or, M =f(c)>0et (1— c )x(f(c)—e):M—2€+;—4>M—2£. Donc,

f(c)
n b
M-2¢e< f (f®)"dt <M +2¢.
b

Dot | | f (F(®)" dt — M| < 2¢. Ceci est vrai pour tout € €]0, M[.

b
Donc, { f (f®)" &t —— M.

—+00

Exercice 3

Soit P € R[X] de degré supérieur ou égal a 2 scindé sur IR. Montrer que P’ est scindé sur R.
Exercice 4 .

e 2 six#0

0 six=0.

Montrer que f est de classe €™ sur R et calculer, pour tout n € IN, f ™(0).

Pour tout x € R, on pose f(x) = {

Indication : on pourra calculer les premiéres dérivées de f sur ]0,+oo[ et ]1—00,0[ et observer un phénomeéne
intéressant.

— Réponse

» La fonction f est dérivable sur R* comme produit et composée de fonctions dérivables (x # 0)

» En calculant les dérivées f', f" et £, on conjecture que : pour tout n € IN, il existe P,, € R[X] tel que, pour tout x € R*,
1

™) =P, (1) xe .
X

Pour montrer cette conjecture, on proceéde par récurrence. Pour tout n € IN, on note ./, : «il existe P, € R[X] tel que, pour

1
tout x e R*, F™(x) =P, (—) x e 2 et la fonction f est de classe €" sur R. »
x

w"-‘

_1 1 _1
« Initialisation. Pour n = 0, le polynéme P = 1 vérifie, pour tout x # 0, fP(x) = f(x) = e = =Py (—) xe 2,
x

La fonction f est continue en tout point de R*.
1 _1

De plus, gl +o00 et exp est continue en 0. Dong, f(x)=e «? Py 0 =£(0). Donc f est continue en 0.
x2 x— —

Donc f est continue (= de classe €°) sur R.
Donc, #

o Hérédité. Soit n € IN. On suppose #, et on montre S5, 1.
Par hypothése de récurrence, f est de classe €™ sur R et il existe P,, € R[X] tel que, pour tout x € R*,

1 1
f(n)(x) =P, (_) x exZ .
x
On en déduit que f ) est dérivable en tout point de R* comme produit et composée de fonctions dérivables. De plus,

pour tout x € R*,
1 1 2 1 1
rotiey= (L ey (- 2 ep (Y] et
X x) x x

1
On pose alors, | Ppy1 = X% x P, —2X® x P, € RIX] et on a, pour tout x # 0, f"*V(x)= P, 1 (—) xe =
x

w""

2
¥ —0.

1 . _
On note u = —. Par croissances comparées, P, 1(u) x e -
X u—+00

On a donc :

> £ est continue sur R et dérivable sur R*.

> £®*D est continue sur R*.
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TD FONCTIONS A VALEURS VECTORIELLES

> D) —0eR.
x—0

Donc, par le théoréeme de la limite de la dérivée, la fonction f ) est de classe €' sur R.

Dong, | f est de classe €"*! sur R.

Ainsi, #,+1. Ce qui achéve la récurrence.

Ainsi, la fonction f est de classe €” sur R pour tout n € IN, donc

f est de classe € sur R et, pour tout n € IN, f(”)(O) =0.

Exercice 5 : Trois applications du théoréme des accroissements finis

Arctan(n) )”2

1. Déterminer la limite de la suite de terme général u,, = (—
Arctan(n +1)

x+1
2. Montrer que, pour tout x > 0,

1x
1+—) <e<(1+—
X X

3. Calculer la limite : lim ((x +1) x eﬁ —x X e%).
X—+00

— Réponse

1. Ona:
u, = exp[-n? x (In(Arctan(n + 1)) - In (Arctan(n)))] .

Soit n = 1. La fonction f : x — In (Arctan(x)) est continue sur [n,n + 1] et dérivable sur In,n + 1[. Donc, par 'égalité des
accroissements finis, il existe ¢, €ln,n + 1[ tel que :

1 1

1+c2 * Arctan(c,)’

In(Arctan(n + 1)) —In(Arctan(n)) = f(n+ 1) = f(n) = f'(cp) x (n+1—-n) =

Or, n <c, <n+1, donc par théoreme de minoration, ¢, +o0 et, par encadrement, ¢, ~ n.

n—+oo

Donc,

1 2
In(Arctan(n + 1)) —In (Arctan(n)) ~ —5 X
n

D’ou,

—n? x (In (Arctan(n + 1)) — In (Arctan(n))) ~ —% — .

Par composition des limites,

Un e i
2. Soit x> 0.
»Ona:
1\* 1 1
1+—] =exp|axxln|l+—||=exp|xx|In[l+—-]|-In(1)]|.
x x x
. ) 1 . 1
La fonction f : x — In(1 + x) est continue sur |0, — |, dérivable sur |0, —|.
x x
1
Donc par Iégalité des accroissements finis, il existe Cx € 0,- tel que
x
1 1 1 1 1
ln(1+—)—ln(l):f(—)—f(O)zf'(cx)x—: x =,
x x x l+c, «x
1\* 1
Dou, |1+ —) =exp
x 1+cy

1
Or, ¢, >0, donc <1, puis par stricte croissance de exp, (1 +—
1+c, x

( 1
1+-
X
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FONCTIONS A VALEURS VECTORIELLES

TD

1 1 1
Comme précédemment, par I’égalité des accroissements finis, il existe c, € |0, — [ tel que, In (1 + —) —-1In(1) = T X —.
x x cy X
. 1)1 x+1 1
Dou, [1+ - =exp X .
x X 1+cy,
1 1 1 1 x . . ol g .
Or,0<cy < —, donc > . Or, = . Donc, par stricte croissance de exp, | [1+ — >e x x|
x l1+c, 1+1 1+1 x+1 x
=e
Exercice 6
Pour tout n € IN, on considere L, (X) = (X2 -1")™ e RIX].
1. Déterminer le degré et le coefficient dominant de L,,.
2. Montrer que L, admet n racines simples et toutes dans ]—1,1][.
— Réponse N
Pour tout n € IN, on considére L ,(X) = (X2 -1)")™ e RIX].
no(n n-1 n
1. Par la formule du binéme de Newton, (XZ-1)"= ) . (GNP GUED CLEY . (-Drhx2k,
k=0 k=0
de degré < 2n
Donc (X% —1)" est de degré 2n > n.

2n)!
n!
2. Onnote P, =(X2-1)".0naP, =(X%2-1"=(X —1)" x (X +1)". On en déduit que 1 est racine de P, de multiplicité n
et —1 est racine de P, de multiplicité n.

En dérivant n fois, il vient L,, est degré 2n —n = n et son coefficient dominant est (2n)x(2n—-1)x---x(n+1)=

On montre par récurrence sur k € [1,n] la propriété /5, :« Pﬁlk) posseéde k racines simples dans ]1—1,1[ ».
Initialisation. 2 = 1.

On sait alors que 1 est racine de P), de multiplicité n — 1 et —1 est racine de P;, de multiplicité n — 1.

De plus, la fonction x — P,(x) est continue sur [—1,1] et dérivable sur ]—1,1[ car polynomiale. De plus,
P,(1)=P,(-1)=0. Donc, par le théoréme de Rolle, il existe c €] - 1,1[ tel que P, (c) = 0.

Or, P, est de degré 2n, donc P;l est de degré 2n— 1. De plus,n—1+n—-1+1=2n-1. Dong, il existe a € R tel que

Pl=ax(X-1)"1xX+1)"1x(X-0).

Ainsi, ¢ €] -1, 1] est racine simple de P;l (FA).

Hérédité. Soit k£ € [1,n — 1]. On suppose #}, et on montre H#% 1.

Par hypotheése de récurrence, il existe & racines simples de Pflk) toutes dans ]—1,1[. On note ¢ <--- < ¢}, ces racines.
On note aussi co=—1et cp.1 = 1.

On sait que 1 est racine de P,(lk) de multiplicité n — % = 1 et —1 est racine de Pflk) de multiplicité n —k = 1.

Soit i € [0,k]. La fonction Pﬁlk) est continue sur [cj,c;+1] et dérivable sur lc;,c;+1[ (car polynomiale), et
PPei)=PP(cin) =0.

Donc, par le théoréeme de Rolle, il existe d; €]lc;,c;+1l tel que PkaH)(di) =0.
Onal=cyp<do<ci<di<---<cp_1<dp_1<cp<dp<1l. Donc,dy,...,dp sont k+1 racines distinctes de Pflkﬂ) toutes
dans ]-1,11[.

De plus, 1 est racine de Pflk *D de multiplicité n —k — 1 et —1 est racine de P;Lk 1 de multiplicité n — k& — 1 (NB : lorsque
n—k—1=0, alors 1 et —1 ne sont pas racines de P%*D_On utilise la convention : dire que p est racine de multiplicité
0 signifie que u n’est pas racine de P).

Or, Pg”l) estdedegré2n—-k—-1=(n—-k-1)+(n—k—-1)+k+1. Donc, il existe a € R tel que

P AD — g (X 1) R L (X + DV (X —dg) x -+ x (X —dp).

On en déduit que les racines dy,...,d sont simples.
Donc, #.1. Ce qui achéve la récurrence.

Donc, #6,. Autrement dit L, = Pﬁl”) posséde n racines simples dans ]—1, 1[. De plus L, est de degré n, donc on a trouvé
toutes les racines de L,,.
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TD FONCTIONS A VALEURS VECTORIELLES

Exercice 7
e2x

Calculer les dérivées successives de la fonction f : x — 1 sur son ensemble de définition.
+x

Exercice 8
Soit f : IR — R une fonction continue. On suppose que tout y € R posséde au plus deux antécédent par f.
Montrer qu’il existe yg € R tel que yg posséde exactement un antécédent par f.

—— Réponse

Cas 1 : tout y € R possede au plus deux antécédent par f (autrement dit f est injective).
Dans ce cas, tout y dans I'image de f convient.

Cas 2 : f n’est pas injective.
Dans ce cas, il existe a < b tel que f(a) = f(b).
La fonction f est continue sur le segment [a,b]. Donc, par le théoréme des bornes atteintes, il existe (¢,d) € [a, b1? tels
que f(¢)= min f(x) et f(d)= max f(x).
x€la,b] x€la,b]

Sous-cas 1: ¢ =a ou ¢ =b. Montrons que d ne posséde qu'un seul antécédent par f.

On ne peut pas avoir d = a ou d = b, sinon, f(c) = f(a) = f(b) = f(d) et, donc, pour tout x € [a,b],
fe)< f(x) < f(d)=f(c). D'ou, f(c) posséde une infinité d’antécédent. Contradiction.

Dongc, d €]a,bl. En particulier f(a) < f(d) et f(b) < f(d).

Si d posséde un second antécédent d’ dans [a, b], par définition du max, pour tout x entre d et d’, f(x) = £(d) = f(d')
et d posséde une infinité d’antécédent. Contradiction

Montrons que d ne posséde pas d’autre antécédent sur R\ [a,b].

Par I'absurde, on suppose que c’est le cas : il existe d” < a (le cas d” > b se traite de la méme maniére) tel que
fd")=f.

Prenons y €lf(a), f(d)l.

— Comme f est continue sur [d”,al et f(a) <y < f(d) = f(d"), par le Théoréme de Valeurs Intermédiaires, il existe
ci€ld”,al tel que y = f(cy).

— Comme f est continue sur [a,d] et f(a) < y < f(d), par le Théoréme de Valeurs Intermédiaires, il existe cg €]a,d|
tel que y = f(c2).

— Comme f est continue sur [d,b] et f(b) = f(a) <y < f(d), par le Théoréme de Valeurs Intermédiaires, il existe
co €ld, bl tel que y = f(c3).

Donc, y posséde au moins 3 antécédents par f, contradiction.

Donc, d ne posseéde pas d’autre antécédent sur R\ [a,b].

Sous-cas 2: ¢ #a et ¢ # b. Montrons par 'absurde que d =a ou d =b.

On suppose que d €la, b[. Pour fixer les idées et ¢ < d.

On a f(c) < f(a) < f(d). Par le Théoreme des Valeurs Intermédiaires, il existe xg €lc,d[ tel que f(a) = f(xop).
Donc, f(a) posséde au moins 3 antécédents. Contradiction.

Donc, d =a ou d = b. On raisonne ensuite comme dans le cas précédent.
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Exercice 9
Soit f € €(R+,R+). On suppose qu’il existe & > 0 tel que, pour tout x € R,

X
0< f(x)skf f(®de.
0
Montrer que f est la fonction nulle.

— Réponse

La résolution suit la démonstration du théoreme qui permet de résoudre les équations différentielles linéaires d’ordre 1.

X
On note F(x) = f f(t)dt. Par le théoreme fondamental de ’analyse, F est de classe € Lsur R, et F' = f.

0
De plus, pour tout x€ R,
0<F'(x) <k xF(x).

—kxx

On multiplie par e >0,ona:

0<F'(x)x e #*® <k x F(x) x e F*kxx,

D’ou,
F'(x)x e P _k x F(x) x e ¥ <0.

On reconnait la dérivée de G : x — F(x)e ***.
Cette dérivée est négative, donc, G est décroissante sur R, .
De plus, G(0) = F(0) =0.
Donc, pour tout x > 0, G(x) = F(x)e *** <0.
Comme exp > 0, pour tout x = 0, F'(x) <0.

De plus, par hypotheése, pour tout x =0, £F(x) = 0. Comme k > 0, pour tout x =0, F(x) = 0.
Donc,

pour tout x € R, F(x) =0, puis par conséquent, f(x)=0.

Dérivation de fonctions a valeurs vectorielles

Exercice 10 1
Pour tout ¢ € R*, on pose f(t) = (t3 X sin(;) ,ts).

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. Dans la suite, on appelle encore f le prolongement obtenu.
2. Montrer que f est dérivable sur R.

3. La fonction f est-elle de classe €' sur R? de classe €2 sur R? de classe €2 sur R?

Exercice 11
Pour tout n € N* et x € R, on note :

x 1 0 0

2

r x 1

21

X x2

: R |
x" x2

m 5 x(n)

1. Soit n = 2 un entier. Montrer que, pour tout x € R, D;l(x) =D, _1(x).

2. En déduire 'expression de D, (x) en fonction de n et x.

Exercice 12

Soit f : I — R? une fonction de classe € sur un intervalle I de R. On suppose qu’il existe v € R? tel que, pour tout
telR,

') =ft)Av.
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1. Montrer que f est a valeurs dans un plan.
2. Montrer que f est a valeurs dans un cercle.

3. Montrer que ¢ — |f'(t)| est constante.

Exercice 13 .

On considere point M qui se déplace dans le plan (O,7,7). On note f(¢) = OM le vecteur position de M a I'instant ¢ € I
(ou I est un intervalle de R).

On suppose que f est de classe €2.

1. Montrer que M se déplace a vitesse constante si, et seulement si, pour tout ¢ € I, f'(t)Lf" (¢).

T

2. Montrer que M accélére si, et seulement si, 'angle entre f'(¢) et f”(t) est compris entre [—5, 3
Z LT . G B ! 4 . T 37[

3. Montrer que M décélere si, et seulement si, 'angle entre f'(¢) et f"(¢) est compris entre 39 |

Exercice 14
Soit f : I — R" une fonction dérivable ne s’annulant pas sur I. On munit R" de sa structure euclidienne canonique.

1. Justifier que la fonction u : ¢ —

.f(¢) est dérivable et calculer sa dérivée.

1
I @I

2. On suppose que, pour tout ¢ € I, les vecteurs f(¢) et f'(¢) sont colinéaires. Montrer que, f est a valeurs dans une
droite vectorielle.

Exercice 15

Soit f : I — IR® une fonction de classe €2 sur I. On suppose que, pour tout ¢ € I, f(t) # 0 et les vecteurs f(¢) et f"(¢)
sont colinéaires.

Montrer que la fonction f est a valeurs dans un plan vectoriel.

Indication : on pourra considérer la fonction u : t — f(¢) A f'(t) et calculer sa dérivée (si cela a un sens bien stir!).

—— Réponse

La fonction (u,v) — u A v est bilinéaire et les fonctions f et f' sont de classe €' sur I, donc u est de classe € sur I.
De plus, pour tout t€ I, u'(t) = F/OAF @&+ FONF @)= FEOAF" ().

Or, pour tout ¢ € I, f(t) et £"(¢) sont colinéaires donc, u/(t) = 0.

On en déduit que u est constante sur 'intervalle I.

Donc, en prenant a € I quelconque on a, pour tout ¢ € I, u(t) = u(a).

D’otl, pour tout ¢ € I, f(¢) est orthogonal f(£) A f'(2) = u(t) = u(a).

Cas 1: u(a)# 0. Dans ce cas, pour tout ¢t € I, f(t) € (Vect(u(a)))l.
Or, comme u(a) # 0, (Vect(u(oz)))l est Porthogonal d’une droite vectorielle de R, c’est donc un plan vectoriel.

Cas 2 : u(a) = 0. Dans ce cas, pour tout £ € I, fF(&) A f'(¢t) = u(t) = u(a) = 0.
Donc, pour tout t € I, f(¢) et f'(¢) sont colinéaires. On est alors ramené a I'exercice 10 et f est & valeurs dans une droite
vectorielle, donc dans tout plan vectoriel contenant cette droite.

Dans les deux cas, f est a valeurs dans un plan vectoriel.
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FONCTIONS A VALEURS VECTORIELLES TD

Exercice 16

Soit I un intervalle de R d’intérieur non vide. On munit R? de sa structure euclidienne orientée usuelle (on note [OD)
le produit scalaire canonique de R?)

On considere trois fonctions e, eg et e3 de classe ¢! sur I et a valeurs dans R? telles que, pour tout ¢ € I,
By = (e1(2),ea(t),e3(t)) est une base orthonormée directe.

1. Montrer que, pour tout ¢ € I, la matrice M, = Matg, (e (¢),e5(2), e5(¢)) est antisymétrique.
2. Montrer que, pour tout ¢ € I, il existe un unique vecteur Q(¢) tel que e’i(t) =Q(t)Ae;(t), pourie{l,2,3}.
3. On suppose de plus les fonctions e, eg et eg de classe €2 sur I. Montrer que la fonction Q est de classe €' sur I

et calculer e’/ en fonction de Q, Q' et e;.

Exercice 17
Soient a < b des réels, f :[a,b] — R et gla,b] — R deux fonctions continues sur [a, b] et dérivable sur Ja, b[.
On considere la fonction A: [a,b] — R
fl@ fb) fx)
x — |gla) gb) gx)|.
1 1 1

1. Montrer que A est continue sur [a,b], dérivable sur la,b[ et calculer A'(x), pour tout x €la, b[.
2. Montrer qu’il existe c €]a, b[ tel que (g(b) - g(a)) x f'(c) = (f(b) - f(@)) x g'(c).

—— Réponse

1. On développe par rapport a la derniére colonne :

'f(a) f(b)‘+'f(a) f(®)
1 1

e g(b) = f(x)x (g(a)—g(b)) - g(x) x (f(a)—f (b)) +f(a)g(b)—g(a)f (b).

—g(x)x

AG) = Flx) ’g(a) g(b)‘

1 1
Par opération sur les fonctions continues et dérivables,

A est continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, bl.
De plus, pour tout x €]a, b[,
A'(x) = f'(x) x (g(a) — g(b)) - g'(x) x (f(a) - £ (b)).

2. On remarque que A(a) = A(b) = 0 (deux colonnes sont égales). De plus, A est continue sur [a, b] et dérivable sur la,b[.
Donc, par le théoréme de Rolle, il existe c €]a, b[ tel que A'(c) =0.
Donc,

f'(e)x (g(@) - g()) — g'(c) x (f(a)~ F (1)) =0.

Autrement dit,

f'(e) x (g(b) - g(@)) = g'(c) x (f(b) - f(a))
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