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Utilisation des nombres complexes en géométrie

1 Rappels sur les modules et les arguments

Propriétés

On considere deux points M et N d’affixes respectives zps et zy.
On considere également deux vecteurs du plan @(z) et ¥(z’). On se donne k un réel.

Le vecteur Mﬁ a pour affixe zy — zj7.
Le vecteur @ + ¥ a pour affixe z + 2/.

Le vecteur ki a pour affixe kz.
ZM + 2N

e Le milieu du segment [MN] a pour affixe 5

Propriétés du module

Soient z et 2’ deux nombres complexes et soit n € N*,

Produit du module : |22/| = |z| x |2/ Puissance : [2"| = |z|"
1 1

Inverse : |—| = — Quotient : |—| = ﬂ
z| |zl 217

Propriétés de ’argument

Soient z et z’ deux nombres complexes non nuls.
Soit n € N*.

arg(zz') = arg(z) + arg(2’) arg(z") = narg(z)

O p— g (5) = ane(z) - ()
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2 Utilisation des nombres complexes en géométrie

Propriétés

—

On se place dans un repere orthonormé (O ; i, v)
On considere trois points A, B et C dont les affixes respectives sont a, b et c.

e La distance AB est égale a |b — al.
e L’angle orienté (u; E) est égal a arg(b—a).

e L’angle orienté (ﬁ, E) = arg (g — a).
—a

Propriétés : alignement et parallélisme

Soient A(z4), B(zg), C(z¢) et D(zp) quatre points distincts deux a deux.

e Les points A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs ﬁ et E sont colinéaires si et seulement

. RC — %A 2
si ———— est un réel.

ZB — %A

e Les droites (AB) et (CD) sont paralleles si et seulement si les vecteurs AB et CD sont colinéaires si et seulement

. 2D — ZC ,
si ——— est un réel.

Démonstration

Les vecteurs AB et AC sont colinéaires si et seulement si l’angle orienté (ﬁ, R) =0 [n].

On en déduit donc que arg (M) =0 [n].
ZB — 2A

Le raisonnement est analogue pour montrer la deuxiéme propriété.

Propriétés : orthogonalité

Soient A(z4), B(zp), C(z¢) et D(zp) quatre points distincts deux a deux.

zZp — Z¢
ZB — ZA

Les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires si et seulement si AB.CD = 0 si et seulement si = ki ou

k est un réel.

Démonstration

Les vecteurs AB et CD sont orthogonaux si et seulement si (ﬁ, @) = g [7].

= k7 ou k est un réel.

Zp — 2 7r Zp — 2
On en déduit que arg (D—C) 2D — <C

= — [n] et donc que
ZB — %A ZB — RA
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3 Racine n-iéme de ’unité

On considere ’équation z™ = 1 ou z est un nombre complexe et ou n est un entier naturel non nul.
Les solutions de cette équation sont appelées racine n-iéme de 'unité.

Théoréme

U,, est 'ensemble des racines n-ieme de I'unité. Cet ensemble comporte exactement n éléments qui sont de la
forme :

2km

(]
e N

ou k est un entier compris entre 0 et n — 1.

Démonstration
e Montrons l'existence d'une solution.
Si 2" =1 alors |z|™ = || = 1 et donc |z| = 1.
Les solutions sont donc de la forme z = €? avec 0 € [0; 27].
n 0\n ind 2km
=le()"=1ce"=1cnl=2kn,keZ & 0= , keZ.
n

Il suffit de ne garder que les valeurs entieres de k entre 0 et n — 1.

e Montrons 'unicité des solutions.
Supposons qu’il existe un autre entier & compris entre 0 et n — 1 tel que wy = wy.

2k ;2" ™ . . < g /
On a alors e’ = =¢€' = ce qui revient & dire que %Tﬁ = %Tﬂ + 2lm avec | € Z.

Ce qui revient finalement )a 2km = 2k'7 + 2Inmw donc a k — k' = In.

Cela signifie que n divise k — k’. Or k — k’ est un entier compris entre 0 et n — 1. Il est donc impossible que n
divise k — k'.

Ainsi, [ = 0 et donc k = k'.

Exemple

En utilisant le précédent théoreme, on obtient :
Up={1; e} ={1; -1}
Us={1; % ; e'F}

U4={1;eig;e”;ei37w}={1;i; —1; —i}
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Exemple : suite et fin

Si on représente les solutions dans un repere orthonormé, on obtient des polygones réguliers.

U, Usg Uy
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Exercices sur les nombres complexes (4)

> Etudier des configurations du plan

Exercice n°1

Dans le plan complexe muni d’un repere orthonormé (O ; @, ¥), on considére quatre points A, B, C et D d’affixes
za=4—3i,2=4—V3+i(1 —+3), 20 = —1+2iet zp =23 — 1.

2B — 2 1
1. Montrer que SBTEA
Zp — 2C 2

2. En déduire que les droites (AB) et (CD) sont paralléles.
Exercice n°2 Soit z4 = -2 — 14, 25 = 1 — 2i et 2o = —1 + 2i les affixes de trois points A, B et C.

1. Montrer que le triangle ABC est isocele en A.
2. Montrer que le triangle ABC est rectangle en A.

Exercice n°3 On se place dans un repeére orthonormé direct (O ; @, v).

On considére les points A, B et C d’affixes respectives z4 = 2, zp = 3 + iv/3 et 2o = 2i/3.

1. Déterminer une mesure de I'angle ABC.
2. En déduire que l'affixe w du centre Q du cercle circonscrit au triangle ABC est 1 + i1/3.

—

Exercice n°4  On se place dans un repére orthonormé direct (O ; i, %)

On considére quatre points A, B, C et H d’affixes respectives a = -3 —i, b= -2+ 4i,c=3—iet h = —2.

1. Placer les points sur une figure.
2. On appelle J le point d’affixe . Montrer que J est le centre du cercle C circonscrit au triangle ABC. Préciser le
rayon de ce cercle.

—c
3. Donner I’écriture algébrique du nombre

. Montrer alors que les droites (AH) et (BC) sont perpendiculaires.

Exercice n°5 Soit M un point d’affixe z. Dans chaque cas, déterminer :

1. L’ensemble des points M tels que |z — 2i| = 3.
2. L’ensemble des points M tels que |z — 3 + i| = |z — 5.

|z — i _

2]

3. L’ensemble des points M tels que
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> Etudier les racines de ’unité

Exercice n°6

1. Factoriser 2% — 1 en produit de facteurs premiers.

2. En déduire les éléments de ’ensemble Uy.
Exercice n°7

1. Donner l'interprétation géométrique des racines 5-ieme de I'unité.

2. Déterminer la longueur d’un c6té d’un pentagone inscrit dans le cercle trigonométrique.

™
3. Montrer que le périmetre d’un tel pentagone est égal a 10 sin (5)
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Correction des exercices sur les nombres complexes (4)

> Etudier des configurations du plan

Exercice n°1

L ep—2a _A-V3+i(1-V3)—(4-V3)  —vB3+i  —VB+i 1

ip—z0 23 —1— (=1 + 2i) VB3 -2i —2(—vB+1) 2

. ZB — ZA
2. Puisque

€ R, les vecteurs AB et CD sont colinéaires donc les droites (AB) et (CD) sont paralléles.
2D — 2C

Exercice n°2

1. AB=|2p—24|=1—2i— (-2 —14)| = [3—i] =10
AC = |zc — 24| = | = 1+ 2i — (=2 — )| = |1 + 3i| = V/10.

On a donc AB = AC : le triangle ABC est isocele en A.

2. (AB, AC) :arg(ZG—ZA).

ZB — ZA
zo—z2a 1430 (1+30)3+4d) 3+i+9%—3 10i

s—z1 3-i (B-0)B+i)  9+1 10 "

Or arg(i) = g[27r]. L’angle BAC est donc un angle droit : ABC est un triangle rectangle B.

Exercice n°3

o—ep VBBV B34ivB_ (BaivB(leivd) 4B o
ca—zp 2-(B+iV3)  —1-iV3  (1-aB)((-1+iv3) 4 T

arg(—/3i) = —g donc ABC = g

1.

2. D’apres la question précédente, le triangle ABC est rectangle en B.
Le cercle circonscrit &8 ABC a pour centre le milieu du segment [AC]. L’affixe de ce milieu est :

ZA+zc_2+2i\/§

5 2 =1+ iv/3.

Exercice n°4

1. Placement des quatre points :
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2. JA=|-3—i—i|=]-3-2i=+/(-3)2+ (-2)2 = /13.
JB=|—-2+4i—i|=|-2+3i =+/(-2)2+3% = V13.
JC =[3—i—i|=[3-2i] =32+ (-2)% = V13.
Ainsi, les points A, B et C appartiennent au méme cercle de centre J et de rayon /13.

5 b—c_—2+4z’—(3—z’)_—5+5z‘_(—5+5z‘)(1—z’)_—5+5z’+5z’—5z’2_@_5i
"h—a  —2—(-3—-4)  1+i  (Q—di)(1+i) 12 4 12 2

Or arg(hi) = g : les droites (AH) et (BC) sont donc perpendiculaires.

Exercice n°5

1. Soir A le point d’affixe 2.
|z — 2i| = 3 s’écrit alors AM = 3.
L’ensemble recherché est donc les points M tels que AM = 3, qui est un cercle de centre A(2i) et de rayon 3.

2. |z=341i=1]z—-3+1i|=z2-3—i|=]z—3—i|=|z—(3+1)]
Soit A le point d’affixe 3 + ¢ et soit B le point d’affixe 5.

L’égalité |z — 3 +i| = |z — 5| revient alors & AM = BM. L’ensemble des points M recherché est donc la médiatrice
du segment [AB].
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3. L’égalité revient & |z — i| = 2|2| que 1'on peut aussi écrire |z — i|? = 4]z|%.
Posons z = = + iy. L’équation revient a :

|z 4+ iy —i|? = 4|z + iy|?

|z +i(y — D* = 4|z + iyl

22+ (y — 1)? = 4(2% + ¢?)

322 + 32 +2y=1

1

2
2 2
+yP+ sy =<
vy 3y 3

2
2% + y-l-l -
3
2
e 2?4+ y+1 =
3

-1 2
Il s’agit du cercle de centre (0; ?) et de rayon 3

> Etudier les racines de 1’unité

Exercice n°6

¢ ¢ 49

0

1
3

Ol Ol

L2t—1=0)2-12=22+1)(22-1)=(z+i)(z—i)(z+ 1)(z = 1).
2. Les solutions de z* —1 = 0 sont donc 1; —1; i et —i, qui sont les éléments de ’ensemble Uy.

Exercice n°7

1. Les images des racines 5-ieme de 1'unité sont les sommets d’un pentagone régulier inscrit dans le cercle trigo-
nométrique.

- 27
2. Notons wqg et wy les deux sommets de ce pentagone tels que wg =1 et wy =¢€*5 .

- 27 - 27 - 27 -
e'o| x |e'1t0o — e '10| = 5.

;T —_
e's —e

;2m
e'’s —1’=

|wy — wo| =

On applique ensuite la formule d’Euler :

|lwy —wo| = ‘22’ X sin (g)‘ = 2sin (g)

T
3. Puisqu'un pentagone régulier possede ses cing cotés de méme longueur, son périmetre vaut 56 x 2sin <3) soit

T
10si (—)
Sin 5



