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Extrait du programme

A - Equations différentielles linéaires scalaires

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

Equation différentielle scalaire d’ordre 2 & coefficients continus
¥ +a@®)y’ +b@)y = c@).

Forme des solutions : somme d’une solution particuliere et de la
solution générale de I'’équation homogene.

Théoreme de Cauchy linéaire : existence et unicité de la solution
d’un probléme de Cauchy.

Espace vectoriel des solutions de '’équation homogeéne, dimension.

La résolution explicite de '’équation différentielle doit comporter des
indications.

Exemples d’utilisation de développements en série entiére pour la
recherche de solutions.




EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES I. QU’EST-CE QU'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE ?

I. Qu’est-ce qu’une équation différentielle ?

Une équation différentielle est une équation dont I'inconnue est une fonction y : £ — y(¢) et dans laquelle peuvent
figurer la variable ¢, la fonction y et ses dérivées successives y', y" ...

On rencontre régulierement des équations différentielles en physique et en chimie :

1. Réponse d’un circuit RC a un échelon de tension. On considére un circuit électrique composé d'un générateur
de tension continue E, d'un condensateur C et d'une résistance R. La tension © aux bornes du condensateur vérifie

I’équation différentielle :
du 1 E

—+ Xu= ,
dt RxC RxC
ou E, R et C sont des réels connus et ou u est la fonction inconnue.

(I.1)

2. Réponse d’un circuit RLC série a un échelon de tension. On consideére un circuit électrique composé d’'un
générateur de tension continue E, d’'un condensateur C, d'une bobine L et d’une résistance R. La tension u aux
bornes du condensateur vérifie 'équation différentielle :

d2_u+-§xd_u+ 1 xu— E
di2 L dt LxC =~ LxC’

(1.2)

ou E, R, L et C sont des réels connus et ou u est la fonction inconnue.
3. Pendule simple. Un objet de masse m est accroché a une tige inextensible, de longueur ¢ et de masse négligeable
(devant celle du systeme tout entier).

Le pendule se déplace autour d’'un axe horizontal fixe dans le champ de pesanteur g. L'angle 0 entre la tige et sa
position d’équilibre stable vérifie 'équation différentielle :

9+§xgmm:o. (13)

Nous ne sommes pas en mesure d’exprimer la fonction 8 a 'aide des fonctions usuelles; cependant, nous verrons
en informatique qu’il est possible de tracer « approximativement » le graphe de la fonction 6 a I'aide de la méthode
d’Euler.
Sous I'approximation des « petits angles », c’est-a-dire lorsque les oscillations sont faibles, on remplace sin(9)
par 6 (nous verrons en mathématiques une justification de cette approximation). On obtient alors ’équation
différentielle :

0+ % x0=0 (1.4)

qu’on apprendra a résoudre cette année.

4. Systéeme harmonique. Un point matériel M; de masse m est lié a un ressort horizontal. Lautre extrémité du
ressort étant fixe en O. Le ressort a une longueur a vide ¢ et une constante de raideur k.
Pour tout £ € R, on note x(¢) = OM; — ¢ I'allongement du ressort.
Le principe fondamental de la dynamique montre que x est solution de ’équation différentielle :

§é+£xx=0. I1.5)
m

| k
On note wg = |/ — la pulsation propre du systéme.
m

5. La concentration ¢4 d’un réactif A durant une transformation chimique dont la loi de vitesse est d’ordre 1 vérifie

I’équation différentielle :

ou k > 0 est la vitesse de réaction.

On rencontre également des équations différentielles lors de I'étude de modeles épidémiologiques, de ’évolution de
populations, des marchés financiers,. . .
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II. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU PREMIER D’ORDRE EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

I1. Equations différentielles linéaires du premier d’ordre

Dans tout le chapitre K désigne R ou C.
Dans cette partie, on considére un intervalle I de R.

I1.1. Généralités

Définition 20.1 - Equation différentielle linéaire du premier ordre
On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre toute équation de le forme
¥ +a)xy=>b() (E)

oua:l —-IKetb:I— K sont des fonctions continues.

e La fonction y est 'inconnue de 'équation différentielle.

o La fonction b est appelée le second membre de 'équation différentielle.

On dit que (E) est homogeéne (ou sans second membre) lorsque b est la fonction nulle.

Définition 20.2 - Solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre

On appelle solution de (E) sur I toute fonction f qui vérifie les deux conditions suivantes :
1. f est dérivable sur I ;
2. pour tout t € I, f'(t)+a(t) x f(t) = b(2).

Résoudre (E) sur [ signifie : déterminer toutes les solutions de (E) sur 1.

4@ Remarque 20.1 - Une solution sur / d’'une équation différentielle linéaire du premier ordre est de
classe €' sur I

Soit f une solution de (E) sur 1.

Par définition, f est dérivable sur I, donc continue sur I.

Or, pour tout ¢ € I, f'(¢t) = —a(t) x £(¢) + b(¢).

Donc, f' est continue comme somme et produit de fonctions continues.
Ainsi, f est de classe €* sur I.

‘¢* Exemple 20.1 - Cas ou a est la fonction nulle

Dans ce cas, P'équation différentielle (E) se réécrit : y' = b(¢).
L'ensemble des solutions est donc ’ensemble des primitives de b.

I1.2. Ensemble des solutions de ’équation homogéne associée

Définition 20.3 - Equation homogéne associée

Avec les notations de la définition 20.1, on appelle équation homogene associée a (E) I'équation différentielle
Y +a(t)xy=0. (H)

On note A 'ensemble des solutions de (H) sur .
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES II. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU PREMIER D’ORDRE

— R Proposition 20.1 - Structure de ’ensemble des solutions de (H)

L'ensemble des solutions de (H) est un sous-espace vectoriel de € L1 ,IK).

Démonstration
» Dans une remarque précédente, on a montré que Ay <€ a ,K).

» La fonction nulle est dérivable sur I et, pour tout te€ I, 0+a(¢)x0=0.

» Soient f et g deux solutions de (H) sur I et (A,u) € K2
La fonction A.f + u.g est dérivable comme combinaison linéaire de fonctions dérivables. De plus, pour tout t €1,

Af+p.8) @) +a@®) x (Af +pg)®)=Ax (F/®)+a@) x f@®) +ux (g @) +a®)x g#)) =Ax0+ux0=0.

Donc, A.f + p.g est solution de (H) sur I. O

~ © Théoreme 20.1 - Forme générale des solutions de y' +a(t) x y =0 (H)

Les solutions de
Y +at)xy=0 (H)

sont les fonctions de la forme :
t— Ax e_A(t),

définie sur I, ou A € K et A est une primitive de a sur 1.
Autrement dit :
I - K

t — Axe A0 ’AE]K} =Vect(tHe—A(t))‘

y(H):{

En particulier, 'ensemble des solutions de (H) est un espace vectoriel de dimension 1.

Démonstration

Soit y : I — K une fonction.
y est solution de (H) sur I  si, et seulement si, y est dérivable sur I
pour tout te 1, y’(t) +a(t)xy(t)=0

si, et seulement si, y est dérivable sur I (exp ne s’annule pas)
pour tout ¢ € I, eA®) x (Y ®+a@®) xy@®) =0

si, et seulement si, y est dérivable sur I
pour tout ¢ €1, %(eA(t) x y(8)) =0

Alt) y(t) est constante (exp ne s’annule pas,

exp et A sont déri-
vables sur I)

si, et seulement si, t—e

si, et seulement si, il existe A € K tel que, pour tout t € I, A yt)=A2

—A®) (exp ne s’annule pas).

O

si, et seulement si, il existe A € K tel que, pour tout te I, y(t)=Axe

‘¢~ Exemple 20.2

Résolvons sur R I’équation différentielle :
1
/

———xy=0.
1+¢2 7

y

La fonction ¢ — — 1 est continue sur R (son dénominateur ne s’annule pas sur R) et une primitive de cette

' +¢2
fonction est —Arctan.

Les solutions de y' — x y = 0 sont les fonctions de la forme : ¢ — A x 2732 o 1 € K.

1+¢2
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II. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU PREMIER D’ORDRE EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

4 Attention

Il ne faut pas se tromper lorsque ’équation différentielle est écrite sous la forme y’ = a(t) x y. Dans ce cas, les
solutions sont de la forme

f 1 x AW
ou 1€ K et A est une primitive de a sur 1.

Comment ne pas se tromper ? C’est simple! On vérifie en dérivant au brouillon que les solution données sont bien
solutions.

Z® Remarque 20.3 — La seule solution de (H) qui s’annule au moins une fois est la fonction nulle.

En effet, si t— A x e 4® gannule en t1 €1, alors A x e AW =g,
Or, exp ne s’annule pas, donc A = 0.

Donc, ¢ — A x e A% = 0 est 1a fonction nulle.

~— € Théoréeme 20.2 - Cas particulier ou a est une fonction constante

Soit a € K. Lensemble des solutions de ’équation différentielle : ' +a x y = 0 est

I - K

5”(H>={t e Axe

_axt ’/l & ]K}

Démonstration

La fonction constante ¢ — a est continue et une primitive sur I de cette fonction est ¢ — a x ¢.

‘¢- Exemple 20.3

» Les solutions sur R de P'équation différentielle y' — 2y = 0 sont les fonctions de la forme :

R - R
t — Aerxt’

oulelR.

» Circuit RC : régime libre. Les solutions sur R, de ’équation homogéne associée a (I.1) page 3 sont les fonctions
de la forme :

R+ - R
t — /’\/Xe_ﬁ’

oulelR.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES II. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU PREMIER D’ORDRE

I1.3. Ensemble des solutions d’'une équation différentielle du premier ordre

~— &) Théoréme 20.3

Soit ¢ une solution particuliere de (E) sur I.
Les solutions de (E) sur I sont les fonctions de la forme :

fa+o,

ou f(m) est une solution de (H) sur I.

Démonstration

Soit y : I — IK une fonction.
y est solution de (E) sur I  si, et seulement si, y est dérivable sur I
pour tout £ € I, ¥'(¢) +a(t) x y(t) = b(t)

si, et seulement si, y est dérivable sur I (¢ solution de (E))
pour tout £ € I, y'(£) +a(t) x y(t) = ¢’ (t) + a(t) x (t)

si, et seulement si, y — ¢ est dérivable sur (¢ dérivable sur I)
pour tout £€ I, (y — ) (t) +a(t) x (y —p)(t) =0

si, et seulement si, y-¢@€Ap)

si, et seulement si, il existe f() € Apy) telle que y — ¢ = fy).

— |‘_:=‘|0 Méthode 20.1 - Plan de résolution de y' +a(t) x y = b(¢) sur I

1. On commence par résoudre ’équation homogene associée y' +a(t) x y = 0. Il suffit pour cela de déterminer
une primitive de a sur 1.

2. On détermine une solution particuliéere de (E). Pour cela, plusieurs méthodes sont décrites dans le para-
graphe suivant.

3. On conclut :

Solution générale _  Solution générale de I'équation Solution particuliéere

de (E) homogeéne associée (H) de (E)

I1.4. Déterminer une solution particuliére d’'une équation différentielle du premier ordre

El, Méthode 20.2 - « Intuition »

Parfois, on trouve une solution particuliere évidente.

Par exemple, lorsque les fonctions a et b sont constantes, on cherche une solution constante.

:@c Exemple 20.4 - Circuit RC

La fonction constante égale a E est solution particuliere de (I.1) page 3.
Les solutions sur R, de (I.1) sont les fonctions de la forme :

]R+ - ]R,
t — Axe F<+E,

oulelR.
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II. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU PREMIER D’ORDRE EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

— E;"o Méthode 20.3 — Variation de la constante

Le nom de cette méthode est étrange au premier abord, mais il est justifié.

On a déja vu que les solutions de y' +a(2) x y = 0 sont les fonctions de la forme : £— A x e 4® ou 1 e K et A est
une primitive de a sur 1.

—A(?)

On cherche une solution particuliere de (E) sous la forme ¢ : ¢t — A(¢) x e ou A est une fonction dérivable sur

1. On applique ensuite les étapes suivantes.

1. On justifie que la fonction ¢ est dérivable.
Puis, comme A’ = a, on a, pour tout ¢t € I,

(p/(t) = A,(t) » e—A(t) —A(t) x A/(t) » e—A(t) — /l/(t) » e—A(t) — A1) x a(t) x e—A(t).

2. On injecte dans (E) : pour tout t € I,

At) x e 4D xa(t)
A (%) x e AW _ A(t) x a(t) x e AW x1
A/(t) x e—A(t)‘

@(2)

@'

?'(t) +a(t) x p(t)
=b(t)

3. On en déduit que, pour tout ¢ € I, A'(¢) = b(¢) x e2®.

A(2)

4. On choisit alors A une primitive de ¢ — b(¢) x e™**’ sur I.

On n’apprendra pas les formules par cceeur, on retiendra les différentes étapes.

‘¢- Exemple 20.5

Déterminons 'ensemble des solutions sur R} de :

,+1 x
— X = —,
Y X Y x+1

» On résout d’abord I'équation homogeéne associée : y'+ — x y = 0.
x
1
Une primitive de a : x — — sur R est A : x— In(x).
x

Donc, les solutions de y' + = x y = 0 sont les fonctions :
x

R* — R
A

b

X

x — e AW = jemIn@ -

oulelR.

1 x
» On détermine une solution particuliére y' + — x y = 1 par la méthode de la variation de la constante.

—A(x)

R . L. *
On en cherche une sous la forme : ¢ :x— AMx) x e ou A est une fonction dérivable sur R7.

PSI 2025 — 2026 8 G. BOUTARD



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES II. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU PREMIER D’ORDRE

La fonction ¢ est dérivable sur ]Ri et, pour tout x > 0,

px) = AMx)x e AW ra(x)
P'x) = V@) xe A _gx)x Mx)x e A® | x1
P +a@) xpx) = A(x)xe AW,

__x
x+1

Donc, pour tout x > 0,

x x
AV(x) = « pAW) _ )
() x+1 ¢ x+1

Le probléeme est alors ramené au calcul d’'une primitive de

¥ x?2-1+1 (x-Dx(x+1) 1
X — = = + :x_1+ .
x+1 x+1 x+1 1+x 1+x

2
On choisit alors, A :x— % —x +In(1+x), qui est bien dérivable sur ]Ri.

1
Une solution particuliére de y' + = x y = a est
x x+1
2
1 In(1 +
x»—»)t(x)xe_A(x)= x——x+ln(1+x) x—:f—1+ n x)‘
2 x 2 x
.. . , 1 x « .
» Ainsi, les solutions de y' + — x y = 1 sur R} sont les fonctions :
X X
R - R
A ox In(1 +x)
x - —+—-—=1+—.
x X

oulelR.

~— @) Théoréeme 20.4 - Principe de superposition

somme de p € IN* fonctions continues : b= b1+ +b,,.

@ = @1+ + @, est solution particuliere de y'+a(t) x y = b(#).

Démonstration

La fonction ¢ = 1 +--- + ¢p est dérivable sur I comme somme de fonctions dérivable sur 1.
Pour tout i € [1,p] et t € I, ¢} () +a(t) x ;&) = b;(2).
En sommant les p équations, on a, pour tout ¢ € I, p(¢) + a(t) x ¢(t) = b(?).

On suppose que le second membre b de 'équation différentielle ¥’ +a(t) x y = b(t) s’écrit sous la forme d’'une

Si, pour tout i € [1,p], ¢; est une solution particuliére de '’équation différentielle y' +a(t) x y = b;(¢), alors

‘¢- Exemple 20.6

Déterminons une solution particuliére de I'équation différentielle y’ +2y = 3¢ 2% — e* x sin(x).

Onavuque @:x— 3xxe 2
X

* est une solution particuliere de I'équation différentielle y' + 2y = 3¢~ 2*.

X

e
De plus, y:x— 0 x (cos(x) — 3 sin(x)) est une solution particuliére de I'équation différentielle y'+2y = —e* x sin(x).

G. BOUTARD 9
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II. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU PREMIER D’ORDRE EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

ex
Par le principe de superposition x — 3x x e 2% + T x (cos(x) — 3 sin(x)) est une solution particuliere de

y' +2y=38e72* —¢* x sin(x).

I1.5. Probleme de Cauchy

Définition 20.4 — Probléme de Cauchy

Soient tg € I et yg € K fixés. On appelle probléme de Cauchy la donnée d’'une équation différentielle et d'une
condition initiale :

{ v +a(t)xy=b(t)
y(to) = yo.

~—— @) Théoréeme 20.5 - Cauchy linéaire

Avec les notations précédentes, le probleme de Cauchy
{ v +a(t)xy=>b(t)
¥(t0) = yo

possede une unique solution sur 1.

Démonstration
Les solutions de Péquation y’ +a(t) x y = b(¢) sont les fonctions de la forme :

fa: I - K
t — Axe_A(t)+(p(t)

oi1 ¢ est une solution particuliere de ¥’ +a(t) x y = b(¢), A est une primitive de a sur I et 1 € K.

La fonction f) est solution du probléeme de Cauchy si, et seulement si, A x oAl 4 ¢(tg) = yo. Comme la fonction exponentielle ne
s’annule pas, cela est encore équivalent a 1 = (yg — ¢(¢9)) x Ao,

Ainsi, il existe bien une et une seule solution au probléeme de Cauchy. o

— |:% Méthode 20.4 - Résoudre un probleme de Cauchy

Pour résoudre le probléeme de Cauchy :
¥ +alt) x y=0b()
{ ¥(to) = yo,
on procede de la maniére suivante :
1. On résout 'équation homogene associée y' +a(t) x y = 0 dont les solutions sont les fonctions de la forme :
I - K
t — Axe 4@
ou A est une primitive de a sur I.
2. On détermine une solution particuliére ¢ de 'équation différentielle y' +a(t) x y = b(¢).
3. Les solutions de y' +a(t) x y = b(¢) sont les fonctions de la forme :

I - K
t — Axe A1)

Il reste alors a déterminer la constante A. Pour cela, il suffit de résoudre ’équation :

—A(to)

@(tg)+Axe = 0-

PSI 2025 — 2026 10 G. BOUTARD



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES II. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU PREMIER D’ORDRE

‘9- Exemple 20.7 - Réponse d’un circuit RC a un échelon de tension (charge d’un condensateur)

A Pinstant initiale, on suppose le condensateur déchargé : u(0) = 0.
On note u 'unique solution du probleme de Cauchy :

d_u+ 1 - E
dt RxC u_RxC
u(0)=0.

On sait qu’il existe A € R tel que, pour tout ¢t =0, u(t) =E + A x e BT,
0
On détermine A a I’aide de la condition initiale : 0=E + A x e ExC. Donec, A = —E.

Ainsi, pour tout £ = 0, u(¢) = E x (1 - e‘ﬁ)

“/® Remarque 20.4 - Isomorphisme

Lapplication
VY: Sm — K

y — y(to)

est un isomorphisme :

e La linéarité est claire :

Y(A.y1+y2) =(A.y1 +y2)(t0) = A x y1(¢0) + y2(to) = A x W(y1) + V(y2).

o La bijectivité est une conséquence de l'unicité de la solution d'une probleme de Cauchy : pour tout yg € K, il

existe une unique solution de

{ Y +a®)xy=0 (H)
y(to) = yo
Autrement dit, il existe un unique y € HAn) tel que ¥Y(y) = yo.

En particulier, on retrouve que :
dim (Fmp)) = 1.

G. BOUTARD 11 Lycée GAY-LUSSAC



III. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU SECOND ORDRE EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

I11. Equations différentielles linéaires du second ordre

Dans cette partie, on considere un intervalle I de RR.

II1.1. Généralités

Définition 20.5 - Equation différentielle linéaire du second ordre

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre toute équation de le forme

Y'+a@)xy' +b(t) x y = c(t) (E)

oua:l—-IK,b:I—-IKetc:I— IK sont des fonctions continues.

o La fonction y est I'inconnue de I’équation différentielle.

o La fonction c est appelée le second membre de ’équation différentielle.

On dit que (E) est homogeéne (ou sans second membre) lorsque c est la fonction nulle.

—— {3 Définition 20.6 — Solution d’une équation différentielle linéaire du second ordre

On appelle solution de (E) sur I toute fonction f qui vérifie les deux conditions suivantes :
1. f est deux fois dérivables sur [ ;
2. pour tout t € I, f"'(t) +a(t) x f'(t)+ b(t) x f(t) = c(t).

Résoudre (E) sur [ signifie : déterminer toutes les solutions de (E) sur 1.

Z® Remarque 20.5 - Une solution sur I d’'une équation différentielle linéaire du second ordre est de
classe 62 sur |

Soit f une solution de (E) sur I.

Par définition, f est deux fois dérivables sur I, donc f et f’ sont continues sur I.

Or, pour tout ¢ € I, f"'(t) = —a(t) x f'(t) — b(t) x f(t) +c(t).

Donc, f" est continue comme somme et produit de fonctions continues.

Ainsi, f est de classe €2 sur I.

II1.2. Ensemble des solutions d’une équation différentielle du second ordre

~— @) Théoréeme 20.6

Soit ¢ une solution particuliere de (E) sur I.
Les solutions de (E) sur I sont les fonctions de la forme :

fa+o,
ou f() est une solution de (H) sur I.
Démonstration
PSI 2025 — 2026 12 G. BOUTARD
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y est solution de (E) sur

si, et seulement si, y est deux fois dérivable sur I
pour tout ¢ € I, y"(£) + a(t) x y'(£) + b(t) x y(t) = c(t)

si, et seulement si, y est deux fois dérivable sur I
pour tout ¢ € I, y"(£) +a(t) x y'(£) + b(t) x y(t) = ¢" (£) + a(t) x ¢'(t) + b(t) x p(t) (¢ solution de (E))

si, et seulement si, y — ¢ est deux fois dérivable sur
pour tout 2 €I, (y — @) (t) +a(t) x (y — @) () + b(t) x (y — )(t) =0 (¢ deux fois dérivable sur I)

si, et seulement si, y—@E€SAmH)

si, et seulement si, il existe f(g1) € HAg) telle que y — ¢ = )

— L—:"o Méthode 20.5 - Plan de résolution de y” +a(t) x y + b(¢) x y = ¢(¢t) sur I

1. On commence par résoudre ’équation homogene associée y” +a(t) x y + b(¢) x y = 0.
2. On détermine une solution particuliere de (E).

3. On conclut :

Solution générale _  Solution générale de I'’équation Solution particuliére

de (E) homogeéne associée (H) de (E)

II1.3. Cas particulier d’une équation différentielle linéaire homogene du second ordre a
COEFFICIENTS CONSTANTS

Dans ce paragraphe, on considere ’ a et b des constantes ‘

@ Théoreme 20.7 - Solution de Péquation homogeéne y" +a xy' +bxy=0 (H)

On considere ’équation caractéristique :

rP+axr+b=0. (EC)

» Si (EC) posséde deux racines distinctes 1 et ro dans IK, alors une base de 'ensemble des solutions de (H) est
(t— e, t 2.
Autrement dit, les solutions de (H) sont de la forme :

t— Axe ™ 4 x e

ot (A, ) € K2.

» Si (EC) posséde une racine double r dans IK, alors une base de I’ensemble des solutions de (H) est
(t'—* erXt,t'—’ tx erxt)‘

Autrement dit, les solutions de (H) sont de la forme :

t—eAxe "t uxtxe

ot (A, ) € K2,

» Si K=1R et (EC) possede deux racines complexes conjuguées z = a +1ip et z, alors une base de 'ensemble des
solutions de (H) est (¢ — e®** x cos(f x ), — e*** x sin(B x t)).
Autrement dit, les solutions de (H) sont de la forme :

t—e® ! x (A xcos(fxt)+uxsin(f xt))
ot (A, ) € R2.

Dans tous les cas Ay est un espace vectoriel de dimension 2.
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Démonstration

Pour une démonstration élémentaire de ce théoréme, vous pouvez fouiller dans votre cours de premiére année. Une démonstration
basée sur la réduction des matrices est donnée dans un paragraphe ultérieur. o

‘¢- Exemple 20.8

On considere 'équation différentielle y” +2y' +2y =0 dans C.
L'équation caractéristique associée est r2+2r+2= 0, dont les solutions sont r1 = —1+ietro=-1-1.
Les solutions de y” +2y’ + 2y = 0 sont les fonctions :

I - C

t — Ax e(—1+i)><t + X e(—l—i)xt,

avec (A, ) € C2.

4@ Remarque 20.6

En factorisant par /A2 + u? dans le cas réel out (EC) posséde deux racines complexes conjuguées, on peut mettre
A x cos(f x t)+ u x sin(pB x t) sous la forme A x cos(fx t+¢) ou A =0 et ¢ € R. Voir le chapitre NOMBRES COMPLEXES
de premiere année.

°¢* Exemple 20.9 - Systéme harmonique 1.5

L'équation caractéristique de I'’équation X + w(z) xx=0estr2+ wg =0 (EC).
Les solutions de (EC) sont complexes conjuguées : r1 =iwg et re = —iwy.
On en déduit que les solutions de I'équation 1.5 sont de la forme :

R+ i IR
t — A1xcos(wg xt)+ Ao x sin(wq x t)

o (11,19) € R2.
Ces solutions s’écrivent aussi sous le forme :

R+ - ]R
t — Axcos(wgxt+e)

ou(A,p)eR; xR.
Le réel A est appelé 'amplitude du mouvement et ¢ est appelé la phase du mouvement.

‘9- Exemple 20.10 - Circuit RLC série : régime libre

L& tion h . o 219 td2u+R du+ 1
equation nomogene associee a 1.2 est —— — X —
q 8 @ L @ LxC

> 0 (pulsation propre) et 1 = oL > (0 (facteur d’amortissement).

xu=0.

On pose wg =

1
VRL
Léquation caractéristique associée est : r2 +2Ar + wg =0. Son discriminant est alors A = 4(A2 — wg).
Ilya3cas:

e Régime apériodique : 1 > wy.

2
Dans ce casA>0etA:(2 \/AQ—wg) .

De plus, r1 = —A— /A% — wg etrg=—-A+ /12— w% sont les solutions de I’équation caractéristique.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES III. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU SECOND ORDRE

Les solutions de '’équation homogeéne associée a 1.2 sont de la forme :

I - R

t — A«]_ Xer‘IXt

roxt
+Ag xe'? ,

avec (11,12) € R2.
Remarque : r1 <0 et ro <0, donc les fonctions précédentes tendent vers 0 quand ¢ tend vers +oo. C’est
cohérent d’'un point de vue physique.

e Régime critique : 1 = wy.
Dans ce cas A =0 et r = — A est 'unique solution de ’équation caractéristique.
Les solutions de 'équation homogeéne associée a 1.2 sont de la forme :

I - R
t — (A1+Agxt)xe Mt

avec (11,A9) € R2.

e Régime pseudo-périodique : 1 < wy.

2
Dans ce casA<OetA=—4(wg—)LQ)=(2i\/12—0)(2)) )

On pose w = w% —A2. Alors, r1 = —A—iw et ro = —A +iw sont les solutions de ’équation caractéristique.
Les solutions de 'équation homogeéne associée a 1.2 sont de la forme :

I - R
t — [A1xcos(wxt)+Ag x sin(w x t)] x e M,

avec (11,A9) € R2.

E;1° Méthode 20.6 - Déterminer une solution particuliere de (E) : « Intuition »

Parfois, on trouve une solution particuliére évidente. C’est le cas, par exemple, lorsque le second membre est
une fonction constante.

°9- Exemple 20.11 - Circuit RLC série : régime forcé
La fonction constante égale a E est solution évidente de 1.2. Il y a 3 cas :
e Régime apériodique : 1 > wy.
Les solutions de 1.2 sont de la forme :

I - R

t — E+A1x erIXt-f-/lg X erzxt’

avec (11,19) € R2.
e Régime critique : 1 = wy.
Les solutions de 1.2 sont de la forme :
I - R

t — E+1+Agxt)xe =t

avec (11, 19) € R2.

¢ Régime pseudo-périodique : 1 < wy.
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Les solutions de 1.2 sont de la forme :

I - R
t — E+[/11xcos(w><t)+/lz><sin(w><t)]xe_’“t,

avec (11,19) € R2.

— t% Méthode 20.7 - Déterminer une solution particuliére : second membre exponentiel

On suppose que le seconde membre est de la forme d : ¢ — p x Kt ou (K, Wwe K2.

» Lorsque K n’est pas racine de 'équation caractéristique, on cherche une solution particuliére de (E) sous la
forme t — C x e&*! ou C € K est & déterminer.

» Lorsque K est racine simple de I’équation caractéristique, on cherche une solution particuliere de (E) sous la

forme ¢ — C x t x eK*? o1 C € K est 4 déterminer.

» Lorsque K est racine double de I'équation caractéristique, on cherche une solution particuliere de (E) sous la

forme ¢ — C x t2 x K%t ot1 C € K est & déterminer.

‘¢- Exemple 20.12

Déterminons les solutions sur R de y”" -3y’ +2y =€’ (E).

» Résolution de ’'équation différentielle homogéne associée : y’' —3y' +2y =0 (H).

Léquation caractéristique de (H) est r2—3r+2 = 0. Son discriminant est A = 1. Léquation caractéristique possédent
deux racines réelles distinctes : 1 et 2.

Par théoréeme, les solutions générales de (H) sont les fonctions :

R - R
| :

t — /llxet+)tzxe2
ol (A1, A9) € R2.

» Recherche d’une solution particuliere de (E).

Le second membre est d(¢) = e'*! et 1 est racine simple de I’équation caractéristique.
On cherche une solution particuliere ¢ de (E) sous la forme ¢(¢) = C x t x e’ ot C € R.
Pour déterminer C, on injecte ¢ dans (E) et on identifie avec le second membre.

2><((p(t) = Cxtxet)
(—3)x(<p’(t) = Cxet+Cxtxet)
P'(t) = 2Cxe'+Cxtxeél

@"(1)=3¢'(t)+2¢(2) —Cxeé'.

Pour que ¢ soit une solution de (£), il suffit donc que —C =1, c’est-a-dire, C = —1.
Ainsi, une solution particuliére de (E) est :

{]R—»IR
Q: ¢

t — —txe.

» Ainsi, les solutions de (E) sont :
R - R
t — Alxet+)tz><e2t—t><et.

ot (A1, A9) € R2.
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Z® Remarque 20.7

La méthode précédente s’applique encore lorsque les coefficients de I’équation différentielle sont réels et le second
membre est de la forme ¢ — 7 x e**! x cos(Bx t) ou t—y x e ! xsin(fxt)ou a € R, fecRet yeR.

Pour cela, on utilise les nombres complexes : pour tout ¢t € R,

yxe® ! xcos(fxt)=Re ()f x e(“+iﬁ)Xt) et yxe®™!xsin(fxt)=Im (y x e(“+iﬂ)xt).

— R Proposition 20.2 - Principe de superposition

d’une somme de p € IN* fonctions continues : ¢ =cy+---+cp.
@ =1+ +@, est solution particuliere de y" +a x y'+b x y = c(¢).
Démonstration

Pour tout i € [1,p] et t € I, @} (t)+a x @} (£) + b x @;(t) = c;(2).
En sommant les p équations, on a, pour tout t€ I, (p"(t) +ax (p’(t) +b x (t) = c(2).

La fonction ¢ = ¢1 +--- + ¢p est deux fois dérivable sur I comme somme de fonctions deux fois dérivable sur I.

On suppose que le second membre d de I'équation différentielle y" +a x y' + b x y = ¢(¢) s’écrit sous la forme

Si, pour tout i € [1, p], ¢; est une solution particuliére de 'équation différentielle y” +a x y'+ b x y = ¢;(t), alors

II1.4. Probleme de Cauchy

condition initiale :
Y'+a@)xy' +b(t) x y=c(t)
y(to) = yo
y'(t0) = y1.

Définition 20.7 — Probleme de Cauchy

Soient tg € I et (yo,y1) € K. On appelle probléeme de Cauchy la donnée d’une équation différentielle et d’une

~— @) Théoréeme 20.8 - Cauchy linéaire

Avec les notations précédentes, le probleme de Cauchy

¥y +a@)xy' +b(t)x y=c(t)
y(to) = yo
y'(¢0) = y1.

possede une unique solution sur 7.

Démonstration

Admis.

Z# Remarque 20.8 - Isomorphisme
Lapplication
¥ Sy — K
y —  (¥(0),y'(t0)
est un isomorphisme :

G. BOUTARD 17
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¢ La linéarité est claire :
Y(A.y1 +y2) = ((A.y1 +y2)(t0), (A.y1 + y2) (0)) = A.(y1(20), y1(20)) + (y2(t0), ¥5(£0)) = L. W (y1) + P (y2).

o La bijectivité est une conséquence de 'unicité de la solution d’une probléme de Cauchy : pour tout (yo, y1) € K2,
il existe une unique solution de
Y'+a@)xy +b()xy=0 (H)
y(to) = yo
y'(t0) = y1.

Autrement dit, il existe un unique y € Ay tel que Y(y) = (0, y1)-

En particulier, on retrouve que :
dim (C%H)) =2.

‘¢- Exemple 20.13 - Systéme harmonique 1.5

On consideére le probleme de Cauchy :
X+ wg xx=0
x(0)=x9>0
x(tg) = 0.

A linstant initial, I'allongement du ressort est égal a xo. Le ressort est 1aché sans vitesse initiale.
On sait que ce probleme de Cauchy posséde une unique solution notée x. On sait aussi qu’il existe (A,p)e Ry xR
tel que :
xt): Ry — R
t — Axcos(woxt+).

Déterminons 'amplitude et la phase du mouvement a ’aide des conditions initiales.
On a x(0) = xg. D’ou1, A x cos(¢) = x¢(> 0). Comme A =0, on en déduit que A > 0 et cos(p) > 0.
De plus, £(0) =0. D’ou1, —A x wg x sin(¢) = 0. Or, A et wp sont non nuls, donc sin(¢) =0.
Ainsi, 9 =0[27], A =xg et
xt): Ry — R
t — xgxcos(wgxt).

°¢° Exemple 20.14 - Réponse d’un circuit RLC a un échelon de tension

A linstant initial, on suppose le condensateur déchargé et 'intensité nulle : u(0) = u'(0) = 0.
On note u 'unique solution du probléme de Cauchy

d2u du E
W”ME“”%X“:LXC’
u(0)=0
u'(0)=0.
e Régime apériodique : 1 > wy.
La fonction u est de la forme :
u:I — R

t — E+A;xe 49 xe ",

avec (11,A9) € R2.
En évaluant en ¢ =0 et en dérivant puis évaluant en ¢ = 0, il vient

E+A1+ 29 = 0
r1></11+r2></12 = 0.
i s . . I Exrq
En multipliant la premieére ligne par r1 et en lui retranchant la deuxieme, il vient : 1 = .
rg—ri
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Exr
En multipliant la deuxieme ligne rg et en lui retranchant la premieére, il vient : 1; = - 2.
ro—ri
Ainsi,
u:I —- R
t — Ex|1-—12 ety T x et |
rg—ri rg—ri
e Régime critique : 1 = wy.
La fonction u est de la forme :
u: I —- R
t — E+(A1+Agxt)xe M,
avec (11,A9) € R2.
En évaluant en ¢ =0 et en dérivant puis évaluant en ¢ =0, il vient :
E+2 =0
/12 - Ax /11 = 0.
Donc, \1=—-E et Ao =—E x A.
Ainsi,
u:I — R
t — E-Ex(1+Axt) x e Mt
« Régime pseudo-périodique : 1 < wy.
La fonction u est de la forme :
I - R
t — E+[A1xcos(wxt)+ g xsin(w x ¢)] x e M,
avec (A1,12) € R2,
En évaluant en ¢ = 0 et en dérivant puis évaluant en ¢ =0, il vient :
E+ 2 =0
wxAlg—AxA; = 0.
A
Donc, .1 =—-E et 1o =—E x —.
w
Ainsi,
u: I —- R
A
t — E-Ex|cos(wxt)+= xsin(wx#)| xe ¢
w
II1.5. Utilisation des séries entiéres
Pour déterminer des solutions de
2 +at)xx' +b(t)xx=c(t) E)
lorsque les fonctions a, b et ¢ sont développables en séries entiéres, on peut en chercher sous la forme d'une somme
+00
de série entiére Zan x x" de rayon de convergence R. Pour tout ¢ €] - R,RI[, on note S(¢) = Z an xt".
n=0

On sait que S est de classe € sur ]-R,R[NI.

On injecte S dans (E) et par unicité du développement en séries entiéres lorsqu’il existe, on détermine les coefficients
a,. On détermine ensuite R.

Cette méthode est classique!

G. BOUTARD 19 Lycée GAY-LUSSAC



IV. RESOLUTION D’UN SYSTEME DIFFERENTIEL A COEFFICIENTS CONSTANTS EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

IV.Résolution d’un systeme différentiel a coefficients constants

IV.1.Cadre

Dans toute cette partie, n est un entier naturel non nul et on identifie K" et .4, 1(IK).

Si x1,...,%, sont des fonctions réelles dérivables sur un intervalle I de IK, on écrira alors :
x1(2) x5y (8)

xw=| : | et X=| :
Xn (%) x;,(t)

On s’intéresse au systéme différentiel linéaire d’ordre 1 :
X' =AxX (H)

ou A € /,(IK) (la matrice A ne dépend pas de ¢, c’est pourquoi on dit que ce systéme est a coefficients constants).

IV.2. Cas particulier ou A est diagonale

Dans ce cas, il existe (A1,...,A,) € K" tels que A = diag(Aq,...,A,).
On a alors pour tout i € [1,n], x; = A; x x;. Les solutions de cette équation sont de la forme ¢ — yu; x et ou i € K.
On a alors le résultat suivant :

~— @) Théoréeme 20.9 - A est diagonale

Les solutions de X' = A x X sont de la forme :
py x et
t—
Hn XeAnXt
ou (ui,...,u,) € K"
“® Remarque 20.9
Pour tout 1€ R, on a
ﬂlxt
A xt e O
H1Xxe 0
: =M1 . tee Tt Un.
An xt : 0
Hn X e 0 e/lnxt
——— ———

=p1(?) =@n(t)
Autrement dit,
S = Vect (@1,...,¢04).

Comme la fonction exponentielle ne s’annule pas, on vérifie que ((pl, ... ,(pn) est une famille libre.
Donc, (q)l, ... ,(pn) est une base de ) et g est de dimension n.
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IV.3.Cas particulier ou A est diagonalisable sur K

— Y Exercice 20.1

Soient X : R — K" une fonction et P € GL,,(IK).
OnnoteY =P 1xX:t— P 1xX().
Montrer que X est dérivable sur R si, et seulement si, Y est dérivable sur R.

Résolution

x1(2) 1)
Onnote X()=| . [[Y@®=| . [,P=(piji<ij<n et @=(qi)1<i j<n-
xn(8) In(?)
(=) On suppose que X est dérivable sur R. Autrement dit, x1,...,x, sont dérivables sur R.

n
Pour tout i € [1,n], y; = Z qi,jxj est dérivable sur R comme combinaison linéaire de fonctions dérivables.
J=1
Donc, Y est dérivable sur R.
(<) On suppose que Y est dérivable sur R. Autrement dit, y1,...,y, sont dérivables sur RR.
OnaX=PY.
n
Pour tout i € [1,n], x; = Z Di jy; est dérivable sur R comme combinaison linéaire de fonctions dérivables.
J=1
Donc, X est dérivable sur R.

On suppose que A est diagonalisable sur K : il existe P € GL,(K) et D diagonale telle que A =P x D x P71,
On note Aq,...,1, les valeurs propres de A comptées avec multiplicité et on écrit D = diag(A1,...,1,).
On pose Y =P ! x X, autrement dit, X =P x Y.

» Comme P est inversible et a coefficients constants, X est dérivable sur I si, et seulement si, Y est dérivable sur I.

» Dans ce cas, comme P est a coefficient constant, ona:Y' =P 'xX et
X'=AxX << X =PxDxP'xX e P xX'=DxP!'xX << Y'=DxY.

Par le paragraphe précédent, Y' = D x Y si, et seulement si, il existe (u1,...,u,) € IK* tel que, pour tout ¢ € I,
A xt
U1 xe

Y(@)=

Hn X elnxt

Ainsi, X est solution de X' = A x X si, et seulement si, il existe (ug,...,u,) € K" tel que, pour tout ¢t € I,
py x Mt

X#)=PxY()=P x

Hn X e/lnXt

~—— ©) Théoréeme 20.10 - A est diagonalisable sur K

Les solutions de X' = A x X sur I sont de la forme :

pp x eMx?

t— P x :
:unxe/InXt

ou (Ui,...,u,) € K"
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/# Remarque 20.10 - A retenir

Lorsque A est diagonalisable sur KK, il suffit de diagonaliser A : autrement dit, déterminer D diagonale et P
inversible telles que, A=P xD x P71,

1l est inutile de calculer P~ 1!

/¢ Remarque 20.11

Pour tout 1€ R, on a

—/llxt O
—Aqixt e
x e
H1 0
P x : =u.Px| . |+ +p.Px
— A, xt :
Hn x e ) 0 e—ﬂnxt
~———— (S ———
=¢1(t) =n(t)

Autrement dit,
Sy = Vect (p1,...,¢05).

Comme P est inversible et la fonction exponentielle ne s’annule pas, on vérifie que ((pl, ... ,(pn) est une famille libre.
Donc, ((pl, ... ,(pn) est une base de ) et g est de dimension n.

‘¢- Exemple 20.15

On résout le systéme différentiel d’ordre 1 sur R :

x'=x—y
{ y'=2x+4y. ()

1 -1
OnposeA—(2 4).

La matrice A est diagonalisable et A = P x (3 g) xPlouP= (_11 _12)

Les solutions de (E) sont de la forme :
t— P x (e2t)
3t
Ainsi, I'ensemble des solutions de (S) sont les fonctions de la forme :

, AX€2t+er3t
_Aert_QleeE}t

ot (A, u) € R2.

IV.4.Cas particulier ou A € ./, (R) n’est pas diagonalisable sur R mais est diagonalisable sur

C

Dans ce cas, on diagonalise A sur C et on applique le cas précédent.

On obtient les solutions complexes de X' = A x X. Pour obtenir les solutions réelles de X’ = A x X, on prend les parties
réelles des solutions complexes trouvées.
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IV.5.Cas ou A est triangulaire

2
0 1) € Mo(R).

Il n’y a pas de résultat général a connaitre dans ce cas. Traitons un exemple : on considére A = (

/
s oz R cprs . X, =x1+2x2
On cherche alors a résoudre le systéme différentiel : { x’l oy .
9 — A2

Ona:
x4 (8) = x1(2) + 2x2(2)

x5(8) = x9(2)

x/l(t) =x1(8)+2 x ug x el

Vte]R,{ xo(t) = g x e

H,uz(—:IR,Vt(—:]R,{
Il reste & résoudre x'1 =x1+2x g x e'. Les solutions de 'équation homogene associée sont de la forme ¢ — U1 x el avec
M1 € R.

On cherche une solution particuliere de x} = x1 +2 x g x e! par la méthode de variation de la constante. La fonction
t — K(t) x e! est solution si, et seulement si, K'(¢) = 2 us.

Il suffit de prendre K : t — 2 ug x . Les solutions de x’l =x1+2 X% g X e! sont donc de la forme ¢ — 2o x tx el +uixe
ou M1 € R.

Ainsi, les solutions de X' = A x X sont de la forme :

Qug x tx e+ xel B el 2t x el
t g x & Hil g | TH2-| e ]

t

IV.6.Cas ou A est trigonalisable

On suppose que A est trigonalisable sur KK : il existe P € GL, (IK) et T triangulaire supérieure telle que A = P x T' x p1
OnposeY =P ! xX.

» Comme P est a coefficients constants, X est dérivable sur I si, et seulement si, Y est dérivable sur I.
» Danscecas,ona:Y =P 1xX et

X'=AxX << X =PxTxP'xX < P IxX'=TxP 'xX < Y =TxY.

On est alors ramené au cas du paragraphe précédent. Les solutions de X' = A x X sont alors de la forme P xY ou Y
est une solutionde Y' =T xY.

Y Exercice 20.2

!
=-4
Résoudre le systéme différentiel : { x,l 2
Xy =x1—4x2

IV.7. Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients constants : démonstration du
théoréeme 20.7 page 13

Dans ce paragraphe, on s’'intéresse a I’équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2 a coefficients constants :

Y+axy +bxy=0 (H)

ou a et b sont des constantes dans IK.

En notant X : ¢t — (;l,((?)), Péquation (H) est équivalente au systéeme différentiel d’ordre 1 :
X'(t)= ( 0 1 ) x X (). ()
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