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Correction DS4 type ESCP

Exercice 1.

1 1 1 1 1 3
l.a)OntrouveA2=| 1 1 1 |, puis A=l 1 1 3 ), et enfin
1 1 3 3 3 5
1 1 3 1 1 0 0 0 0 O
AS-A%2-2A=|1 1 3 |- 1 2(0 0 =l 0 0 0
3 3 5 1 3 1 1 0 0 O

b) La relation obtenue en a) signifie que R(A) = 0, ol R est le polyndme défini par R (X) = X3 —X2-2X. Ce poly-
néme est donc un polynéme annulateur de la matrice A.

¢c)OnaRX)=X (X2 —-X- 2). Les racines du trindme X? — X — 2 sont —1 et 2 (racines évidentes). Les racines de R
sontdonc -1, 0 et 2.

d) On sait (cours) que les valeurs propres possibles de la matrice A sont racines de n'importe lequel de ses poly-
ndmes annulateurs. Compte-tenu de c), les seules valeurs propres possibles de A sont —1, 0 et 2.

0 0 1 1 -1
2.a) On trouve AU; =| 0 0 1 1 =| -1 | = —-U;. Puisque AU; = —-U; (et Uy # 0), —1 est valeur
1 1 1 -1 1
propre de A, associée au vecteur propre Uj.
0 0 1 1 0
De méme, on trouve AU, =] 0 0 1 -1 | =] 0 | =0.Uy. Puisque AU, = 0.U, (et Uy # 0), 0 est valeur
1 1 1 0 0
propre de A, associée au vecteur propre Us.
0 0 1 1 2 1
Enfin, ontrouve AUz =| 0 0 1 1 |=| 2 |=2| 1 |=2Us.Puisque AU3 =2U3 (et Uz # 0), 2 est valeur
1 1 1 2 4 2

propre de A, associée au vecteur propre Us.
En résumé,
Uj est vecteur propre de A, associé a la valeur propre —1;
U, est vecteur propre de A, associé a la valeur propre 0;
Us est vecteur propre de A, associé a la valeur propre 2.

1 1 1\(2 2 =2

6 0 0
b) On trouve PQ = 1 -1 1 3 -3 0 =| 0 6 0 | =6l (oul désigne la matrice identité
-1 0 2 1 1 2 0 0 6

' o 1 L 2 2 =2
d’ordre 3). On en déduit que P x EQ =1, ce qui montre que P est inversible, avec P~ Q = 3 -3 0
1 1 2
-1 0 2 -1 0 2
c¢)Ontrouve AP=| -1 0 2 |etPD=| -1 0 2 |[.Ilsuffitalorsde constater que AP =PD.
1 0 4 1 0 4

Comme la matrice P est inversible, en multipliant membre & membre la relation AP = PD a gauche par P! on
obtient P~'AP = P~'PD = D. La relation D = P~!AP signifie, puisque D est diagonale, que A est diagonalisable.

3.a) On montre par récurrence que, pour tout entier 7> 1, on a A” = PD"P~!,

Casn=1

On a AP = PD. En multipliant membre a membre cette égalité, a droite par P~!, on obtient APP~! = PDP!,
c’est-a-dire, puisque APP™l1 =AI=A queA= PDP’I.

Ainsi, A' =PD!P~!, etlarelation A” = PD"P~! est donc vraie pour n = 1.

Hérédité

On suppose que, pour un entier n = 1, quelconque, on a A” = PD"*P~! Comme, vulecas n=1,onaA=PDP!,
onaA"!' =AxA"=(PDP~!)(PD"P~!) =PDP~!PD"P~! = PD"*'P~! (car PP~ =1 puis D x D" =D"*1),
Ainsi la formule est encore vraie, et I'on peut alors conclure que, pour tout entier n =1, A” = PD"P~.

1 1 1 D" o0 o0 -n"* o 2"
b.Ontrouve PD"=| 1 -1 1 0 0 0 |=| -D* o 2" , puis
-1 0 2 0 0 2" —(=D" 0 2x2"
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-=n"* o 2" 2 2 =2
PD"Q =| (-1* o 2" 3 -3 0
-(=D"* 0 2x2" 1 1 2
2n+2(-" 2n42(-1"  2x2"-2(-1)"
= 2" +2(-1)" 2"+ 2(-1)" 2x2"=2(-1"
2x2"=2(-1)" 2x2"-2(-1)" 4x2"+2(-1)"
1 204 2(-1)" 2" 42 (=" 2x2"=2(-1)"
etenﬁn,A”:PD"P_lz—PD”Qz— 2+ 2(-1)" 2" +2(-1)" 2x2"=2(-1"
6 2x2"-2(-1)" 2x2"-2(-1)" 4x2"+2(-1)"
Il est toujours conseillé d’effectuer la vérification, au moins, que la formule ci-dessus est convenable pour n = 1.

4.a) Faisant n = 2 dans 3.a), on obtient A2 = PD?P~!. En multipliant membre a membre cette égalité, a droite
par P, on obtient A>’P = PD?P~!P, c’est-a-dire AP = PD?;

(variante : A>’P = A (AP) = A(PD) = (AP)D = (PD)D = PD?).

Comme M = [ —2A +5A2, on a, en développant, MP = P — 2AP + 5A2P. Comme AP = PD et A%P = PD?, on a
MP =P - 2PD +5PD? =P (I-2D + D?).

b) La matrice I — 2D + D?, somme de trois matrices diagonales, est diagonale. De maniere explicite,

1 0 0 -1 0 0 1 0 0 8 0 0
[-2D+D?= 0 1 0 |-2 0 0 o0 |[+5{0 0 0o |=[0 1 o
0 0 1 0 0 2 0 0 4 0 0 17

Comme P est inversible, onaM =P (I-2D+D?)P~!, etI-2D + D? est diagonale , M est donc diagonalisable, et
elle admet les trois valeurs propres, en évidence, 1, 8 et 17.

Exercice 2.  Soit (i) = la suite définie par uy = 1 et pour tout entier n € N, uy,4; =In(1+ u%)

1. Compléter le programme Scilab suivant pour qu'il calcule et affiche u,, pour une valeur de n entrée par
l'utilisateur.
n=input (’entrer la valeur de n’)
u=1
for k=1:n
u=u=log(1+u2)
end

disp(u)

On montre, par récurrence, que pour tout entier n€ N,ona:0< u, < 1.
Puisque 0 < up =1 < 1, I'énoncé est vrai pour n = 0.
Sil’on suppose que, pour un entier n = 0, quelconque, ona0 < u, <1, alors 0 < u,21 <l,doul=<l+ u% <2,etla
croissance de la fonction logarithme sur [1,2] entraine que In1 <In (1 + uf,) <In2, c’est-a-dire (In1 =0)
0<uu+1 <In2, etdong, puisqueln2<1,0 < uy4; < 1.
L'énoncé est donc alors encore vrai pour 'entier n+ 1.
Conclusion : pour tout entier n =0,ona0 < u, < 1.

3. Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0, 1], a valeurs réelles, telle que f (x) =In (1 + xz) - X.

2x 2x—1-x?
a) f est dérivable sur [0, 1] comme composée de fonctions dérivables, et f' (x) = -1=
1+ x2 1+ x2
2 2 2 / (x—1)?
Comme2x—1-x*=—(x*-2x+1)=-(x-1)* ona f'(x)=— T
X

Comme 1+ x? >0, et (x—1)?> =0, pour tout x € [0, 1[, f' (x) <0, et f' (1) =0.
Tableau de variation de f

X 0 1
fx) N\ 0
f 0 In2-1

f eststrictement décroissante sur [0, 1], avec f (0), donc, pour tout x €10,1], f (x) <O0.
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b) Pour tout entier n =0, ;11 — Uy = ln(l + uf,) —up = f(uy) <0 (d’'apres a)), la suite (1) ,>¢ est donc décrois-
sante.

¢) La suite (u,),>¢ est, d’apres b), décroissante, et, d’apres 2., décroissante. Le théoréme de convergence mono-
tone permet alors de conclure que la suite (¢,),>¢ est convergente.

4.a) Soit h la fonction définie sur [0, +oo[ par h (x) = In (1 + x) —x. h est dérivable sur [0, +oo[ comme composée de
1 X
fonctions dérivables, et h' (x) = Tox 1=———<0 pour tout x = 0, h est donc décroissante sur [0, +oo[. Comme
X X
h(0) =0, ona, pour tout x =0, h(x) <0, ce quirevientaln (1 + x) < x.

2

b) Appliquant a) & x = u2, on obtient In (1+ u2) < u2, c’est-a-dire w41 < u?.

¢) On montre, par récurrence, que, pour tout entier n > 1, u, < (In2)".
Comme u; =In(1+ ué) =In2, on abien u; < (In2)!, I'énoncé est donc vrai pour n = 1.
On suppose alors que, pour un entier n = 1, quelconque, on a u, < (In2)".

Il en résulte alors que 11 < U2 = up x Uy < (In2)" x (In2)" <In2 x (In2)", car 0 <1n2 < 1 donc (In2)” <In2. On
adonc .1 < (In2)™*! I'énoncé est donc encore vrai pour I'entier n + 1.

On peut alors conclure que, pour tout entier n = 1, u, < (In2)".

d) On a montré que, pour tout entier n>1,0< u, < (In2)". Comme 0<In2<1,ona ; lin} (In2)"=0
—+00

Le théoreme de ’encadrement permet donc de conclure que linJ} Uun =0.
n—+oo

e) On considere le programme Scilab suivant :

n=0
u=1
while u>=0.0001
u=log (1+u\symbol{94}2)
n=n+1
end

disp(n)

Le programme calcule u,,; tant que cette derniére valeur est supérieure ou égale a2 1074, et affiche ensuite la
premiere valeur de n pour laquelle 'opération ci-dessus n’est pas effectuée. Puisque le résultat affiché est 6, c’est
que 6 est la plus petite valeur de n pour laquelle u,, < 107*. On a donc us = 1074, et ug < 107,

s . . . n-1
Remarque : en fait, a partir de u;+1 < ufl, on montre par récurrence que, pour tout entier n = 1, u, < (In2)?
(on vérifie que I'inégalité est vraie pour n = 1, et si elle est vraie pour un certain entier n = 1, alors, en utilisant 4.b)

ne1\2 n- n
et I'hypothese de récurrence, u,.; < u% < ((ln2)2 1) = (In2)%*2 f o (In2)%", ce qui permet de conclure). Le fait

n-1
que, pour tout entier n =1, u, < (In2)%" entraine que la convergence de la suite (i) ,>o vers 0 est tres rapide : on
a(In2)2” ~8x 1078, donc ug <8 x 10-5. On trouve, en fait, us ~4 x 102, et 15 ~2 x 1077,

5. Linégalité u, < (In2)", que I’énoncé demandait de démontrer pour tout n = 1, est en fait vraie pour tout entier
n =0, puisque up =1 et (In2)%=1.
En additionnant membre amembre les inégalités uy < (In Z)k ,pour k=0,1,..,n—1, on obtient

In2)"
Z Uy < Z (n2)* = L I] 2) (somme des termes d’'une suite géométrique).

Exercice 3. 1. f estnulle sur chacun des intervalles ] —oo, 0] et ] a, +o0|, et positive ou nulle sur [0, a] (car a > 0),
donc positive ou nulle sur R.
f admet au plus deux points de discontinuité, en 0 et a, avec
3x2 3x2 3
lim f(x)= lim f(x)=0, lim f(x lim — =0=f(0), lim f(x)= lim — = —. f est donc en fait
x—»O*f( ) x—»a+f( ) m, S = ., s f) x_a,f( ) PRl R f
continue en x = 0 et admet un unique point de discontinuité, en lequel elle admet une limite a gauche et une limite

a droite, toutes deux finies.
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+00
Enfin, f étant nulle en dehors de [0, a], I'intégrale f f (x) dx converge, et
—00

a

=1

53

+00 a a 3x2
X) dx = b dx:f —dx=
[ rwas= [ ax= [ 55 ax=| 5|
On peut alors conclure que f est une densité de probabilité.

+0o

2 Comme f est nulle en dehors de [0, a], 'intégrale f xf (x) dx converge, et
—00

+o00 a 352 a 33 3 x*1 3a
f xf (x) dx:f XX — dx= = dx==Z] ==,
—00 0 a’ 0 as ad 4 0 4
3a
Ainsi X admet une espérance, et E (X) = ik
De méme, X*> admet une espérance, et
+o00 a 3x2 a3x4 3 x5 a 3612
E(X):f x2f(x)dx:f x2><—3dx: —dx=|3—| =—
—o0 0 a 0o a a’ 5| 5

3a® (3a\®> 3d?
X admet alors une variance, et V(X) = E (XZ) —EX)?= = - (Z) = B0 (apres réduction).

3. Par définition de la notion de fonction de répartition, pour tout réel x, Fx (x) = P ([X < x]), et X admettant f

X
pour densité, Fx (x) =/ f dt.

(o]
Six <0, f estnulle sur ]—oo, x], donc Fx (x) = 0.
Si0 < x < a, f étant nulle sur ]—oo, 0], donc sur ] —oo, x], on a

x x 32 B (x)3
F (x):/ (t)dt:f 2 dr=|— :(—).
X 0 ! o ad atly, \a
En particulier, Fx (a) = 1; Fx étant croissante sur R, et inférieure ou égale a 1, ceci entraine que, si x > a, on a

a
Fx(x):f f( de=1.
0

0 six<0
x\3 .
En résumé, Fx (x) = (5) si0l<sx<a
1 six>a

4 n
4. Pour tout entier n =2, onpose Y, = — Y _ X.
3n o
n

a) En utilisant la linéarité de I'espérance, on a E(Y,,) = n Z E Xp).
=

3a L 3a L 3 _3a
Comme, pour tout k=1,...,n,onaE Xy) = T ona Z EXp) =nx T (somme de n quantités, toutes égales a Z)’
k=1

.. 4 3a
douE([Y,)=—xnx—=a.
3n 4

Comme E (Y,,) = a, Y, est un estimateur sans biais de a.

b) On note r, (Y,,) le risque quadratique de I'estimateur Y,.
Y, étant un estimateur sans biais de a, son risque quadratique est égal a sa variance.

Doncr, (Y,) =V i iXk = EV ixk .
3n o 9 \io
n n 3a®
Les variables aléatoires Xj,..., X étant indépendantes, on a V kZIXk = kZIV(Xk) =nVX) = nx 50" d’ou
16 3a> a?
ra(Y”):ﬁxan:ﬁ'

2
. . a

Donc nkmoor“ Y, = nﬂ,ni‘ooﬁ =0.

¢) Linégalité de Bienaymé-Tchebychev, appliquée a Y,, en tenant compte de E (Y,) = a donne, pour tout € > 0,

P([IY,—al =€) < V(Z”) :
€

Enb),onavuen faitque lim V(Y,)=0.
n—-+oo

Donc:Ve>0, lim P([|Y,—al=¢])=0.
n—- +o0o

5. Pour tout entier n = 2, on pose Z,, = max (X, X, ..., Xn).
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n
a) Pour tout xréel,ona [Z, < x] = ﬂ [X; < x]. Les variables aléatoires Xy, ..., X;; étant indépendantes, on a donc
i=1

n
H,x)=P(Z,<x])) = ]_[ P ([X; = x]). Xy, ..., X, suivent la méme loi, de fonction de répartition Fx.
i=1

Donc H,, (x) = (Fx (x))".

0 six<0
x\3 .
Comme Fx (x) = tﬂ si0=x=<a ,ona
1 six>a
0 six<0
x\3n
H, (x)= (—) si0<x<a .
a
1 six>a
0 six<0
. NP . 3n 3,1 .
b) La fonction H,, est a priori dérivable sauf peut-étre en 0 et en a, et H), (x) = ﬁx si0l<x<a .
0 six>a
0 six<0
. cez 3_n 3n-1 io<x< /
On obtient alors une densité h, de Z, en posant h, (x) = n X sit0=x=a (on pose hy(x) =H,(x)
0 six>a

pour toute valeur de x pour laquelle H,, est assurément dérivable, et 'on donne a h,, des valeurs "arbitraires" en 0
eten a).

+00
c) h, est nulle en dehors de I'intervalle [0, a]. Donc I'intégrale f xhy, (x) dx converge, et
—00
+00 a a 3n 3n x3n+1 a 3n
f xh;, (x) dx:f xh;, (x) dxzf 3 dx= | == x = a.
-0 0 o a’" a’"  3n+1), 3n+1
Donc by (Zy) =EZp) —a=—"—a—q=—-—"2
T T T 3n 41 T 3n+1
d) On a, comme plus haut,
+00 a a 3p 3n x3n+2 a 3n
Ez2=f *h d:f *h d:f—3"+1d=— = 2.
(z) —oox n (0 dx 0 X (x) dx 0 @™ * a3”X3n+20 3n+2°
Donc Z,, admet une variance, avec :
, , 3n , ([ 3n \? 3na?
V(Z,)=E(Z%)-E(Zp)* = a— =
3n+2 3n+1 Bn+1)*3Bn+2)
3na® a 2 2a?
On en déduit que 14 (Z,) =V (Z,) + (by (Zp)? = +[= - )
due Talfn e Bn+1)2@n+2) (3n+1) Bn+1)(3n+2)
. . 2a? ) 2a®
Onadonc lim r;(Zy)= lim — = lim =0.
n—-+oo n—+oo(3n+1)(3n+2) n—+c03nx3n
R rouvé ry (¥) = % et ra Zy) 2a° Les deux ri dratiques tendent vers 0
emarque : on a trouveé r =—etr = ———— Les deuxrisques quadratiques tendent vers
d altn) = 15, S e = BT ) Bnt2) duesd d
quand n tend vers I'infini.
ra(Z 30n
Cependant, on a alZn) = , donc
r«Yn) @Bn+1)3n+2)
ralZn) . 30n . 30n

10
im = lim — = lim — = lim — =0.r,(Z,) tend vers 0 "plus vite" que r, (Yn),
n—+oor, (Y, n—+o(Bn+1)(Bn+2) n—+wo9n2 n—+o0o3n

ce qui constitue, bien que Y, soit "sans biais" un critére de "meilleur choix" en faveur de Z,,.

6. Soit 0 un réel vérifiant 0 < 06 < a.

a)OnallZ,—-al=01=(Z,—al=00n[Z,—a=0Du(lZ,—al=01Nn[Z,—a<0]).
LorsqueZ,—a=0,onalZ,—al=2Z,—-a,donc (|Z,—-al=z0ln[Z,—a=0))=[Z,—-a=0];
lorsqueZ, —a<0,onalZ,—al=-(Z,—a),donc
([1Zp-alz0In[Z,-a<0)=(-Z,-a)=20In[Z,-a=<0])=[Z,—-a=<-0].

Enrésumé [|Z,—al=01=[Z,—a=0lU[Z,—a=<-0].

b) Les événements [Z, — a = 0] et [Z; — a < —0] sont incompatibles (car 6 > 0). Donc
P(I1Zy-alz0)=P(Z,-a=0)+P(Z,-a=<-0])
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OnaP([Z,-a=0)=1-P([Z,—a<0]))=1-P([Z,—a<0]) car Z, est une variable aléatoire a densité.

CommeP([Z,—a<0))=P(Z,<a+0])=H,(a+0),onaP([Z,—a=06])=1-H, (a+0).
D’autre part, P([Z,—a<-0))=P([Z,<a—-0])=H, (a-9).
Finalement, P ([|Z,—al=0])=1-H, (a+0)+H, (a—0).

0 six<0
x\3n X
c) En 5.a) on a montré que H, (x) = (;) si0<x<a .
1 six>a

) 3n

CommeO0<6O<a,onaaussi0<a—0<a,doncH,(a—0)= (a_) .
a

Deplusa+0 > a,doncHy, (a+0)=1.

a_e)?)n

Il en résulte que P ([IZ,, —al = 0]) = (

a-90 -
CommeO<a—-0<a,onal0<——<1,dou
(a_e 3n a

lim =0.
n— -+o0o a

Ainsi lim P([|Z,—a|=6])=0.
n—-+oo

Exercice 4.
Une puce se déplace sur un axe gradué. A l'instant 0, la puce se trouve sur le point d’abscisse 0.
A partir de I'instant 0, la puce effectue 4 chaque instant, un saut vers la droite selon le protocole suivant :

1
¢ elle effectue un saut d’'une unité vers la droite avec la probabilité 3 ;

s . oo L
¢ elle effectue un saut de deux unités vers la droite avec la probabilité —;

»lk.l'—',.p

¢ elle effectue un saut de trois unités vers la droite avec la probabilité

Les différents sauts sont supposés indépendants.

Pour tout entier n = 1, on définit les variables aléatoires suivantes :

* X, est égale au nombre de sauts d'une unité effectués lors des n premiers sauts;
*Y, est égale au nombre de sauts de deux unités effectués lors des n premiers sauts;
* Z, est égale au nombre de sauts de trois unités effectués lors des n premiers sauts;
* A, est égale al'abscisse du point occupé par la puce a l'issue de son n-ieme saut.

1. Il est clair que que A; (Q) ={1,2, 3}, les différentes données figurant de maniere explicite dans I'énoncé :

1
P(A; =1 = 3 (c’estla probabilité que la puce effectue un saut d'une unité vers la droite), P ([A; =2]) = 1 (c’est

1
la probabilité que la puce effectue un saut de deux unités vers la droite), P ([A; =3]) = 1 (c’est la probabilité que la

puce effectue un saut de trois unités vers la droite).
On en déduit que :
EA) =1xP(A;=1D+2xP([A1=2])+3xP([A1=3])

1 1 1 7
=1x—-42x—-4+3x—-=-—
2 4 4

4
puis
E(A2) =12xP([A; =1])+22 x P([A; =2]) +32 x P ([A] = 3])
1 1 1 15
=1x—+4x—-+9x - = —
2 4 4 4
edui i 2 , 15 (72 11
dont on déduit, par la formule de Koenig-Huygens, V (A1) =E (A7) —E(A}) -=-l5) =%

2.a) A; est égale a I'abscisse du point occupé par la puce a I'issue de son deuxiéme saut. A chaque saut, la puce
effectue, au minimum un saut, donc A, > 2, et au maximum trois sauts, donc A <2 x 3 =6.

Ainsi A, (Q) < [[2,6]].

e 'événement [A, = 2] est réalisé par [X2 = 2] (deux sauts d'une unité lors des deux premiers sauts);

e 'événement [A, = 3] est réalisé par exemple par [X2 = 1]N[Y2 = 1] (un saut d'une unité et un saut de deux unités
lors des deux premiers sauts);

e 'événement [Ap = 4] est réalisé par exemple par [Y, =2] (deux sauts de deux unités lors des deux premiers
sauts);
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e 'événement [A, = 5] est réalisé par [Y2 = 11N [Z, = 1] (un saut de deux unités, et un saut de trois unités lors des
deux premiers sauts) ;

 'événement [A, = 6] est réalisé par [Z, = 2] (deux sauts de trois unités lors des deux premiers sauts).
On a donc, en fait A, (QQ) = [[2,6]).

Sil’'on note D; (respectivement Dy, respectivement D3), 'événement "lors du deuxieme saut, la puce a effectué
un saut d'une (respectivement de deux, respectivement de trois) unités, on a:

1 1
Py = 2 P(Dy)=P(D3) = 1 (ce sont les données de I’énoncé).

D’autre part :

e [Ay =2] = [X; =1] nD; (un saut d'une unité lors du premier saut, suivi d'un saut d'une unité lors du deuxieme

1 1 1
saut). Les sauts étant supposés indépendants, ona P ([A2 =2]) =P ([X; = 1)) P (Dy) = > X 5T

e [Ay =3] = ([X; =11nDy) U ([Y; =11 NnD;) (un saut d'une unité lors du premier saut, suivi d’'un saut de deux
unités lors du deuxieme saut, ou bien un saut de deux unités lors du premier saut, suivi d'un saut d'une unité lors
du deuxieme saut).

Par incompatibilité (par exemple parce que D;et D, sont incompatibles), P([A2 =3]) = P([X; =1]nDy) +
P(Y; =1]nDy).

1 1 1
Les sauts étant supposés indépendants, ona P ([X; = 11N Dy) =P ([X; =1])P (D) = > x iy et
P([Y1=11nDy)=P([Y1 =1])P(Dy) L d’ou P ([A2 =3]) 1+1 !
= = = = = X — = -, u = = - _= -,
! ! ! Y1278 2 8 8 4

e [Ay=4] = (X; =11nD3)u([Y; =1]nD2) U ([Z; = 11N D7) (un saut d'une unité lors du premier saut, suivi d'un
saut de trois unités lors du deuxieme saut, ou bien deux sauts de deux unités, ou bien un saut de trois unités lors du
premier saut, suivi d'un saut d'une unité lors du deuxieme saut).

Les événements ([X;=1]NnDs3), ([Y;=1]nDy) et ([Z;=1]NnD;) étant deux a deux incompatibles, on a
P([A2 =4]) =P ([X; =11nD3)+P([Y1 =1]nD2) + P ([Z; =11 nDy).

1 1
Les sauts étant supposés indépendants, on a P ([X; =1]NnD3) =P ([X; =1])P(D3) = > x it
1 1 1
P([Y;=11nDy) =P([Y; =1)P(Dy)=-x—-=—, et
(Y1 =11nDy) ([Y1 =1 P (D) 252 166
P([Z,=11nDy) =P ([Z; =1])P(Dy) Ll 1d'*P([A 4]) 1+1+1 5
= = = :—X—:—, ou = = — —_— _= —_—,
! ! ! V747278 2 8 16 8 16

e [A2 =5]=([Z1 =1]nD2) U ([Y; = 11nD3) (un saut de trois unités lors du premier saut, suivi d'un saut de deux
unités lors du deuxieme saut, ou bien un saut de deux unités lors du premier saut, suivi d'un saut de trois unités
lors du deuxieme saut).

Par incompatibilité P ([A2 =5]) =P ([Z; =11nDy) + P ([Y; = 1] nD3).

1 1
Les sauts étant supposés indépendants, on a P([Z;=1]nDy) = P([Z;=1])P([D,) = 1 x " = 6 et
1 1 1 1 1 1
P(Y1=11nD3)=P(Y; =1)PMD3)=-x-=—,douP([A2=5])=—+—=—
([Yy=1] 3) ([Y1 =1D P (D3) 4><4 16 ou P ([A2 =5]) 6716 8
e [Ay = 6] = [Z; = 1] n D3 (deux sauts de trois unités).
1 1
Les sauts étant supposés indépendants, ona P ([A, =6]) =P ([Z; =1])P (D3) = 1 x 1 16
En résumé,
P ([A, —2])—1 P ([A —3])—1 P([A2=4]) = > P ([A; —5])—1 P([A2=6])= :
2 = _4r 2 = _4r 2 = _16! 2 = _8) 2= _16
b)Ona

E(Az) =2xP([A2=2))+3xP([A2=3])+4xP([A2=4]) +5xP([A2 =5]) +6 x P ([A2 = 6])

1 1 5 1 1
=2x=4+3x—=+4X —+5x -+6%x —
4 4 16 8 16

Il
NN

3.a) Laloi du couple (A2,Z,) est donnée dans le tableau suivant :
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Ay 2 3 4 5 6
Zy
1 1 1
0 - - — 0 0
4 4 16
1 1
1 0 0 - — 0
4 8
1
2 0 0 0 0 —
16

Commentaires : par exemple, comme Z, est le nombre de sauts (vers la droite) de trois unités apres deux sauts,
et Ap I'abscisse atteint par la puce aprés ces deux sauts, on a Ap = 3Z», ce qui donne, d'un coup,
P ([A2 = k1N [Z =2]) =0 pour tout k € {2,3,4,5} et P ([A, =21 N [Z2 = 1]) = 0.
On a aussi (autre exemple) [As =2] < [Zy =0] (A2 = 2 entraine Zp = 0), donc [Ay =2] N [Z2 =0] = [A2 = 2], ce qui
1
donne P ([A2 =2]N[Z, =0]) =P ([A2 =2]) = e

Les autres cas se traitent de maniere analogue.

On récupére la loi de Z, en additionnant les quantités figurant dans les lignes du tableau ci-dessus :

Ag 2 3 4 5 6 loi de Zg
Zy
1 1 1
0 - - — 0 0 -
4 4 16 16
1 1 3
1 0 0 - = 0 =
4 8 8
1 1
2 0 0 0 0 — —
16 16

Enrésumé, 7, () ={0,1,2}, et

P([Z ‘0])—3 P(Z —1])‘§ P(Z ‘2])—i
R T M TS

On en déduit : 3 ) )
E(Z2)=0xP([Zo=0))+1xP([Zo=1])+2xP([Z, =2]) = §+2>< 1_6 = 5
b) Pour calculer la covariance Cov (Ay,Z5) de A, et Z,, on utilise la formule

P([A2=ilN[Z2 = j]),

7

Cov(Az,Z5) =E(AsZ5) —E(A2) E (Z,). On sait dé]é. que E (Ap) = 5 etE (Zy) =

On calcule E (AyZ,) s’obtient comme étant la somme des 15 quantités i x j
pouri€{2,3,4,5,6}, et j €{0,1,2}.

En fait, un rapide coup d’oeil au tableau de la loi du couple (A2, Z,) montre que seules trois de ces 15 quantités
ne sont pas nulles, et qu'on a:

E(A2Zy) =4x1xP([A2=4]N[Zy=1])+5x1xP([A2 =5]N[Zy=1]) +...
. +6x2xP([A2=6]N[Zr=2])

X N~

1 1 1 19
=4x—-—4+5x—-+12x —=—,
4 8 16 8
Il en résulte que Cov (Ay,Z>) B 7,12
, =— ==X ==—,
! pEU T T 5757 8
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Si les variables aléatoires A, et Z, étaient indépendantes, leur covariance serait nulle.
Puisque Cov (Ay,Z)) #0, A et Z, ne sont pas indépendantes.

(remarque: sil’on avait trouvé Cov (A2, Z,) = 0, aucune conclusion immédiate n’aurait été possible).

4. On rappelle qu’'en Scilab 'instruction grand(1,1,'uin’,1,4) simule une variable aléatoire suivant la loi discrete
uniforme sur [[1,4]].
Le programme suivant simule les 100 premiers déplacements de la puce.

A=zeros(1,100)
for k=1:100
t=grand(1,1,’uin’,1,4)
if t <=2 then A\left( k\right) =1
end
if t==3 then A\left( k\right) =2
end
if t==4 then A\left( k\right) =3
end
end

disp(A)

5. A chacun des sauts, effectuer, ou pas, un saut d'une unité vers la droite constitue une épreuve de Bernoulli de
parametre %
Ces épreuves sont supposées indépendantes par I'énoncé (" Les différents sauts sont supposés indépendants").
Le nombre de sauts d'une unité au cours de n sauts, c’est-a-dire X,,;, suit donc la loi binomiale 2 (n, E)

De méme, a chacun des sauts, effectuer, ou pas, un saut de deux unités vers la droite constitue une épreuve de

1
Bernoulli de parameétre 7 ces épreuves étant supposées indépendantes.
1
Le nombre de sauts de deux unités au cours de n sauts, c’est-a-dire Y, suit donc la loi binomiale 2 (n, Z)

1
Enfin, et de méme Z,, suit la loi binomiale % (n, Z)

A chacun des sauts, effectuer, ou pas, un saut d'une, ou de deux unités vers la droite constitue une épreuve de

3 1
Bernoulli, de parameétre T égal a la somme des probabilités d’effectuer un saut d’'une unité (E)’ et d’effectuer un
saut de deux unités (4_1)' La encore ces épreuves sont supposées indépendantes.

3
Le nombre de sauts d'une unité ou de deux unités, c’est-a-dire X;, + Y}, suit donc la loi binomiale % (n, 4_1)

6.a) La relation X, + Y, + Z,, = n signifie simplement que la somme X,, du nombre de sauts d'une unité, du
nombre Y, de sauts de deux unités, et du nombre Z,, de sauts de trois unités, est égale au nombre total de sauts,
c'est-a-dire n.

Onen déduitqueZ, =n—- X, +Y,),dou

Cov(Zn, Xn+Yn)=Cov(n—X,;+Y,),Xn+Y,) =—-Cov X, + Y, X, +Y,)
(rappel : siX et Y sont deux variables aléatoires, on a, pour tous réels a et b, Cov (aX+ b,Y) = aCov (X, Y)).

1 3
Comme Cov (X, +Y;, X, +Y,) = VX, +Y,) =nx 1 X 1 = % (en appliquant la formule qui donne la variance

d’'une loi binomiale), on a finalement Cov (Z,;,,X,, +Y,,) = ——.

16
. . S . 1 1 1 n
b) On sait que X, suit la loi binomiale 98 (n, 5), doncV(X;,) =nx 3 X 3 = Z;
~ . - . 1 1 3 3n
de méme, Y,, suit la loi binomiale 4 | n, 1) doncV(Y,) =nx " x " = 6
o . Cy . 3 3 1 3n
de méme, X;;, + Y, suit la loi binomiale % | n, 1) donc VX, +Y,) =nx 1 X 1 = s

De plus, on sait que V (X, +Y,) =V (X,) +2Cov Xy, Yi) +V (Yy).
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3n n 3n n
On a donc T = 1 +2Cov (X, Yn) + 6’ et il en résulte que Cov (X, Yy) = e

¢) Comme X,, et Y,, ont des variances non nulles, on peut définir leur coefficient de corrélation linéaire p (X,,,Y,)
Cov Xy, Yn)
VVE)VV YD)

_n 1
Donc p X, Y,) =

par p Xy, Yy,) =

-l
R

2V 16
7.a) Lors des n sauts, la puce a effectué :
. X;, sauts d’'une unité, qui ont contribué a augmenter son abscisse A, de X;, unités;
.Y, sauts de deux unités, qui ont contribué a augmenter son abscisse A, de 2Y, unités;
. Zp, sauts de trois unités, qui ont contribué a augmenter son abscisse A, de 3Z,, unités.
OnadoncA, =X, +2Y, +3Z,.
1l en résulte (linéarité de I'espérance) que E (A;) = E(X;,) +2E (Y) + 3E (Z,).

1 n
Comme X, suit la loi binomiale 2 (n, 5), onaEX,)= 5 ;
1 n
comme Y, suit la loi binomiale 2 (n, 4_1)’ onaE(Y,) = 1 ;
1 n
comme Z, suit la loi binomiale % (n, Z)’ onaE((Z,)= T
n

n n n
DoncE(A,)=—+2x —+3x —=—,
2 4 4 4

b) Puisque Z,, = n — (X;, + Yy), laformule A, =X, + 2Y,, + 3Z,, donne

Ap=X,+2Y,+3n-3X,+Y,) =3n—- 012X, +Y,).

OnendéduitV(A,) =V@Bn-(2X,+Y,)=V(2X,,+Y,)
(rappel : si X est une variable aléatoire, pour tous réels a et b,ona V (aX + b) = a®V (X); appliquera b=3n,a=-1,
X =2X,+Y,).

DoncV(A,) =V (2X,) +2Cov (2X,,Y,) +V(Y,) =4V (X,,) +4Cov X, Y,) +V(Y,).
n n
Comme V (X)) = g, VY, = E’ etCov(X,, Y, = —E, ona

n) 3n 11
=—n.
16 16

n
V(A =4><—+4><(——+
(An) 2 3

11
Remarque:en l.onatrouvé V(A}) = 1_6’ valeur en accord avec V (A) = E n.

OnaCov(A,,X,) =CovBn—(2X,+Y,),X,) =—-2Cov X,;,X;) —Cov (Y, X,).

Comme Cov (X,,,X,,) =V (X,,) = g, et Cov (Y, X,) = Cov (X, Y,,) = —g, ona

Cov (A, X)) =—-2x% 2—(—E) 3n
1 U3

3

8. A est un vecteur-ligne a 100 composantes. La commande y=cumsum(4) crée un vecteur-ligne (y1,y2, ..., ¥100)
k
tel que y = ZA(i), A (i) représentant le i-eme déplacement de la puce. Donc y; est 'abscisse de la puce apres le
i=1

i-éme saut.

Les commandes :

x=1:100

y=cumsum (A)

plot2d(x,y)

induisent la création d'une ligne brisée représentant le déplacement de la puce lors des 100 premiers sauts,
I'abscisse figurant le numéro du saut, et 'ordonnée figurant I’abscisse du point occupé par la puce a I'issue de son
n-ieme saut.
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