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Espaces vectoriels

FEUI

Espaces vectoriels

EXERCICE 1: ~ Cours — Soit R} muni de la loi interne B définie par a Hb =
ab,Va,b € R et de la loi externe . telle que Aea = a*Va € R%, VA € R. Montrer
que £ = (R%,H,.) est un R-espace vectoriel.

EXERCICE 2: - Cours — On considére E = R? muni de la loi interne B habituelle
+ et de la loi externe « définie par A« (x,y) = (Az,0). (E,H,.) est -il un R espace
vectoriel 7

EXERCICE 3: — Cours — Déterminer si R?, muni des lois internes et externes sui-
vantes, est ou n’est pas un R-espace vectoriel :
1. (a,0)8(c,d) = (a,)+(c.d) = (a+cb+d) : Ae(ab) = (A2a,\%).
2. (a,b)H(c,d) = (c,d) ; Xe(a,b)=(Aa,\b).

EXERCICE 4: — Cours — Soit E un R-espace vectoriel.
On munit le produit cartésien E' x E de I'addition usuelle :

@9+ (@) =@+, 7+7)
et de la multiplication externe par les complexes définie par :

(a +4.b).(Z,7) = (a.% — b., a.§ + b.7)

Montrer que E x E est alors un C-espace vectoriel. (Celui-ci est appelé complexifié

de E.)

Sous espaces vectoriels

EXERCICE 5: Révision : cas des sous ensembles de R™. — Cours —
Déterminer si les ensembles F' ci-dessous sont des espaces vectoriels sur R d’un eV
E que l'on identifiera (avec addition et multiplication classique).
1. Z,R*
2. F:{(l'l,l'g,x;g)ERg: $1—2$2+5E3:0}

3. F:{(xl,xg,x3)6R3: |$1—$2|:1}.

4. F:{(ml,xg,xg)eR?’ x2+x3>0}

5. F:{(x , T2, 73) € R3: x2+x3<0}

6. F:{(ﬂc , T2, 73) € R3: I1:$2:$3}.

7. F:{(xy, 2) e R3: myzO}.

8. F:{(x y,2,t) € R:: yzO,x:z};

9. F:{(ajy, z) ER3: 223}.

10. F:{(x y) € R%: a:2+a?y+y220}. *
11. F:{(:r y,2) ER3: ewezzl}.

12. F:{(my)€R2 x+y—z:x+y+z:0}

13. F:{(x y) € R?: x—f—y:l}.

, . N o 2z4+y = 1
14. L’ensemble des solutions (z,y, z) du systéme : { vtz = 0
15. L’ensemble des solutions (z,y, z) du systéme : { 2e 4yy_ +6z i 8

16. L’ensemble des vecteurs (z,y, z) de R? orthogonaux au vecteur (1,1,2).

EXERCICE 6: Cas des sous ensembles de C". — Cours

Déterminer si les ensembles ci-dessous sont des sous-espaces vectoriels de C?
F:{ZG(C||Z|:1}.
F = { 21,22 (Cz |Z1+322:O}
F={ae'i €C|a>0}
F={zeC"|arg(z) =
F={zeC"|aryg(z) =

(m)}
(m)} U {0},

EXERCICE 7: — Cours — Montrer que les ensemble suivants, ou I = [a,b] est un
intervalle de R, sont des sous-espaces vectoriels de F(I,R) :
1. F =C"(I,R), pour n € NU {400} (peut étre utilisé dans les exer-
cices)

2. F={feC'(atlR) | f(a) = fB))
F={feCabl®)| [ fit=o).

a
F I'ensemble des fonctions f sur I continues, vérifiant

2/(a) = fO) + [ t1(0)

SR Wb

N .M:l
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EXERCICE 8: - (ours — Sous-espaces vectoriels de fonctions réelles.

On note £ = F(R,R). Le sous-ensemble de E ci-dessous est-il un sous-espace
vectoriel de E'?

1. H={feFR,/R): f estbornée}

2. H C F(R,R) ensemble des fonctions paires.

3. H l'ensemble des primitives de x — xe”.

4. H={feFRR): f(1)=0}

5. H={feFRR): f(0)=1}

6. L’ensemble des fonctions croissantes.

7. H={feFRR): Ia,¢) eR®VzeR,[f(z)=acos(z—¢p)} *
8. ’H:{f:R%R: fs’annuleenO}

9. ’H,:{f:R%R: fs’annule}

10. L’ensemble des fonctions f telles que wginoo fl@) =40

11. H={f:R—>R: zgrfoof(m):()}

12. L’ensemble des fonctions f telles que wkr-&r-loo flx)y=1

13. L’ensemble des fonctions f € C2(R) vérifiant af” +bf +cf = 0,0t a,b,c € R

sont fixés.

EXERCICE 9: Cours — Sous-espaces vectoriels de polynémes.

Parmi les ensembles suivants reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces vectoriels
de K[X] (avec K=TR ou C.)

1. F={PekK,[X]: P’'=0},

2. F={PeK,[X]: P =1},

3. F={PeK,[X]: deg(P)=n},

4. F:{PEKn[X]: P+X2P”:O},

5. L’ensemble des polynémes ne comportant pas de terme de degré 2.

EXERCICE 10: - Cours — Espaces vectoriels de matrices

Pour tout ensemble FE ci-dessous, dire si c’est est un espace vectoriel.

{5 9

2. FE l'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 telles que le coefficient "en haut

a gauche" est 1.
1
2) JAE R}

_ o =2 T
. e={(5 ) (0

Equation cartésienne, Espace vectoriel engendré, famille génératrice

EXERCICE 11: — Calculer -
Pour chaque sous-espace vectoriel A de K3 ci-dessous, déterminer une équation
cartésienne décrivant A :

1. A :Vect{(1,o,2);(1,—1,—1)}.
2. A :Vect{(3,1,1);(1,—1,1)}.
3. A= Vect{(?),1,1);(1,71,1),(2,2,0)}.

EXERCICE 12:

1. Soient F = {(z,y,2) €ER3 |z+y+2z=0}et G={(a+b,a—b,a+3b) | a,be
R}.
a) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3.
b) Déterminer une base de FNG.

2.  Soient F = {(z,y,2,t) ER* |z +y+2+t=0} et

G = Vect((l,O, 1,1),(1,1,0,~1), (0,2, —1,0)).

a) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R
b) Déterminer une base de FNG.

EXERCICE 13: Cours

1z —2t =10
Trouver une famille génératrice de {(m, y,z,t) € C4 | {JC + 1z }

y+2z—-2t=0

EXERCICE 14: - C(Calculer —

Trouver « et 3 scalaires pour que (o, 3,4,1) appartienne au sev de R* engendré
par (2,1,3,1) et (—1,1,2,1).

EXERCICE 15: - Cours — Montrer que I’ensemble

a+c a—2b a—c
F .= a a—b—2c a+b a,b,ceR
a+c c a—2b

est un sous espace vectoriel de M3(R) en exhibant une famille génératice de F.

EXERCICE 16: - Cours — Calculer — Raisonner —
On pose a = (1,1,1), b = (0,2,1), v = (3,—1,1), v = (—1,1,0). Montrer que
Vect(a,b) = Vect(u,v).

EXERCICE 17: Cours
Montrer que x — cos(x + 7 ) appartient a I’espace vectoriel engendré par fi : x
sinz et fy:x — cosz.
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EXERCICE 18: - Cours — Chercher —
Soient fi, fo des éléments de F(] — 1,1[,R) définit par :
firx— 1, fa: 2 cos(z). On note & = Vect(f1, f2).
1.  Montrer que les deux applications g : = +— cos®(%) et go : @ — sin2(%)
engendrent &£.
2. la fonction x +— sin(z) appartient-elle a £ 7

Familles libres / liées

EXERCICE 19: - Cours —
Dire si dans les cas suivants les vecteurs a, l_;, € sont linéairement indépendants (et
forment une base de K?3) :
1. a=(2,1,-1), b=(1,1,-1) (K=R)
( . b=(1,1,1), ¢=(3,2,2) (K=R)
=(-1,2,1), b=(2,2,-1), &=(i,—1,1) (K—(C)
(
(

AN ol
Q 2
Il

(17171)7 = (370a2) ( )
= 172772 y :(1’171)7 ¢= (331a2)7 d ( -1 0) (K:C)
EXERCICE 20: — Cours —
Dans F(I,R) les applications suivantes sont-elles linéairement indépendantes ?
1. f:xzwcosz, g:xwrsinz, h:x—tanz (I =]-7;7[).

2. f,9,h,k:[0,21] — R telles que f(z) = cosz, g(x) = xcosz, h(x) =sinz et
k(z) = xsinz.
o

3. f:x—1, g¢g:xz> cos2z, h:xn—>sin§
4. f:axw—1, g:xwcos2x, h:zsin’z
5. f:ax—=e®® grx—eb® bz e abe 2 a2 distincts.
6. [z i, g:xem, h:mesurledomainede
définition |1, +oo[
EXERCICE 21: - Cours —

Déterminer si les polyndémes ci-dessous sont linéairement indépendants.

1. PX)=X?>-3X?+4+2X+1, Q(X)=X>-2X2+8X

2. PX)=X2-X+2, QX)=X%2+8X-1, R(X)=2X+3 ,9(X)=1
3. PX)=(X-1)(X-2), QX)=X3>-X+1, RX)=X+1.

4. PX) = X3-2X?2+4+3X+3, QX)=2X3+X2+X+2 RX)=
—5X? +5X +4

PX)=(X-D(X+3)(X%2+1),QX)=X*+X -1, R(X)=X —1.

o

EXERCICE 22: - Cours — Calculer — *

1.

Montrer que les applications suivantes, définies sur le domaine de définition
1, +o0l, sont liées :

+1

T
f :x — arctan g : T — arctan h: x — arctan

T
27 b
2z r—1

En déduire une base de 1’espace vectoriel Vect (f,g,h).
Que dire de la liberté si le domaine de définition est ]0,1[7 ¥

Bases et changement de bases

EXERCICE 23: Cours — Calculer
1. Montrer que B = {(2,1,1),(1,1,0),(2,0,1)} est une base de R?.
2. Déterminer les coordonnees du vecteur (—4, 1, —3) dans la base B.
EXERCICE 24: — Cours — Déterminer dans chacun des cas si les matrices de M3(R)
forment une base (notée B) de M3 (R) et si oui, déterminer les coordonnées de la
matrice M = jl ? dans la base B.
11 10 11
oa(y 1) e(o V) e(o )
3 2 3 -1 1 -6 1 =3
2. A(?) 1 B= 2 2 O< -4 0 b= -3 -1
3 2 3 -1 1 5 1 3
a5 )e ) e A o) (s A
EXERCICE 25: — Cours -

Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels, et en donner une
base lorsque c’est possible :

1. {(z,y,2) e R%z —y+22=0}
2. {(z,y,2) eER*z =y =—2z}.
3. {(z,y,2,t) eERY 24+y=0; y+2=0; z+t=0; t+z=0}
4.  Vect{(1,2,-3),(1,2,-3),(-1,5,6)}
5. Vect{(1,2,-1),(3,1,3),(2,-1,4)}
6. VeCt{(47173) (2 0 ) ( 7*578)7(1a1a 1)}
7. {PeRi[X]; P(v2) = 0}.
8. l’ensemble des fonctions affines.
EXERCICE 26: — Calculer —
Soit B la base canonique de R3 et B = ((1,-2,2), (1,2, —1),(3,1,1)).
1. Montrer que B’ est une base de R3.
2. Déterminer les coordonnées des vecteurs de la base canonique dans la base
B.
3. En déduire les coordonnées du vecteur (1,1,1) dans la base B’.
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EXERCICE 27: - Calculer -
Soit B une base d’un espace vectoriel E et B’ = (uy,us,us) définie par

U7 = 361 — 262
Ug =€1 — €2 — 263
uz = 2e1 + 2es +e3

Montrer que B’ est une base et déterminer la matrice de passage de B a B’ ainsi
que la matrice de passage de B’ a B.

EXERCICE 28: — Calculer -
Soient P(X) =2+ X — X2, Q(X)=2—- X + X2, R(X) =2+ 2X + X?2. Montrer
que B’ = (P,Q, R) est une base et déterminer les coordonnées de 1, X, X2 dans

B

EXERCICE 29: — Cours — Calculer —
On se place dans E = R3[X]
1. Montrer que les polynéomes 1, X |, X(X — 1), X(X — 1)(X — 2) forment une
base de E.
2. Quelles sont en fonction de a, b, ¢, d les coordonnées dans cette base d’un élé-
ment de E s’écrivant a X3 + bX? 4+ cX + d.

EXERCICE 30: — Culculer - *
Soient f, g, h définies sur R par
f(z) =z +cosx—e”, g(x)=2x+2cosz+e”, h(x)=2x—cosz+e”, Vx € R

1. Montrer que B = (id, cos, exp) est une base de F' = Vect(id, cos exp).
2.  Montrer que B’ = (f, g, h) est aussi une base de F.

3. Déterminer les coordonnées de cos dans la base B’.

Indications

Exercice 2
On pourra constater que la loi + est la loi habituelle. On pourra donc se demander
ce qu’il est véritablement nécessaire d’étudier.

Exercice 3
1. Laencore laloi + est la loi habituelle. Commencer par aller voir les propriétés
les plus simples.
2. Laloi « est la loi habituelle.

Exercice 8
7. Penser aux formules de trigonométrie.

Exercice 12
1. b) On peut expliciter F' et G soit tous 2 a 'aide d’une (ou plusieurs) équa-
tion(s) cartésienne(s), soit tous 2 a l’aide d’une expressio paramétrique.
2. b) On peut trouver une équation cartésienne pour G ou alors plus rapide
ici réutiliser la méme technique que dans la question 1 en introduisant
un systéme d’équations paramétriques.

Exercice 17
Penser aux formules de trigo.

Exercice 20
6. Les fonctions ne sont pas indépendantes.

Exercice 22
1. On pourra penser a utiliser des limites pertinentes ainsi qu’a travailler sur les
dérivées pour obtenir les éventuels coefficients. On pourra de plus s’intéresser
a la dérivée pour montrer I’égalité finale.
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