COMPLEMENTS SUR LE CALCUL MATRICIEL TD

Compléments sur le calcul matriciel — TDg

Matrices

Exercice 1:
Soit A € #,(R) telle que A x AT = 0. Montrer que A = 0.

—— Réponse

T T
On note A =(a;,j)1<i,jens A =i j1<i,j<n 6 A XA =(ci j)1<i j<n-

n n

Soit i € [1,n]. Par définition du produit matriciel, ona: ¢;; = kZ ajrxbpi Or,by;=a;;. Donc, c;; = Z a?’k.
=1 k=1

Or, par hypothese, c; ; =0 et, pour tout £ € [1,n], a; = 0.

Donc, pour tout % € [1,n], a; ;, = 0. Ceci est vrai pour tout i € [1,n]. Donc,
A=0

_T .
Remarque : soit A =(a; j)1<i j<n € #,(C). On note A = (b; j)1<i j<n OU, pour tout (i,;) € ﬂl,n]]z, bi,j =a; ;. On suppose
—T
que AxA =0.

—T —T
On note A x A =(c; j)i<i,j<n (on dit que A est la transconjuguée de A). Comme dans le cas réel, on a : pour tout
i€[1,n],

n n
O=cii=) aipXair=y, |ai,k|2'
k=1 k=1~

=0

Donc, pour tout % € [1,n], a; ;, = 0. Ceci est vrai pour tout i € [1,n]. Donc,
A=0

Remarque 2 : On peut répondre a la question a 'aide d’un produit scalaire.
On munit .4, (IK) du produit scalaire usuel : (A,B) = tr(AT B).

L'hypothése donnée devient alors (AT,AT) =0.

Par le caractere défini du produit scalaire, AT = 0, donc, A =0.

Exercice 2 :

0 1 -1
SoitA=|-1 2 -1].
1 -1 2

1. Montrer que A? est une combinaison linéaire de A et I5.
2. En déduire A~ et A” pour tout n € IN.

—— Réponse

1. On calcule A2 et on trouve A2=3A —215.
1 1
2. » De I'égalité précédente, on déduit que : (5.(A + 313)) x A =I5. Donc A est inversible et A™! = 5.(A +313).

» La polynoéme P = X2 - 3X +2 est annulateur de A. Soit n € IN, on effectuer la division euclidienne de X" par P.
On en déduit I'existence de (@,R) € K[X] x IK[X] tel que
X"PPxQ+R et deg(R)<deg(P)=2.

On en déduit que R est de la forme R =a, x X + b, ou (a,,b,) € R2.
On remarque que les racines de P sont 1 et 2. En évaluant (x)en 1 eten2on a:

1 = a,+b,
2n 2a,+b,
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TD COMPLEMENTS SUR LE CALCUL MATRICIEL

Apreés résolution, on trouve a, =2" -1 et b, =2-2".

On déduit alors de (*) que
A" =PA)xQA)+R(A)=(2"-1).A+(2-2").1,.

=0
Exercice 3 :
On considére la matrice
0 1 0 0
J=|: .1 ole ),
: 0 1
0O ... ... ... 0

et f 'endomorphisme canoniquement associé a /.

1. Déterminer la matrice de /2 dans la base canonique de K".

2. En déduire les puissances successives de /.

—— Réponse

1. On note (eq,...,e,) la base canonique de IK".
Par définition de /, on a :

fle1)=0, fle2)=eq, fle3)=egq, Jflen)=en_1.

Donc,

fie1)=0, f%ea)=fle1)=0, f2es)=flex)=e1, ... ,fien)=en-2.

Donc, la matrice de f 2 dans la base canonique de K" est :

o 0 1 o ... 0

J? = 1 0
1

: 0

0 0

ei_p sii—-k=1

2. En procédant comme dans la question précédente, [ kle;) = { 0 Gii k<0 -

Donc,

0O 0 0 1 0

0 0 0 1

J3 = 0 1 J"‘lzs .0 0 et Vk=n,J¥=0.

0

. 0 0

: 0 0 0
0 0

Exercice 4 :

1. Soit N € 4, (IK) une matrice nilpotente : c’est-a-dire une matrice telle qu’il existe p € IN tel que N? = 0.
Montrer que la matrice I,, — N est inversible.
Indication : penser a la formule donnant la somme des termes d'une progression géométrique.
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COMPLEMENTS SUR LE CALCUL MATRICIEL TD

2. Soit (A,B) € 4, (K) x 4,,(K) telle que A x B=B x A et B est nilpotente.
Montrer que A € GL,(KK) si, et seulement si, A + B € GL ,(IK).

—— Réponse

1. En développant et en utilisant que N? =0, on a :
(I,~N)x(I,+N+---+NP1)=1,-NP =1,.

On en déduit que I, — N est inversible et (I,L—N)_1 =In+N+---+Np_1.

2. (=) On suppose que A est inversible. Montrons que A + B est inversible.
Ona:A+B=A ><(I,1+A_1 x B).

De plus, on sait que A et B commutent, donc, A xB =B x A.

En multipliant par A~! & droite et & gauche dans I'égalité précédente, il vient B x A1=A"1xB.
Donc, A~ et B commutent.

On en déduit alors que, pour tout m € IN, (A~! x B)™ = (A~1)™ x B™.

Comme B est nilpotente, il existe p € IN tel que B? = 0.

Donc, (A1 x By’ =(A™1)? x BP = 0.

Ainsi, A™! x B est nilpotente.

Notons N =-A"1xB.Ona N? =(-1)’ (A"1 x B} = 0.

Donc, N est nilpotente.

Par Q1,1,+A 1 xB=1I,-N est inversible.

Donc, A +B = A x (I, + A~ x B) est inversible comme produit de matrice inversible.

(<) On suppose que A + B est inversible. Montrons que A est inversible.
Ona:A=A+B-B=(A+B)x(I,-(A+B) ! xB).

De plus, on sait que A et B commutent, donc, (A +B)xB=A xB +B>2=BxA+B?>=Bx(A+B).
On en déduit que A + B et B commutent. On en déduit comme précédemment que (A + B)~! et B commutent, puis,
comme B est nilpotente, que (A + B)"! x B est nilpotente.

Donc, par Q1, la matrice I, — (A +B)7! x B est inversible.
Ainsi, A=(A+B)x(I,—(A +B)~! x B) est inversible comme produit de matrices inversibles.

Exercice 5 :

Soient (A,B) € 4, (K) x 4, (IK).

Résoudre ’équation X +tr(X).A =B ou X € /4, (K).

Indication : commencer par calculer la trace de la matrice X +tr(X).A.

—— Réponse

On raisonne par Analyse-Synthese.
Soit X € 4, (K).
Analyse.
On suppose que X est solution. On a alors tr (X +tr(X).A) = tr(B).
Or, par linéarité de la trace, tr (X +tr(X).4) = tr(X) + tr(X) x tr(A) = tr(X) x (1 + tr(A)).
Donc,
tr(X) x (1 + tr(A)) =tr(B). (%)
» Cas1:tr(A)=-1ettr(B)#0.
On aboutit a une contradiction dans (x). Donc, dans ce cas,

I’ensemble des solutions est vide.

» Cas2:tr(A)=-1et tr(B)=0.
Dans (%), on a 0 =0. Cependant, on a X = B —tr(X).A, donc on peut dire que X =B+ 1.A ou 1€ K.
Synthese.
On suppose que X =B+ 1.A ou A € K. On alors tr(X) =tr(B)+ A.tr(A) = —-A.
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TD COMPLEMENTS SUR LE CALCUL MATRICIEL

Donc, X +tr(X).A=B+1.A-1.A=B.
Donc, X est bien solution.
Ainsi, dans ce cas, I'ensemble des solutions est :

{B+21.A|1€K}.
» Cas3:tr(A)+-1. B
T
Dans (%), on a tr(X) = #r()A)
Donc, X =B-tr(X).A=B- % .
Synthese.
On suppose que X =B — %.A. On alors
tr(X) =tr(B) - %f()m.tr(A) = %
Done, X +tr(X)A=B— S84, "B, _p

1+tr(A)’ 1+tr(A)’
Donc, X est bien solution.

Ainsi, dans ce cas, I’ensemble des solutions est :

tr(B)
{B - 1+tr(A)'A}'

Matrices semblables

Exercice 6 :
Soit A € #5(K) une matrice telle que A% =0 et A #0.

0 0O
1. Montrer que si A? 0, alors A est semblable & la matrice A'=|1 0 0.
010
0 00
2. Montrer que si A% =0, alors A est semblable a la matrice A”=[1 0 0
0 00
— Réponse N

Indications (il manque des justifications mais vous saurez compléter!)
1. Soit f endomorphisme de K3 canonique associé a A.
On sait que A2 #0, donc, 12 #0.
Il existe done, u € K2 tel que f2(u) #0.
Comme dans lexercice 11, on montre que la famille (u, f(v), f2(u)) est libre et composée de 3 = dim(IK?) vecteurs.
On en déduit que (u, f (), f2(u)) est une base de IK3. La matrice de f dans cette base de A’.
2. Soit f 'endomorphisme de IK? canonique associé a A.
On sait que A2 =0, done, £2 = 0. On en déduit que Im(f) < Ker(f).
D’ou, par le théoréme du rang, 3 = dim(Ker(f)) + rg(f) < 2dim(Ker(f)).
Donc, comme dim(Ker(f)) est un entier, dim(Ker(f)) = 2 ou dim(Ker(f)) = 3.
Si, dim(Ker(f)) = 3 = dim(KK?), alors Ker(f) = K? et f = 0. Contradiction avec A # 0.
Donc, dim(Ker(f)) = 2, puis, rg(f) = 1.
Soit v € rg(f) non nul. On note v = f(u).
On a v € Ker(f) et on compléte (v) en une base (v,w) de Ker(f).
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On montre ensuite que (z,v,w) est une base de K3. La matrice de f dans cette base de A”.

Exercice 7 :
Soit A € #,(IK) une matrice telle que A™ =0 et A" 1 #0.

0 1 0 0

Montrer que la matrice A est semblable & la matrice A’ = : 0
1

0 0

—— Réponse

Soit f 'endomorphisme de K" canoniquement associé a A (c’est-a-dire, A est la matrice de f dans la base canonique de
K™). Par hypothese, f = 0g@n) et " 0.4n)- On en déduit l'existence de u € K" tel que FP 7l (w) # 0.
Montrons que la famille & = (£ (w), f* 2(w),..., f(u),u) est libre. Soit (11,...,1,) € K" tel que

M@ + Ag W) + -+ Apu = O

On prend I'image par [ "~1 des deux cotés de I’égalité précédente (on utilise que f " L(Okn) = On car f est linéaire).
Comme " =0g@n), ona:
A " W) = Ocn.

Or, " !(u) # Okn. Done, A, =0. D'ot,
MY W) + Ao fP 2 W) + -+ A1 f(w) = O

En prenant I'image par /"2 des deux cotés de ’égalité, on montre de méme que A,_s = 0. Puis de proche en proche
An—g =---= A1 =0. Ainsi, la famille & est libre et est composée de n = dim(K") vecteurs. C’est donc une base de E. De

plus,
Matg(f)=A'.

Les matrices A et A’ représente le méme endomorphisme dans des bases différentes, donc

Les matrices A et A’ sont semblables.

Matrices définies par blocs
Exercice 8 :
Soient A,B,C et D des matrices de .#,(IR). On définit les matrices par blocs :

A B
C D

I, O

M:( 0 -I,

) € Mop(R) et J= ( ) € Mo (R)

On suppose que M x J x M = J. Montrer que A et D sont inversibles.

— Réponse

» On a

AT ¢T
MT = (BT DT) .
D’ou (apres calculs),
ATxA-C"xC A"xB-C"xD

T _
M XJXM_(BTXA—DTXC B"xB-D"xD)
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On obtient alors le systeme :

ATxA-C"xC = I, (1
ATxB-C"xD = 0 (2
B"xA-D'"xC 0 3
B"xB-D'"xD = I, ).

» Par I'absurde, supposons A non inversible. On en déduit I'existence de X € .4, 1(R) tel que X #0 et A x X =0.
On multiplie (1) 4 droite par X et & gauche par X '. On a alors

“X"xCTxCxX=X"xX

Onnote X=| : [etCxX =] : [. Comme on travaille dans R, on a:

Xn Yn

X"xX=x2++x220 et X xX=-X'xC'xCxX=-(CxX) xCxX=—(y2+-+y2)<0.

Done, X' x X = x% +eet x?l =0.Dou, x1 =--- =x, = 0. Ainsi X = 0. Contradiction (X # 0)! Donc
~ ~
=0 =0

A est inversible.
» De la méme manieére, en utilisant (4), on montre que

D est inversible.

Exercice 9 :
Soit (A, B) € 4, (IK) x 4, (IK).
1. Dans cette question, on suppose A inversible. Montrer que det(/,, — A x B) =det(I,, —B x A).

I, 0\ (I B
A I, \o I,-AxB)

3. En déduire que la relation obtenue a la question 1 est encore vraie lorsque A est quelconque.

2. Effectuer les produits matriciels par bloc suivant :

I,-BxA B\ (I, 0
0 I,)] \A 1,

—— Réponse

1. Ona:
det(I, A x B) = det(A x (A~ - B)) = det(A4) x det(A ™ - B).

Le produit dans K est commutatif, donc,

det(I,, — A x B) = det(A™! — B) x det(A) = det((A-1 ~B)x A) =det(I, - B x A).

2. Ona:
I,-BxA B y I, 0\ (I, B (I, O y I, B
0 I, A I,) \A I,) \A I, 0 I,-AxB)’

I,-BxA B I, 0))_ I,-BxA B I, O
det(( 0 In)X(A In))—det( 0 In)xdet(A In)'

On reconnait des déterminants triangulaires par blocs :

det((I”_BXA B) < (I" 0)) — det(I, - B x A).

0 I,)7\A I,
De méme,
I" 0 In B 3
det((A [n)x(o In—AxB))_det(I”_AxB)'
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Par la question précédente,

det(l,, —B x A) =det(I,, — A x B).

Sous-espaces stables

Exercice 10 :
Soient E un R-espace vectoriel de dimension 3 et f € Z(E) tel que f2#0 et f2=0.

1. Montrer qu’il existe x € E tel que (x, f(x), f2(x)) soit une base de E.
2. Montrer que la seule droite de E stable par f est Rf 2(x).
3. Montrer que le seul plan de E stable par f est Rf(x) + Rf2(x).

Rappel : pour u # 0g, on note Ru = Vect(u).

— Réponse

1. Comme f2 #0, il existe x € E tel que f2(x) # 0.

Montrons que (x, f(x), f 2(x)) soit une famille libre de E.

Soit 19, 11,2 des réels tels que 1g.x + A1.f(x) + /12.f2(x) =0 (%).

On prend I'image par f2 des deux membre de (%) : par linéarité de f, on a )Lo.fz(x) + Al.f3(x) + Ag.f4(x) =0.
Or, f3 =0, donc, f4 =0 et il reste )Lo.fQ(x) =0.

Comme f2(x) #0,0ona Ag=0.

Légalité (x) devient alors A;.f(x)+ /12.f2(x) =0 (x).

On prend I'image par f des deux membre de (%), comme précédemment, il reste 11.f 2(x)=0, et donc, A; =0.
Donc (%) devient /12.f2(x) =0, ce qui donne 13 =0.

Ainsi, (x,f(x), f 2(x)) soit une famille libre de E.

Cette famille est composée de 3 = dim(F) vecteurs de E, donc,
(x, f(x), F?(x)) est une base de E.

2. » Montrons que Rf 2(x) est une droite stable par f.
Par définition, 1a famille (£2(x)) engendre Rf2(x) et, de plus, f2(x) # 0, donc la famille (£Z(x)) est libre .
Donc, (f%(x)) est une base de Rf%(x) et

Rf 2(x) est une droite vectorielle.

Soit y € Rf%(x). On a alors y = A.f%(x) ou A € R.
Donc, f(y)=A.f3(x) =0 € Rf2(x) (en effet Rf%(x) est un sous-espace vectoriel de E).
Donc,

Rf2(x) est stable par f.

» Soit D une droite de E stable par f. On considere une base (u) de D.

On a alors D = Vect(u) et u #0.

Par Q1, u = a.x + f.f(x) +7.f2(x), et par linéarité de f, f(u) = a.f () + B.f2(x) +y.f3(x) = a.f (x) + B.f2(x).
Or, D est stable par f et u € D, donc, f(u) € D et il existe p tel que f(u) = p.u.

On en déduit que :
a.f(x)+B.f2x) = pa.x + pp.f ) + py.f2(x).
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Comme (x, f(x), f 2(x)) est une base de E, on peut identifier les coefficients devant les vecteurs de base,

pa = 0
{ pup = «a

py = P
Par I'absurde, si p # 0, la premiére équation donne a = 0, puis la seconde donne =0 et la derniére donne y = 0. Donc,
u=a.x+p.f(x)+y.f2(x) = 0. Contradiction (car u # 0).
Donc, u=0. Les équations 2 et 3 donnent alors a = f=0.
Donc, u = y.f%(x) € Rf%(x).
Donc, D « Rf%(x).
Or,D et Rf 2(x) sont des droites vectorielles, et donc, ont la méme dimension.
Ainsi, D = Rf?(x) et

la seule droite de E stable par f est Rf2(x).

. » Montrons que Rf(x)+ Rf2(x) est un plan stable par f.

Par définition, la famille (£(x), f(x)) engendre Rf(x) + Rf2(x).

De plus, la famille (f ), f 2(x)) est libre car sous-famille d’'une base de E.
Donc, (f(x),f%(x)) est une base de Rf(x) + Rf2(x).

Ainsi,

Rf(x)+Rf 2(x) est un plan vectoriel.

» Soit y € Rf(x)+ Rf%(x). On a alors y = A.f(x) + p.f 2(x) ot (A, mu) € R,
Donc, £(y) = A.f2(x) + u.f3(x) = 1.f2(x) € Rf (x) + RF2(x).
Donc,

Rf(x)+Rf2(x) est stable par f.

» Soit P un plan de E stable par f. On considére une base (u,v) de P.
On a alors P = Vect(u,v) et (u,v) est une famille libre.
Par Q1,
u=ax+pfE)+y.f2x) et v=ax+b.f(x)+c.fix).

D’ou, par linéarité de f,
Fw) =a.f@+p.2@+7. @) =a.f)+p.f2(x) et F)=a.fx)+b.f2(x).

Or, P est stable par f et (u,v) € P2, donc, (f(u),f(v)) € P? et il existe (1, ) tel que f(u) = Ad.u + p.v.
On en déduit que :
a.f(x)+B.f2(x) = pa.x + pP.f(x) + py.f2(x).

Comme (x, £(x), £2(x)) est une base de E, on peut identifier les coefficients devant les vecteurs de base,

pa = 0
{ up = a

py = p
Par I'absurde, si p # 0, la premiére équation donne a = 0, puis la seconde donne =0 et la derniére donne y = 0. Donc,
u=a.x+p.f(x)+ y.fz(x) =0. Contradiction (car u # 0).
Donc, 1 =0. Les équations 2 et 3 donnent alors =y =0.
Donc, u = 7.f2(x) € Rf2(x).
Donc, D c Rf%(x).
Or, D et Rf 2(x) sont des droites vectorielles, et donc, ont la méme dimension.
Ainsi, D = Rf2(x) et

la seule droite de E stable par f est Rf 2(x).

Montrer que le seul plan de E stable par f est Rf (x)+ Rf 2(x).
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Exercice 11 :

Soient E un R-espace vectoriel non réduit a {0g} et f € £(E) vérifiant f 2= -Idg
1. Montrer que si F est une droite vectorielle de E, alors F' n’est pas stable par f.
2. Soit x € E non nul. Montrer que Vect(x, f(x)) est un plan stable par f.

—— Réponse

1. Soit F' une droite vectorielle de E. On note (x) une base de F (on a donc F = Vect(x)).
Supposons par I'absurde que F est stable par f. Alors f(x) € F. Donc, il existe A € R tel que f(x) = A.x. D’ow, f2(x) = 12.x.

Or, par hypotheése sur f, on a F2(x) = —x. Dot A2.x = —x. De plus, x # 0 car la famille (x) est une base de F. Donc,
A? = —1. Absurde car 1€ R.

Ainsi F n’est stable par f.
2. » Soit y € Vect(x,f(x)). Il existe alors (a, ) € R? tel que y = a.x + B.f(x). D’ou, par linéarité de f et par la relation
f2 =-Idg,ona:
fy)=a.f(x)-p.xeF.

Donc,
F est un sous-espace vectoriel stable par f.

Remarque (d’aprés Mélissa 2019) :
par linéarité de £, on peut aussi écrire f(F) = Vect(f (x), f2(x)) = Vect(f (x),—x) = F (car f o f = -Idg). Donc f(F)cF.

» Montrons que (x, f(x)) est une base de F = Vect(x, f(x)).

La famille (x, f(x)) engendre clairement F. Donc, dim(F) < 2.

De plus, x # 0, donc, dim(F') = 1.

Donc, dim(F) =1 ou 2.

Si dim(F') = 1, alors F est une droite vectorielle stable par f. Contradiction avec Q1.
Donc, dim(F) =2 et

F est un plan vectoriel.

Remarque : on pouvait aussi démontrer la liberté de la famille (x,f(x)) directement. Soit (u1,u2) € R? tel que :
t1.x+ po.f(x) =0g.

Si ug # 0, alors f(x) = —&.x.
H2

On en déduit que F = Vect(x, f(x)) = Vect(x) est une droite vectorielle (car x # 0) stable par f. Contradiction avec la
question 1. Donc pg =0.

D’ott, p1.x = 0g. Or x # 0. Donc g = 0. D’ot, la famille (x, £(x)) est libre.
Ainsi, (x, f(x)) est une base de F. Donc dim(F) = 2. Donc,

Vect(x, f(x)) est un plan vectoriel.

Trace d’'une matrice, d'un endomorphisme

Exercice 12 :
Soit A € 4, (KK) avec rg(A) =tr(A) = 1.
Montrer que A est la matrice d'un projecteur.

—— Réponse

Indication : introduire f 'endomorphisme de K" canoniquement associé a A. Quelle est la dimension de Ker(f)?
Considérer une base de Ker(f) et construire une base de K" dans laquelle la matrice de f est composée de n — 1 colonnes
nulles.

Résolution
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Soit f 'endomorphisme de K" canoniquement associé a A.
» Par le théoréme du rang, Ker(f) est de dimension n — 1. On considére (e1,...,e,-1) une base du noyau de Ker(f).
On compleéte cette famille libre en une base %' = (e1,...,en_1,e,) de E.

» On a f(e;) =+ = f(ey—1) = (0,...,0) et on peut décomposer f(e,) dans la base 9B’ : f(e,) = ui.e1 +-++ ly.e, avec
(1,5 o) € K™
D’ou, la matrice de f dans la base %’ est :
0 0
A= :
0 ... 0 pup

Les matrices A et A’ sont semblables (car elles représentent 'endomorphisme f dans deux bases différentes). Donc, elles
sont la méme trace. D’ol1, 1 =tr(A) =tr(A’) = u,. Donc,

0O ... 0 M1
A,: . . .

. Hn+1

0 ... 0 1

On vérifie alors que A’ x A’ = A’. Donc fof = f. Ainsi,

A est la matrice d'un projecteur.
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Exercice 13 :
Soit H une matrice carrée complexe de rang 1.

1. Montrer qu’il existe une matrice colonne A et une matrice ligne B telles que H = AB.
2. Montrer que H 2= tr(H)H.

—— Réponse

1. On note Cy,...,C, les colonnes de H. On sait que Im(H) = Vect(C1,...,C,).
De plus, on sait que H est de rang 1, donc, il existe une colonne A (non nulle) telle que Im(H) = Vect(A).
Donc, pour tout i € [1,n], il existe C; telle que C; = 1;.A.
Onnote B=(A1 --- A,) une matrice ligne.
On a alors

2. Ona:H?=(AB)AB)=A(BA)B.
Or, BA est un scalaire (en réalité c’est une matrice composée d’un seul coefficient et on identifie cette matrice a son
unique coefficient).
Donc, H? = (BA)AB = BAH.
Or, tr(H) = tr(AB) = tr(BA).
Donc,

H? = tr(H)H.

3. Pour les 5/2 pour linstant. On peut déterminer le polynéme caractéristique de H.
Par le théoréme du rang, dim(Ker(H))=n-rg(H)=n-1.
Or, la dimension d’'un sous-espace propre est inférieure ou égale a la multiplicité de cette valeur propre.
Donc, 0 est racine de yg de multiplicité au moins n — 1.
De plus, yg est de multiplicité 1 et unitaire.
Donc, yg = X" 'x(X-1)=X"-AX""1.
Or, on sait que yz = X" —tr(H). X" +--- + (-1)" det(H).
Donc, en identifiant les coefficients, A = tr(H) et

xo =X""1 % (X —tr(H)).
4. Pour les 5/2 pour linstant : La matrice H + I, est inversible si, et seulement si, —1 n’est pas valeur propre de H.
Déterminons l'inverse de H + I ,,.
D’apres la question précédente,

la matrice H + I,, est inversible si, et seulement si, tr(H) # —1.

Soit Y une colonne. Résolvons ’équation (H + I,,)X =Y d’inconnue la colonne X.
On multiplie par H, puis on simplifie avec Q2 :

H+I)X=Y = HH+I)X=HY = (H?’+H)X=HY = (tr(H)+1)HX=HY.

1
Comme tr(H)#-1,ona: HX = mHY
On ajoute X de part et d’autre de ’égalité et on utilise que (H+1,)X =Y :
1 1
H+I)X=——HY+X = Y=——HY+X = X=Y-———HY > X=|\I,-———H
tr(H)+1 tr(H)+1 tr(H)+1 tr(H)+1
Donc,
H+I) =I-— H
T w(H)+1
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Exercice 14 :

Soit ¢ une forme linéaire sur ./, (KK) telle que, pour tout (A,B) e M (K)2, (A xB)=@(B x A).
Montrer qu’il existe 1 € K tel que ¢ = A.tr.

—— Réponse

» Remarque (résultats a savoir retrouver) : soit (i, j) € ﬂl,n]]2.
e La j-éme colonne de A x E; ; est la i-éme colonne de A (les autres colonnes de A x E; ; sont nulles).
o Lai-éme ligne de E; ; x A est la j-éme ligne de A (les autres lignes de E; ; x A sont nulles).

On en déduit que
E,; sij=k

VG, j kD €lLnI%E;jxEpy =64.Eig = { 0 sij#k

n n
» On décompose A =(a; j)1<i,j<n dans la base canonique de .#,(IK). Ona: A= Z Z a;j.E;;.
i=1j=1
n n ' /
D'oll, par linéarité de g, ona: p(A)=Y Y a;;.¢(E; ;). Il reste & déterminer p(E; ;).

i=1j=1
» Soit (i, /) € [1,n]%. D’apres la remarque, on a : @(E; j)=@E; ;xEj; ;). Dou, par I'hypothése sur I'application linéaire ¢,

ona:
)= y ) eE ) sii=g [ B sii=g
PEi)=9Ej, XE”])_{ ¢(0) sii#j | 0 sii#j.

n
Donc,ona: ¢(A)=) a;;xpE;;).
i=1
» Soitie[1,n].Ona:E;; =E;1xE;. Donc, par hypothese sur ¢, on a :

OE;;)=pE;1xE1;)=¢pE1;xE;1)=@E11).

Donc,

p(A)= (Z ai,i) x@(E1,1)=@(E171) x tr(A).
i=1
Ainsi,

A =@(E1,1) convient.

Exercice 15 :

1. Donner la dimension de Ker(tr) et justifier que .4, (IK) = Ker(tr) ® Vect({,,).

2. Montrer que f: 4,(K) — ,(K) est un endomorphisme de ./, (IK) et déterminer sa matrice dans
M — M+tr(M).I,
une adaptée a la somme directe de la question précédente.

—— Réponse
1. La trace est une application linéaire non nulle, donc rg(tr) = 1, puis, par le théoréme du rang
dim (Ker(tr)) = dim (.4, (K)) - rg(tr) = n% - 1.
La matrice I,, n’appartient au noyau de la trace et Ker(tr) est un hyperplan de .4, (IK), donc,
Ay, (IK) = Ker(tr) @ Vect(,,).

2. Soit A e K et (M,N) € 4, (K) x 4, (IK). Par linéarité de la trace :
fAM+N)=A.M+N +tr(AM+N).I, :A.(M+tr(M).In) +N +tr(N).I, = A.f(M)+ f(N).

De plus, f(M) € 4, (IK). Donc,
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f est un endomorphisme.

Comme I, # 0, la famille (I,,) est une base de Vect(I,,). Soit 981 une base de Ker(tr).

La base % = (%1,1,) une base adaptée de .4, (IK) adaptée a .4, (K) = Ker(tr) ® Vect(,).
Pour toute matrice M de %1, on a f(M)=M. De plus, f(I,)=1,+n.I,=(n+1).I,.
Donc,

1 0 0
la matrice de f dans la base 2 est '
: 1 0
0 0 n+l1
Exercice 16 :
Calculer le déterminant et la trace des endomorphismes :
f: (C) — Mp(C) et g: M(C) —  MH(C)
M -~ M M — tr(M).I,

—— Réponse

» On considere une base 98 = (%1, %3) une base adaptée a .4, (K) = .%,(K) & <, (K).
Pour toute matrice de %81, on a f(M) = M. Pour toute matrice de %y, on a f(M)=-M.

1 0 - 0
0
Donc, la matrice de f dans la base 28 est A = 1
-1
: ~ 0
0 0 -1

Le nombre de 1 sur la diagonale est égal au nombre de vecteurs dans 987, autrement dit, égal a dim (yn(]K))

Le nombre de —1 sur la diagonale est égal au nombre de vecteurs dans %y, autrement dit, égal a dim (<7, (K))

Donc,

nx(n-1)

det(f) =det(A)=(-1)" 2

et tr(f) = tr(4) = 22D _nxnzD)

_nx(n+1)
_n><(n—1)
a 2

2

2

» On consideére une base 9% = (%1,1,) une base adaptée a .4, (IK) = Ker(tr) ® Vect(I,,) (voir exercice précédent).
Pour toute matrice de %81, on a g(M)=0.0On a g(I,) =n.I,.

0 0 0
Donc, la matrice de g dans la base 98 est B = : .
: 0 0
0 0 1
Donc,
det(g) =det(B) =0 et tr(g) =tr(B) = 1.
Déterminant

Exercice 17 :
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Montrer qu'une matrice antisymétrique d’ordre impair n’est pas inversible.

— Réponse

Soit A € oo, +1(K).

Ona:A' =-A.

Or, det(A ") = det(A) et det(—A) = (-1)2"*! x det(A) = — det(A).
Donc, det(A) = —det(A), puis det(A) =0.

Donc,

A n’est pas inversible.

Exercice 18 :

Soit (a1,...,a,) € K". Calculer le déterminant de la matrice A = (@maxq, Mi<i,j<n- En déduire le déterminant des
matrices (max(i, j))1<i, j<n et (min(i, )1<; j<n-

—— Réponse

1. Ona:
aiy a2 as ... Qp
as ao as N
det(A): asg a3 as ... Qp
a, Qa, ap ... Qp
On applique successivement les opérations : C;{ — C; - Cg,Cyg —Co—-Cs,...,Cp_1 —Cp_1—C,. On a alors,
ai1—ag a2—ag as—a4 ... QAp-1—0ap ap
0 as—as as—Qa4 ... Qp-1—Qap Qp
0 0 as—a4 ... QAp-1—Qp Qp
det(A) =
0 : : .. Qp-1—0Qn Qap
0 0 an

On repeére le déterminant d’une matrice triangulaire. Donc,

n—1
det(A)=a, x H (ap —ap+1)-
k=1
On note B = (max(i, /))1<;,j<n €t C = (min(i, j)1<; j<n. En prenant a1 =1, ..., a, = n, on a B = (amax(,j)) et, d’apreés
ce qui précede :
n—1
detB)=nx [] (k- (k+1)=(-D""xn.
k=1

Pour calculer det(C), on applique successivement les opérations L, — L, —Lp-1, L1 — Ly—1—Lp_2, ..
Li{<—Li—Lgy. On a alors,

1 1 1 ... 11

o 1 1 .. 11

o 0 1 .. 11
det(®)=|: . = - = =L

0 : : ... 11

o ... ... ... 01

2. On note D la matrice dont on cherche le déterminant. On applique successivement les opérations L,, —L,, —L,_1,
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Ly, 1Ly, 1-Lyo,..

.,Li<—Li—Ls.On a alors,

1 1 1 1 1
0o 2 2 2 2
0O 0 3 3 3
det(D) = |- =nl.
0 n-1 n-1
0 0 n
Exercice 19 :
S1 S1 S1 S1
S1 Sg So So
k
Soit n € IN*. Pour tout % € [1,n], on pose s = Z J. Calculer le déterminant de S1 Sz Ss S3
J=1 : : : :
S1 Sg Sj3 Sn
—— Réponse
1. Ona:
aiy a2 as an
as ao as an
det(A): as as as an
anp Qn Qap an

ce qui précede :

ai1—ag a2—as
0 ag—as
0 0
det(A) =
0
0

a3 —a4
asz—ay4
az—aq

On repeére le déterminant d’une matrice triangulaire. Donc,

On applique successivement les opérations : C; — C; —Cg, Cg — Co—Cs, ..

Qp-1—0n
Qp-1—0Cn
Qn-1—0Cn

Gp-1—0n

n-1
det(A)=a, x H(ak —api1)-

n—-1

k=

1

On note B = (max(i, j))1<i,j<n €t C = (min(i, j))1<;, j<n- En prenant a1 =1, ..

det(B)=nx [ (k=(k+D)=(-1)""" xn.
k=1

1
0
0
det(C) = |-

0
0

1
1
0

1
1
1

1
1
1

1
0

1
1
1

1
1

an
an
Qn

an
an

Pour calculer det(C), on applique successivement les opérations L, — L, —L,-1, L,-1 — L,-1—Lp_o, ...
Li{<—Li—Lgy. On a alors,

., Cho1<—=Cp_1—C,.On a alors,

., @p =7, 0n aB =(amax(,j) et, dapres

2. On note D la matrice dont on cherche le déterminant. On applique successivement les opérations L,, —L,, —L,_1,

G. BOUTARD
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TD
L, 1—L,1-Ly_9,...,L1—Lj—Ls.On a alors,
1 1 1 1 1
o 2 2 2 2
o 0 3 ... 3 3
0 ... n-1 n-1
0 0 n

Exercice 20 :
Soit (A,B) € 4, (IK)?. Montrer que

A B
det (B A) = det(A + B) x det(A — B).

— Réponse

On applique les opérations C; — C; —Cp 41, Cg — Co—Cpyo, ..., C, — C, —Ca,.

Il vient : A+B B
det (A ' A)
On applique les opérations L1 — Lp+1 — L1, Lpyo — Lo —Lo, ..., Lo, < Lo, — Ly,
Il vient : ALB B
det( 0 A —B)'

On reconnait le déterminant d’'une matrice triangulaire par blocs. Donc,

det (A B) =det(A + B) x det(A — B).

B A

Exercice 21 :

Soient n =2 et A € 4,(IK) tels que :
VM € M,(K), det(A + M) = det(M).

Montrer que A = 0.

—— Réponse

Par I'absurde, supposons A non nulle. Il existe alors C # 0 une colonne de A. Disons la i-eme colonne.
On définit une matrice M de la maniere suivante :
e La i-eme colonne de M est la colonne —C.
e Les n—1 autres colonnes de M sont choisies de telle sorte que M soit inversible (possible en complétant la famille
libre (-=C) de ., 1(KK) en une base de .4, 1(K)).
On a alors det(M) # 0. De plus, par construction, la i-eme colonne de A + M est nulle. Donc, det(A + M) = 0. Or
det(A + M) = det(M). Contradiction. Ainsi,

Exercice 22 :
Soient A et B deux matrices de .4,(R). On suppose que rg(B) = 1.

1. Montrer qu’il existe une matrice colonne C € .4, 1(IR) et une matrice ligne L € .#1 ,(R) telles que B=C x L.

2. Montrer que
det(A + B) x det(A — B) < det(A?).
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— Réponse

colonnes de B sont proportionnels et il existe un colonne C de B non nulle.
D’ou, pour tout i € [1,n], il existe A; € R tel que la i-éme colonne de B est A;.C.
Onnote L=(A; ... A,).On vérifie alors que C x L =B.

2. On note Cy,...,C, les colonnes de A. Par la question précédente, on a
det(A + B) =det(C1 + 11.C|C2 + 12.C]...|Cy, + 1,,.C).
En appliquant la linéarité par rapport a la premieére colonne du déterminant, on a

det(A +B) =det(C1/C2 + 12.C|...|C + 1,,.C) + A1 x det(C|Ca + A2.C]|...|Cp, + 1,.C)

det(A + B) =det(C1|Cg + A9.C|...|C,, + A,,.C) + A1 x det(C|C3]...|Cp).

En recommencant ces opérations avec la deuxiéme colonne, puis la troisieme, jusqu’a la derniere, obtient :

n
det(A + B) =det(C1|Ca...ICp)+ Y, det(Cql...IC]...|ICy)
k= =~

La colonne C est la k-iéme colonne

De la méme maniére, on a :

n

det(A —B) = det(C1 — 21.CIC2 ~ 22.C]...|Cp — A,.C) = det(C1|C2l...IC,) = Y. det(Cy]...IC]...|Cy)
k=1

~
La colonne C est la k-iéme colonne

On en déduit que

2
det(A+B)><det(A—B)z(det(C'1|C2|...ICn))Z—(Z get(Cll...ICI...ICn) )
k=

1 D'
La colonne C est la k-iéme colonne

n

2
Or, les matrices sont a coefficients réels, donc (Z det(Cq]...1C]...ICy) ) =0. Dou,

=1 v
La colonne C est la k-iéme colonne

det(A + B) x det(A — B) < det(A4)?.

Or, det(A)? = det(A?). Donc,

det(A + B) x det(A — B) < det(A4?).

1. La matrice B est de rang 1, donc la famille des colonnes de B forment une famille de rang 1. On en déduit que les

De plus, en appliquant des transvections de la deuxiéme a la derniére colonne dans le deuxiéme déterminant, on a :

Exercice 23 :

On considere 'endomorphisme :

u: R,[X1 — R,IX]
P — (/1.Xn+u).P(1)+X><P/(X).

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que u soit un automorphisme de R, [X].

Indication : on pourra commencer par le cas n = 2.
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—— Réponse

La matrice de u dans la base canonique dans la base canonique de R,[X] est
U U
0 1 o ... 0
A= 2
0O ... ... 0 n-1 0
Ao A A+n
Pour calculer det(A), on effectue les opérations élémentaires Co — Cy—Cy,C3 —C3-Cyq,...,C, —C, —C1. On a alors,
v 0 ... ... ... 0
o 1 o .. .. O
: 2
det(A) =
0O ... ... 0 n-1 0
A0 ... L 0 n
C’est le déterminant d’'une matrice triangulaire, donc, det(A) = y x n!. Comme n! # 0. On en déduit que
ueGL(E) <= det(A)z0 <= pu=0.

Exercice 24 :

Soient n € IN*, (a,b) e K2 et (a,...,a,) € K"
On considere les matrices de ., (IK)

a1 a a
1 -~ 1
A=l @ et U=|: :
: Lo eoa 1 - 1

b - b a,

1. On suppose que a # b. Pour tout x € I, on note D(x) = det(A + x.U).
(a) Montrer que D est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 1.
(b) Calculer D(—a) et D(-b).
(¢) En déduire det(A).

2. On suppose que a =b et a1 =--- = ;. Calculer det(A).

—— Réponse

1. (a) SoitxeR.Ona:

a1+x a+x a+x
b+x ag+x
D(x) = 2
: . a+x
b+x b+x a,+x

On applique les opérations Cg — C9—-C1, ..., C,, — C,, —C1. Il vient :

ar+x a-—ay eooa—aq
b+x as-b a-b --- a-b
Dx)=| : 0
: a-b
b+x 0 0 a,-b

Remarque : il n’y a plus de x dans les colonnes 2 a n.
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(b)

(0

2. D’apres le résultat admis : f(b) PR f(a) =det(A,).
—a

De plus, pour tout b # a, on a montré que f(b) =

n n
Pour tout b € R, on note g(b) =5 H(ak —-a)-a H(ak -b).0Onaf(b)=

De plus, g est polynomiale donc, g est dérivable en a et f(b) =
D’ou,

n n n
De plus, pour tout b € R, g'(6)= [[(ar —a@)+a ) [[(a; - b).

Donc, f(a)= ﬁ(ak -a)+a i [[(ai-a).
k=1

En développant par rapport a la premiére colonne, il vient
n
D(x)=(a1 +2)A11+ Y (b +2)A; 1.
=2

ou A; 1 est un complexe.
Donc, D est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 1.

a1—a 0 0
b-a as—a n . . . , .
On a D(—a) = = l_[ (ap, —a) en reconnaissant le déterminant d'une matrice
0 k=1
b-a b-a a,-a

triangulaire. De méme, D(-b) = ﬁ (ap —b).
k=1

On sait que D est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 1, donc il existe 1g et 11 des complexes
tels que, pour tout x € C, D(x) = g + A1x.
De plus, D(0) = det(Ap). 11 suffit donc de déterminer Ag.
Or, D(—a)=A¢p—Aia et D(-b) = A9 — A1b.
bD(-a)-aD(-b)

b-a ’

Donc, 1g =
Ainsi,

b[](ar-a)-a ] (az-b)
k=1 k=1

det(Ap) = b_a

b H(ak —-a)-a H(ak -b)
k=1 k=1

b-a
8(b) - g(a)
k=1 k=1 b-

g(b)-gla) @
b-a b—a g )

par unicité de la limite, f(a) = g'(a).

k=1 k=1i=1
i+k

k=1i=1
ik

Exercice 25

: Autour du déterminant de Vandermonde

1. Soit (a1,...,a,) € K",

1 aq a% a’ll‘1
2 n—1
. ) 1 ag aj ... ag
A quelle condition nécessaire et suffisance sur aq,...,a,,la matrice | .| . . . est-elle inversible ?
1 a, a? a1

2. Calculer le déterminant de la matrice A = (i/ N<i,j<n-

3. Soit (ag,...,an) € K" des scalaires deux a deux distincts.
Montrer que la famille : (X —a¢)",(X —a1)",...,(X —a,)") est une base de KK, [X].

1 a1 a2 ... a2 "
1 1 1
) ) 1 ag a% a’2‘_2 as
4. Soit (a1,...,a,) € K". Calculer le déterminant :
2 n-2 n
1 ap, a3, ... aj Un(ny

5. Soient a1,...,a,,b1,...,b, des scalaires. Calculer le déterminant de la matrice : A = ((ai + bj)”fl)

1<i,js<n’

G. BOUTARD

19 Lycée GAY-LUSSAC



TD COMPLEMENTS SUR LE CALCUL MATRICIEL

—— Réponse

1. Les scalaire a1,...,a, sont distincts deux a deux.

2. Par linéarité du déterminant par rapport a chacune des lignes, on a :

1 1 1 .. 1 1
2 22 28 .. af? 2"
det(A)=]. . . =n!xV,(1,2,...,n).
L =
n n® n aly L PN
Or,
n j-1 n n-1
Vo1,2,..,n)= [I G-d=[1[1G-d=T1G-Dt=]
1<i<j<n j=2i=1 j=2 j=1
Donc,
n
det(4) =[] 1.
j=1

3. On note (X, X" 1,...,X,1) la base canonique de K, [X].
La famille # = (X —ao)",(X —a1)",...,(X —a,)") est une base de IK,[X] si, et seulement si, detg(F) # 0. Or, pour

n
tout j€[0,n], X —aj)" =)
k=0

)(_aj)ank. Doy,

g

(z
)

" x(—a1)

d

X (_an)

n
1 x (—ap) 1 1

(”) x (—ag)" (”) x (—a1)" (”) x (—ap)"
n 1 n
(n+1)

Par linéarité du déterminant par rapport a ses colonnes, on a :

dety(F) =

1 1 1
no(n —ao —ai e —Qn
detip(F) = (H ( )) T ,
k=0 k . : .
(—ag)" (-a1)” (=an)l(he1)
On reconnait le déterminant de Vandermonde des scalaires —ay,...,—a,. Ces scalaires sont deux a deux distincts,
donc detg(F) # 0 (les coefficients binomiaux sont non nuls). Ainsi,
Z est une base de K, [X].
4. On note D, le déterminant a calculer.
1 a; a2 a'll_2 a’ll_l a’l
1 az aj ag_z ag_l ay
Pour tout x € K, on a : Vy,(ay,a9,...,a,,%) = |: .
1 a, aZL a,’i_z a;‘fi ay
n— n— n
1 x x* ... x x A P

En développant V,,(a1,as,...,a,,x) par rapport a la derniére ligne, on remarque que x — V,(a1,a9,...,a,,x) est
une fonction polynomiale de degré au plus n. De plus, le coefficient de x™ ! est (-1)"**" xD,, = —D,,.
De plus, on sait que, pour tout x € K,

Vala1,az,....,an,0)= [[ (aj—a)x [[(x-ap).

1<i<j<n k=1

n n n
En développant [J(x—az),ona: [[(x—ap)=x"—(@1++a,) xx" L+ + [ (—ap).
k=1 k=1 k=1
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-1 -1 -1
n n ay n a'l“l
0 1 n-1 1 nl
n-1 n-1 n-1 n-1 L a}z—l
ag ay n=1(, 1) |1 a2 ... ay n-1(,_1
det(B) = 0 1 n-1 = x|, . . = X 1_[ (aj—ai).
. . : k=0 k : : . k=0 k 1<i<jsn
: 1 a a" !
n-1 (n-1 -1\ ., " Polm
0 1o ~1)%n
(n)
On a ) L )
n— n— n—
b} \ by Lo by \
n— n— n—
b} by .. by
det(C)=| : : :
by by ... by,
1 1 L P
On cherche a échanger les lignes pour faire apparaitre un déterminant de Vandermonde.
0o --- 0 1
N |
Pour cela, on pose P, = € M, (IK) et on remarque que :
0o .- .o
1 0 - 0
1 1 1
b1 b by
C=Pp,x| :
-2 -2 -2
b} . by Lo b .
n— n— n—
b} by ... by

D’ou,

. il y avait une erreur dans Uénoncé, il fallait lire a; +b;.

Donc,

n
-1
Valas,ag,...,an,0)= ] (@j-a)xx"— [[ (aj-a)x(@i++a)xx""+--+ [[ (a;-a)x [[(=ap).
1<i<j<n 1<i<js<n 1<i<js<n k=1

On a développé de deux manieres la fonction polynomiale x — V,(a1,a9,...,a,,x). Donc, on identifiant les coeffi-

cients de x" !, on a:

-Dp,=—(a1+---+a,)x H (aj—a;).
1<i<js<n

Ainsi,

D, = (Z ak) X H (aj—a;).
k=1

1<i<j<n

n-1
n-1
Par la formule du binéme, pour tout (i,j) € [1,n]", on a : (a; + bj)”_1 =) ( L a}f x b}‘_l_k. Cette somme fait
k=0

penser a la formule du produit matriciel, on le fait apparaitre avec un changement d’indice (/ =2+ 1) :

n (n-1
(ai+bj)n_1=Z " aé‘lxb'-t—l.
=AU <

n-1 :
A S — (8. . S g . pni . )
On pose B = (al,])lsi,jsn, ou a;; = (j 1)“1‘ ,et C = (ﬁw)lsi’jsn, ot Bi,;j = b7". Avec ces notations, on a :

det(A) = det(B) x det(C). Or,

det(C) =det(P,)x [] (bj—b)).

1<i<js<n
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Donc,

Ainsi,

On note D, = det(P,). En développant par rapport a la premiere ligne, on a D,, = (-1*"! x D,_1. Donc (récurrence),

D, =1""1x (=) Zx- x (=12 x(-1)!Dy = (-1)" 2

nx(n—-1) n-1 -1
Remarque : avec ’énoncé original, on trouve det(A)=(-1) 2 x (H (n 1 )) x l_[ (a; —a;)%.
k=0 1<i

nx(n-1)

nx(

i x [ B-bd= [] bi-b).

l<i<jsn 1<i<js<n

det(C)=(-1)

n=lfp_1
det(A) = H B X 1_[ (aj—ai)x(bi—bj).
k=0

1<i<j<n
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COMPLEMENTS SUR LE CALCUL MATRICIEL EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

‘ Compléments sur le calcul matriciel — Exercices supplémentaires ’

Matrices

Exercice 26 :

1 0 2
SoitA=[0 -1 1}{.
1 -2 0

Calculer I'inverse de A en résolvant un systéme linéaire.

—— Réponse

z c
x + 2z = a

-y + z =D
x - 2y = c.

a

x
On résout, pour tout (a,b,c) € IR3, le systeme A x ( ) = (b) Ce systeme ce réécrit

On effectue des opérations élémentaires sur les lignes du systéme pour échelonner et réduire le systeme. On aboutit a :

1
x = 5><a—b+§xc
1 1 1
< y = Zxa—gxb—zxc
1 1
z = —-xa+=-xb-—-xc
4 2
x a
Pour tout (a,b,c) € R?, le systéme A x [ y | = | b | posséde une unique solution, donc A est inversible et
z

1 1
- 1 =
2 2
P
4 2 4
11 1
4 2 4
Exercice 27 :
-1 1 1
SoitA=[1 -1 1
1 1 -1
Calculer I'inverse de A en utilisant la matrice augmentée.
— Réponse
On écrit la matrice (A|l3) :
-1 1 1 /1 0 0
1 -1 1,0 1 0
1 1 -1/0 0 1
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On applique la méthode du pivot (uniquement des opérations sur les lignes). Apres calculs, on a
1 1
1 0 00 = =
2 2
1 1
AlIs)~{ 0 1 0|= 0 =
113) 3 5
1 1
0 0 1|=- = O
2 2
On en déduit que A est inversible et
1 0 1 1
Al= onl L
1 1 0

Exercice 28 :

Soit A =(a; j)1<i,j<n la matrice définie par :
aj;j=1 sii#j
a;j=0 sii=j

Calculer A? pour tout p € IN.

—— Réponse

» Ona A=U-1I, ouU estla matrice de .4,,(IR) dont tous coefficients sont des 1.
Les matrices U et —I,, commutent donc, par la formule du binéme de Newton,

P P
AP = (U—In)p — Z (p)Uk x (_In)p—k — Z (p)(—l)p_kUk,
k=0 k k=0 k

» Par récurrence, on montre que, pour tout , Uk =n*1uU.

Initialisation. Claire

Hérédité. Soit £ = 1. On suppose que U* = n*~1.U et on montre que Ut =t U.
Ona:Ul=U*xU =n*F1xU2

Or, effectuant le produit matriciel, on remarque que U2 =n x U.

Donc, Ul =npt U , ce qui acheve la récurrence.

» On a alors
p p
AP =1, + Y [P (1P b LU = (-1 L + Y P lvptak | U,
i=1\k n\iz1\k

Par la formule du binéme de Newton, on a :
1
AP =(-1)P.I,+ —((n— 1)? —(—1)p).U.
n

Remarque. On généralise cet exercice a la matrice A =(a; j)1<; j<» définie par :

a;j=b sii#j
ajj=a sii=j

ou(a,b)e K2. Pour calculer AP , on remarque que AP =(a —b).I,, +b.U et on raisonne de la méme maniére en utilisant la
formule du binéme : A? =(B+1,)".

Exercice 29 :

1 2 3
Soit A=|0 1 2[.Déterminer les matrices X € #5(R) telles que X2 = A.
0 01
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Matrices définies par blocs

Exercice 30 :

0 A
Ecrire par blocs la matrice P(B) a ’aide de P(A) et P'(A).

2
Soit A € 4, (R) et 1a matrice définie par blocs B = (A A ) € M, (R). Soit P € R[X] un polynéme fixé.

—— Réponse

» On écrit P = Z ap Xk, ol agp,...,a, sont des scalaires. On a alors,
k=0

P(B)=Y a,B".
k=0

» On se rend compte qu’on doit d’abord calculer les puissances de B. Pour cela, on commence par calculer les premieéres
puissances de B :
B2 (A2 2A3) B (A3 3A4) ot Bio (A4 4A5)
0 A? 0o A3 0o A*
On conjecture alors que, pour tout n € N,
An nAn+1
n _
2=y " )

A" n XAn+1
0 An ) »

Montrons cette conjecture par récurrence sur n. On note /4, : « B" = (
A% 0xA%Y (1, o0

0 A )7 o I,
Hérédité : soit n € IN. On suppose 5, vraie et on montre que 4,1 est vraie. Par hypothese de récurrence, on a :

Initialisation : on a B® = Iy, et ( ) =1I9,. Donc A est vraie.

A" n XAn+1) y (A A2) _ (An+1 An+2 +n ><14n+2) B (An+1 (n+ 1) xAn+2J

n+l _ pn _
B =B XB‘(o A" 0 A 0 At 0 Antl

Donc 45,1 est vraie. Ce qui achéve la récurrence.

» D'ou,
i < k+1
ak.An ak.k X A G k+1
A" pxA™M? - - P(A) ap.k. A"
P(B):Zak3k=zak(o A ): . "0 = P :
k=0 k=0 0 Y ap.AF 0 P(A)
k=0
Or,
n n n
apk AP =Y ap R AR = A% x ( ak.k.Ak—l) =A% xP'(A).
k=0 k=1 k=1
Donc,

_(P(A) A%ZxP'(A)
P(B)—( 0 P(4) )

Exercice 31 :

Soit ¢ une forme linéaire sur ./, (K).

Montrer qu’il existe une unique matrice A € .4, (IK) telle que ¢ : M — tr(A x M).
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—— Réponse

Montrons que I'application :
v: M(K) — L(M(K),K)

A - "’(A)'{ M — te(AxM)

est bien définie et est un isomorphisme.
» Soit A € 4, (IK). On montre que ¥(A) est une forme linéaire.
Par linéarité de la trace,

VA €K, V(M,N) € Mn(K)x Mn(K), y(AYAM+N)=tr(Ax(AM+N)) = Axtr(Ax M)+tr(A x N) = Ax p(A)M)+y(A)N).

Dong, 'application ¥(A) est linéaire et elle est aussi a valeurs dans IK. Donc,
» Soient A € K et (A,B) € 4, (K) x 4, (IK). Pour tout M € .4,(IK), on a :

¥ est bien définie ‘

VM e 4,(K), w(A.A+B)M)=tr((A.A+B)xM)=Axtr(AxM)+tr(Bx M) = (A.y(A)+y(B))(M).

Ainsi, w(1.A + B) = L.y(A) + w(B). Donc, .

» Montrons que v est injective. Soit A € 4, (IK) tel que w(A) =0. On a alors : pour tout M € 4, (), tr(A x M) =0.

Soit (i,)) € [[1,n]]2. La j-éme colonne de A x E; ; est la i-eme colonne de A. Donc, tr(A x E; ;) = a;;. Ainsi, pour tout
(i,))e |Il,n]]2, a;; =0. Autrement dit, la matrice A est nul. Donc, Ker(A) = {0}.

» On sait que dim (#,(KK)) = dim (3 (Jln(]K),]K)). Donc, par théoréme, I'application linéaire injective 1 est bijective.
» Comme ¢ € Z(4,(K),K) = Im(y), on en déduit par bijectivité de ¥ que,

il existe une unique matrice A € ./, (IK) telle que ¢ : M — tr(A x M)
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