COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS TD

Compléments sur les espaces vectoriels — TD,

Familles de vecteurs

Exercice 1:

On note E = Z(R,R) ’ensemble des fonctions de R dans R.
Soit n € IN*. Pour tout i € [1,n], onpose f;: R — R
x — J|x—1

1. Montrer que la famille (f1,..., f5,) est libre.

2. Quel résultat peut-on en déduire sur E ?

Exercice 2 : CCINP 2024

1. Rappeler la formule du déterminant de Vandermonde.
Soit n € IN. On souhaite montrer que la famille ((X +%)") est libre.

n
Soient (Ag,...,A,) € C"*! tels que Y Ax(X +k)" =0.
k=0

O<ks<n

n
2. Montrer que, pour tout p € [0,n], Z A(X +E)P =0.
k=0

n
3. Montrer que, pour tout p € [0,n], Z ArkP = 0. Conclure.
k=0

Exercice 3 : CCINP 2023

1. Montrer, sans les calculer, que le polynéme P = X3 + X +1 admet 3 racines distinctes dans C. On les note a, §,7.

2. Résoudre le systeme

x+y+z = 0

ax+PBy+vyz =0
2 2 2, _

a“x+p°y+y°z = 0.

Opérations sur les sous-espaces vectoriels

Exercice 4 :

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que FF NG =F + G si, et seulement si, F =G.

Espaces vectoriels de polynomes

Exercice 5 :

Soient n e N* et a € C.
1. Montrer que si (P3)o<r<n est une base de C,[X] alors (Pr(X + a))o<i<n aussi.
2. Soit a # b. Montrer que (X — a)f(X - b)n_k)()gkgn est une base de C,,[X].

3. Dans cette question, on suppose que a =0 et b = 1.

n

an

2
n
Décomposer @ = (X" x (X —1)") dans la base (X*(X - 1)"_k)0<kSn et en déduire )_ (Z) .
k=0
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TD COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS

Exercice 6 :
Soient n € IN* et B € K,[X] non nul. On note p = deg(B) et on pose F = {P € K,[X]| B divise P}.
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de K,[X].
2. Exprimer la dimension de F en fonction de p.
3. Déterminer un supplémentaire G de F dans IK,,[X] et donner une base adaptée a la somme directe F ¢ G.

Applications linéaires

Exercice 7 : Résultats a retenir
Soit E un KK-espace vectoriel. On considere f et g deux endomorphismes de E.
1. Montrer que gof =0 si, et seulement si, Im(f) c Ker(g).
2. Donner les inclusions qui sont vraies entre les sous-espaces vectoriels de E suivants :
(a) Im(gof) et Im(g).
(b) Ker(gof) et Ker(f).
(¢) Im(f + g) et Im(f) +Im(g).
(d) Ker(f + g) et Ker(f) nKer(g).
3. Que peut-on en déduire pour les suites de sous-espaces vectoriels de E : (Im(f k)) zel €t (Ker(f k)) BelN 7
4. On suppose que E est de dimension finie. Montrer que : rg(go f) < min (rg( f ),rg(g)).

Exercice 8:
Soient E un K—espace vectoriel et f € £(E).
1. On suppose que [ est surjective. Montrer que f 2 est surjective.
2. On suppose que /2 = f. Montrer que f est injective si, et seulement si, f est surjective.

Exercice 9 : Noyaux et images itérés
Soit E un K-espace vectoriel et u € Z(E) un endomorphisme de E.
Pour tout £ € IN, on note Nj, = Ker(fk) et I, = Im(fk).
1. Montrer que la suite (INp) est croissante pour l'inclusion : V& € N, N € Np,1.
2. On suppose qu’il existe r € IN tel que N, = N,,1. Montrer que, pour tout g =r, Ny, = N,.
3. Montrer que la suite (I;) est décroissante pour l'inclusion : VE € N, I}, 5 1;,1.
4. On suppose qu’il existe r € IN tel que I, = I, 1. Montrer que, pour tout g =r, I, =1,.
Dans la suite, on suppose que E est de dimension finie. Pour tout 2 € IN, on note d; = dim(Ny).
5. Montrer qu’il existe r € IN tel que N, = N,,1.
Indication : on pourra montrer que la suite (dp)rcly est stationnaire.
6. Montrer que I, =1,,1.
7. Montrer que E=N,&1,.

8. Montrer que, pour tout %2 € IN,
dr+2—dp+1<dps1—dp.

Exercice 10 :

Soient E un espace de dimension finie et u € Z(E) tel que rg(u) = rg(u?).
1. Montrer que I'image et le noyau de u sont supplémentaires.
2. Etudier la réciproque.

Exercice 11 :
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. On considere f € L (E,F).
1. Soit G un sous-espace vectoriel de E. Montrer que dim(f(G)) = dim(G) — dim(Ker(f) n G).
Indication : considérer g: G — F larestriction au départ de f a G.
x — f)
2. Soit H un sous-espace vectoriel de F. Montrer que dim(f 1H ) = dim(E) - rg(f) + dim(Im(f) N H).
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COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS TD

Sommes de sous-espaces vectoriels

Exercice 12 :

Soient E et F' des espaces vectoriels, u € L(E,F) et ve L(F,E) tels que vou =1dg.

Montrer que Ker(v) ® Im(u) = F.

Exercice 13 :

Soit E un IK-espace vectoriel. On considére f et g deux endomorphismes de E. On suppose que fogof = f et
gofog=g. Montrer que E = Ker(f) ® Im(g) et que f(Im(g)) =Im(f).

Exercice 14 :

3

Soient E un K-espace vectoriel et u € Z(E) tel que u® = u? + 2u. Montrer que :

E =Ker(u) ® Ker(u + Idg) ® Ker(u — 21dg).

Projecteurs et symétries

Exercice 15 :
On pose E = R” et on consideére H = {(x1,...,%,) € E|x1 + -+ +x, =0} et D = Vect((1,...,1)).
1. Montrer que H et D sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

2. Soit u =(x1,...,x,) € E. Déterminer le projeté de u sur H parallelement a D et le projeté de u sur D paralléle-
ment a H.

Exercice 16 :
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient p et ¢ deux endomorphismes de E tels que p + q = Idg et
rg(p)+rg(q) < dim(E).

1. Montrer que rg(p) +rg(q) = dim(E).

2. Montrer que dim(Ker(p)) =rg(q).
3. Montrer que Ker(p) =Im(q).
4.

Montrer que p et q sont des projecteurs.

Exercice 17 :
Soit E un K-espace vectoriel. Soient p et ¢ deux projecteurs de E.
1. Montrer que p + g est un projecteur, si et seulement si, pog =gop =0.

2. Montrer que dans ce cas Im(p + ¢) = Im(p) ® Im(q) et Ker(p + q) = Ker(p) nKer(q).

Hyperplans

Exercice 18:
Soient E un KK-espace vectoriel de dimension finie n et G un sous-espace vectoriel de dimension p de E. Montrer que
G est l'intersection de n — p hyperplans de E.
Exercice 19 :
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.

1. Montrer que pour tout vecteur x non nul de E, il existe une forme linéaire ¢ sur E telle que ¢(x) = 1.

2. Soit (¢1,...,¢,) une base L (E,IK).

Montrer que 'application £ — K" est un isomorphisme.
x = (p1x),...,0n(x)
3. En déduire qu’il existe une base (e1,...,e,) de E telle que : V(i,j) € [[l,n]]z, pi(ej)=0j ;.
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EXERCICES SUPPLEMENTAIRES COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS

Compléments sur les espaces vectoriels — Exercices supplémentaires

Famille de vecteurs

Exercice 20 :

On note E = R3. On considere les vecteurs u = (1,1,1),v=(1,0,-1) et w =(3,2,1). On pose F = (u,v,w).

1. Déterminer une base de Vect(%).
2. On pose G ={(x,y,2) € E|x —2y+2z=0}. Déterminer une base de G et montrer que G = Vect(F).

Exercice 21 : CCINP 2023

1. Rappeler la formule du déterminant de Vandermonde.

2. Pour % € [1,n], on pose [} : x — e**. Montrer que la famille (f1,...,f») est libre.

Exercice 22 :
On note E = €°(R,R) et f =sin. La famille (f,f o f,f o f o f) est-elle libre?

Espaces vectoriels de polynomes

Exercice 23 :
On pose Py =1 et, pour tout % € [1,n], on pose :
_Xx(X—l)x---x(X—k+l)

Pr %!

1. Montrer que (Py,...,P,) est une base de R,[X].
2. Montrer que, pour tous [ € Z et k € [0,n], Py(l) € Z.
3. Déterminer I'ensemble des polynémes P de R,[X] vérifiant : pour tout [ € Z, P(l) € Z.

Exercice 24 :
On pose
E={PeCIX]|(X*+1) x P(X) = P(X*)}.
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de C[X].
2. Soit P € E\ {0}. Déterminer le degré de P.
3. Donner un polynéme non nul appartenant a E.

4. Déterminer la dimension de E.

Applications linéaires

Exercice 25 :
Soient E et F' deux IK-espaces vectoriels de dimension finie. Soient (u,v) € Z(E) x £(E). Montrer que

Im(z)NIm(v) = {0g}
Ker(u)+Ker(v)=E.

rg(u +v) =rg(u) +rglv) < {
Exercice 26 :
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f € Z(E). On note g: Im(f) — E
x —  f(x).
1. Montrer que Im(g) = Im(f2) et que Ker(g) = Im(f)nKer(f).
2. En déduire que dim(Kerf) < dim(Kerf?) < 2dim(Kerf).
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COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Sommes directes, projecteurs et symétries

Exercice 27 :
On pose E = C? et on considere H = {(x,y,2) € E|x+22 =0} et D = Vect((1,1,1)).
1. Montrer que H et D sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

2. Soit (x,y,z) € E. Déterminer le projeté de (x,y,z) sur H parallelement a D et le projeté de (x,y,z) sur D
parallelement a H.

3. Déterminer la symétrie s par rapport a H parallelement a D.

Exercice 28 :

1. On pose E =R1[X], F = {P €E|P(1) = O} etG = {P €E|P(O) = O}. Montrer que E=F & G.
2. On pose E =Ro[X], F = {P €E|P(O) =PQ1)= O}, G= {P €E|P(—1) =P0)= 0} et H= {P €E|P(—1) =PQ1)= 0} .
Montrer que E=F oG o H.

Exercice 29 :

On pose E = {f € ¢°(R,R)|Vx € R, f(x +2m) = f(x)}. On pose, pour tout f € E, u(f)=f"
Montrer que E est un espace vectoriel et que u est un endomorphisme de E.
Déterminer Ker(u).

Déterminer les vecteurs f € E tels que u(f) =sin.

Déterminer les vecteurs f € E tels que w(f) = sin®.

Déterminer Im(u).

A o e

Montrer que Ker(u) @ Im(u) =E.

Exercice 30 :

Soient u € Z(R2,R?) et v € Z(R3,R?) tels que u ov soit un projecteur de rang 2 de R3.
1. Montrer que v est une surjection.
2. Montrer que u est une injection.

3. Montrer que vou =Idpe.

Exercice 31 :

Soient E un IK-espace vectoriel et (f1,...,fp) € (.ff(E))p. On suppose que f1+:--+f, = Idg et que, pour tout (i, j) € [1,p1?
aveci# j,ona f;of;=0.

1. Montrer que, pour tout i € [1, p], f; est un projecteur.

p
2. En déduire que E = @Im(fi).
i=1

Exercice 32 :
Montrer que ¢ : R[X]— RI[X], P(X) — P(X2) +(1+ X2) x P(X) est linéaire. Est-elle injective ? Surjective ?

Hyperplan

Exercice 33 :
Montrer que H = {(x, y,2,t) € R* |3x —y+t= 0} est un hyperplan de R* et donner un supplémentaire de H dans R*.

Exercice 34 :
1
Soient n>1 et H = {P € Rn[X])f P(tdt = 0}.
0
Montrer que H est un hyperplan de R,,[X] et déterminer un supplémentaire de H dans R,[X].

Exercice 35 :

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € L(E).
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EXERCICES SUPPLEMENTAIRES COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS

1. Montrer que si f est de rang 1, alors il existe un vecteur non nul u € E et une forme linéaire sur E non nulle ¢
telle que, pour tout x € E, f(x) = ¢(x).u

2. Montrer que la réciproque est vraie.
Dans la suite, on suppose que f est de rang 1.

3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que f soit un projecteur.

4. Pour tout entier £ = 1, déterminer f k.
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