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Procédés sommatoires discrets

Feuille d’exercices #05

@ Partie A — Nature de séries numériques et calcul de sommes

x» Exercice 1 — Etudier la nature des séries de termes généraux :

e’ 1 /4 o
ap=— b, =sin ¢, = ——arctan(n”) (a>0)
n! n2 2
du=Yn+1-n D" =" (@acw)
= n —-vn e, =— = a,da
" " et (- " 1+ a?n
& N 1
hy,=sin|lavns+1| jo=——— (@€eR
Z I’L(I’l +k) " ( ) In ne ln3(n) ( )
** Exercice 2 — ’Etudier la nature des séries de termes généraux :
n! n" In(m)
an W bn = 3"2 Ch=n
1 pinm In(1+ nP)
=— e¢,=—— =————— (a,BbeR
+00 (—l)k +00 (- l)k ) (n+m Sinz(t)
g=r Tz M=) in= f 2z df
k=n = nmn

* Exercice 3 — Séries de Bertrand

Etudier la nature de la série ) | en fonction de (a, B) € R?.

n¢ lnﬁ(n)
* Exercice 4 — Soit (a, b) € R2. Déterminer la nature de la série :
Z [In(n) + aln(n+1) + bln(n +2)]

Calculer sa somme en cas de convergence.
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* Exercice 5 — Pour a, b, c € R, déterminer la nature de la série de terme général :

= cos(() esin( 1)« 1)1+ 2

" 11“
* Exercice 6 — Soit a € R. On pose, pour tout n € N*, u, = (1 + —) -—| et
n e
Un = (=1)"uy,. Etudier la nature des séries de termes généraux u,, et v,.
** Exercice 7 — Justifier I’existence et calculer :
+00 1 +00 _ +00 (_l)n +00 (_l)n
Y ——— )y (mn—-(=DM37"; Y DY
i hn+2) ;5 n—o2n+1" ;=3n+1
+00 n +00 a +00 c(n) +00 n—p[%]
Zﬁ; Zln(cos(—)); Z—; _
o h*t+ne+1" ;= 21 i hn+1) ;5 nn+l)
ol c¢(n) estle nombre de chiffres de n en base 10 et a € R.
* Exercice 8 —
1. Calculer, pour tout n€N, 1+ j"+ j?" ol1 j = e’s.
+00
1
2. En déduire la valeur de Z G dont on justifiera au préalable I'existence.
n=0

+00
* Exercice 9 — (5/2) Donner la nature de }_ u,, oll u,, = f e ™ arctan(x) dx.
0

—Up

* Exercice 10 — Soit (1) ,en 1a suite définie par ug e R et u,41 = 1
n

Déterminer les limites de u, et nu, puis préciser la nature de la série Z(—l)” U,.

** Exercice 11 — Soient a > 0 et la suite (1) ,en+ définie par u; > 0 et pour tout

1. Montrer que lorsque «a > 1, (u,) converge vers une limite ¢ et donner un
équivalent de u, — ¢.

2. Montrer que lorsque a €]0, 1], la suite (u,) diverge et donner un équivalent

2
de up, al'aide de la suite u? | — u?.
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*xx Exercice 12 — Produit infini
Soit (1,) »=1 une suite de réels tels que u;, > —1 pour tout n € N*.

1. On suppose que Y. u, et Y. u2 convergent. Montrer que la suite définie par
n

P, = H (1+ uy) admet une limite non nulle.
k=1
2. Montrer que ce résultat subsiste lorsque }_ u,, converge absolument.

* Exercice 13 — On suppose que la suite réelle (u,) > est décroissante et que la
. Aoa 1
série de terme général u,, converge. Montrer que u, eIy (—)

—+oc0 \n
On pourra s'intéresser a la tranche de Cauchy Sop, — Sy,.

** Exercice 14 — Tranche de Cauchy (1)
(_ 1) [In(n)]

Vvn

ATaide d'une tranche de Cauchy, déterminer la nature de Z

** Exercice 15— Tranche de Cauchy (2)

. on) ..
Montrer que pour toute permutation ¢ de N*, Z — diverge.

neN*
**x Exercice 16 — Condensation )
n 1 n
Soit (u#5) une suite réelle positive telle que pour tout n € N, Z Up < — Z Uk
k=n+1 =1

Montrer que la série ) u, converge.

& Partie B - Comparaison suites-séries, sommation d’équivalents

n+a

* Exercice 17 — Soient a, b > 0. On pose U1 = PN
n

1. Déterminer la nature de Z(Vn+1 —vy)ouv, =In(n%u,) etacR.

- Uy pour tout n € N.

2. En déduire un équivalent de u; en +oo. dr

+00
3. (5/2) Donner la nature de la série de terme général u,, = f —_
0 (1+2)n

2, 2
p - tq
>

** Exercice 18 — On pose, pour n € N*, u, = .
1<p,gq<n p+q

Simplifier u;, — u,_; et en déduire un équivalent de u;,.

L
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*x Exercice 19 — Formule de Stirling
Prouver I'existence d'un réel strictement positif C tel que 7! et Cy/nne™",
—+00

*x Exercice 20 — Reégle de Raabe-Duhamel
Soit (1) ,en Une suite de réels strictement positifs vérifiant :

Un+1
U, n—+oo n

1
—2) , ouaeR
n
Déterminer la nature de de Y u,, suivant la valeur de a.

n
. 1
** Exercice 21 — On rappelle que k§:1 T In(n) +y +o(1).

—+
" In(k) In%(n)
kzl k 2 )

1. Justifier la convergence de la suite définie par u, =

+00
2. Prouver que Z -D" ln’(ln) =In(2) (Y_ 1n2(2) )
-1

n=

» Exercice 22 — FEtudier la convergence de la suite (1) ,en+ définie par :
n

1
vneN*, u,=) ——-In(n)
8 I§1V1+k2

1
** Exercice 23 — On pose pour tous 1, p €N, I,(p) =/ (1-xP)"dx.
0

1
1. On suppose qu'une suite (u,) vérifie up+1—u, = —-—+0
n—+oo  np

Montrer que la suite (¢, + In(n)/ p) nen+ converge.

)
n2 '
2. Etabllr une I‘elatlon de I‘écurrence sur (In(p))nel\]* pour tout p e N.

b
3. Montrer que I,(p) o T ol b € R. (5/2) Calculer la valeur de b.

n! 2 b
** Exercice 24 — Soient x € R} et pour tout n € N*, uy, = — [ ln(l + E)
X
k=1

- u
1. Al'aide du terme In ("—H), montrer que la suite (1) converge.
u

In —aln|——
Uy n

3. En déduire qu'il existe A > 0 tel que u;, et An®.Y u, converge-t-elle?
—+00

2. Montrer qu'il existe a € Rtel que ) | converge.

]
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& Partie C — Transformation d’Abel

* Exercice 25 — Soit (u,,) € R telle que ) up ety |uy+ — Uyl convergent.
Montrer que la série Y u? converge.

*x Exercice 26 — Soit (u,) ;=1 une suite réelle décroissante de limite nulle.
Pour n €N, on pose v, = n(u, — u,+1). Montrer que Y u, converge si et seulement
si ). v, converge et que dans ce cas les deux séries ont la méme somme.

*x Exercice 27 — Soient }_ u, une série convergente de terme général complexe

U
et &> 0. Montrer que la série ) | — converge.
n

** Exercice 28 — Soient 8 € R et (a;) ,en Une suite réelle bornée.
a
1. Soit z € C tel que Re(z) > 1. Montrer que Z —Z converge.
n
2. a) Prouver que pour tout p e N\ {0, 1},

p 1 p
nX::Z nltio :j; fl+i 0 H)f

b) En déduire que Z

dt ou {t}=rt-|t]

- diverge.
P 1
Z n1+10 |3|

lorsque (a;) est décroissante et de limite nulle, Z
neN* 1

¢) Prouver que pour tout p = 2, — +1+60|. En déduire que

ap
1+10 converge.

**x Exercice 29 — Séries de Hardy
sin(mv/n)
n(l

On cherche a déterminer la nature de la série Z pour a > 0.

. 1 . P
1. Traiter le cas cas a > 1 puis 5<a < 1 par comparaison série-intégrale.

2. a) Former un dév. asymptotique de e/”V"*1 —¢/™V7 en O (

nS/Z)
1
b) Traiterle cas a = >

1
3. En déduire le comportement de la série pour a < 7

L

& Partie D - Comportement asymptotique de sommes
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* Exercice 30 — Donner un équivalent en +oo de u;, et v, avec:

n 1 +00 1
Z— (@e®); vp= ) — (@>1); wy=In(n)
k=1 k k=n+1 k
n n p 2
* Exercice 31 — Montrer que »_ Y (5) o Cn® en déterminant C,a € R.
p=1g=1 oo

In(n+1)—-1In(n)
— Y

* Exercice 32 — On pose, pour tout ne€ N*, u, =

+00
1. Montrer que Z u, converge. On pose alors pour n €N, R, = Z Ug.
k=n+1
2. Trouver un équivalent de R,, en +oo.

3. Al'aide d’un équivalent de 1) — trouver un développement asymp-

1
k(k+1)’
. 1 «a 1
totique de R, de la forme R, T - + e +O(ﬁ)'

+00 l k
4. En déduire un équivalent »_ ntk)_
k=n+1 k(k + 1)

LA |
* Exercice 33 — Pour tout n € N*, on pose u, = Z _k -2v/n.
k=1

1. Montrer que (u4,),>1 converge vers une limite notée ¢.
2. Déterminer un équivalent de u, ) — u, et en déduire que :

- 1 2Vn+0+ ¢ + ( ! )
= Vi oo \/ﬁ \/ﬁ

ot C est une constante a déterminer.

1 1
*x Exercice 34 — On pose, pour tout n € N*, S, = Z

=1 k+ \/E

1. Donner un équivalent simple de S,.

2. Montrerque S; = In(n)+a+o(l),ouaeR.
n—+oo
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*x Exercice 35 — Suites a décroissance rapide

Un+1 0

n—+oo

1. Soit () ey € ([R{fr)N telle que

Montrer que ) _ u,, converge et que le reste au rang n est équivalent a .

+00

2. En déduire un équivalent de Z e ¥,
k=n+1
3n
* Exercice 36 — Soit S;, = Z i Montrer que (S,) converge et donner un équi-
k=n
valentde S, —¢,ou ¢ = lim S,,.
n—-+oo

** Exercice 37 — Reste de la série harmonique alternée

+00 (_l)k
1. Justifier I'existence de R, = )
k=n+1 k

2. Ensimplifiant R, + R;+1, déterminer un équivalent de R;,.
3. Prouver la convergence et calculer la somme de }_ R;,.

** Exercice 38 —

In(2n) B In2n+1)

1. Donner un équivalent simple de
2n 2n+1

n+pl
2. Encadrer ) nk(?{c )

k=n

al'aide d’intégrales pour tous n, p € N*.

1
3. Prouver la convergence de )_ (—1)”M

n=2

et donner un équivalent du reste.

*xx Exercice 39 — Soit ) u, une série a termes positifs divergente, de somme
partielle au rang n notée S,,. Al'aide d’'une comparaison série/intégrale, prouver
Un
la convergence de ) @ lorsque a > 1.
n

n
*%* Exercice 40 — Soient (uy) ,en UNe suite strictement positive et S, = Z Ug.
k=0

L. .y Un A~
1. Montrer que les séries de termes généraux u, et — ont méme nature.
n

) u +00
2. SiY u, converge, quelle est la nature de Z R—n, ouR,= Z ui?
n k=n+1

L

*x Exercice 41 — Soit (a,) ,en une suite réelle décroissante, strictement positive,
convexe et de limite nulle, telle que a;+; ~ . an:
n—»

+00 an
Montrer que R;,—1 = Z -D*a, ~ (D"=2,
n—+oo 2
k=n
*x Exercice 42 — Soit )_ u; une série a termes positifs convergente. On note R,
son reste au rang n. On suppose que u, = R2.
n—+oo

Déterminer un équivalent simple de u;,.

** Exercice 43 — Soit (1) ,en Une suite réelle a valeurs strictement positives.

n
On pose, pour tout n € N*, S, = Z ui On suppose que u,S, —— 1.
=1 n—+oo

Montrer que Y. u2 diverge puis donner un équivalent de S3 et de u,.

ez 3 3
On pourra former la différence S;, - S, _,.

& Partie E — Familles sommables
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* Exercice 44 — Pour quelles valeurs de z € C les familles sont-elles sommables?

(p+q)! Zp+q)
P!q! (p,q)EN?

(e Uil
q! (p,g)EN? P!q! (p,q)EN?

*+ Exercice 45 — Soient a € R et (a, b) € C2. Etudier la sommabilité des familles :

( 1 ) ( aP b4 ( 1
(P+a+1)% ppene \(P+DY ppene \P+0Y) (, premey2
ak
* Exercice 46 — Soit a > 0. On pose, pour tous n,keN, u, = ———.
’ (n+k)!

Justifier la sommabilité et calculer la somme de la famille (¢, ) 5, ken-

** Exercice 47 — Soit g € C avec |g| < 1.
1. Montrer que la famille (¢''), , est sommable et calculer sa somme.

2. Soitr € [0,1] et O € R. Justifier I'existence et calculer Z rlnlgind
nez

]


https://www.mickaelprost.fr

https:/www.mickaelprost.fr

. +00 Hn
*x Exercice 48 — Calculer E .
minn+1)(n+2)(n+3)

1"
* Exercice 49 — Pour (n, p) € (I\I*)z, ON pOse Up,p = %.

1. Montrer que la famille & = (u,, ) 2 est sommable.

(n,p)e(N*
+00 _l)n
2. Calculer sa somme; en déduire la valeur de ) —(n+1).
n=1
E ice 50 — P (p,q) eNxN* !
* Exercice 50 — Pour (p, xN*, on pose u, , = .
p.q b p.q (p+q2)(p+q2+1)
1. Montrer la sommabilité de (up,q)(p,q)eNxN*.
+00 n +00 7.[2
2. Calculer sa somme puis Z L On admet que Z — =
=1 nn+1) = n 6

** Exercice 51 — On pose u, , = -
nc—p

1. La famille (uy,p) n,pen est-elle sommable?

+00 +00 +00 +00
2. Calculer Z Z Up,p €t Z Z Un,p.
n=0p=0 p=0n=0
*x Exercice 52 — Etablir que pour x €] -1, 1],
n +00

Jio o Y dm)x"
n=1 1—x" n=1

ol 'on a noté d(n) le nombre de diviseurs positifs de 7.

** Exercice 53 — Soient a,b,c e N* et z € C tel que |z| < 1.

an +00 cn

V4
zbn+a’

+o00
Montrer que )

=5 1— an+c -

—ol-—
* Exercice 54 — Soient a, b € C distincts tels que |a| <1 et |[b] < 1.
+00 an+1 _ bn+1 1

Montrer que = .
d ng’o a-b l1-a-b+ab

L

sin# petuyy,=0pourtous n,peN.
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———sips<q
* Exercice 55 — Pour p,q € N*, on pose uy,q =4 P~(q—P)!
0 sinon
1. Montrer la sommabilité de (tp,q) ,, ;yeny- xn+-

T q 77,'2
2. Calculer sa somme. On admet pour cela que Z —=—.
n=1 n? 6

+00 (_l)n—l +00

. H "]
** Exercice 56 — Etablir quee- ) =) —7 ouH,=)_ =
n=1 1

=1 h-n!

n
** Exercice 57 — Soit la suite définie par fyp =1 et t;,41 = Z L by—k-
k=0

Donner une expression simplifiée de t;,.

*x Exercice 58 — Préciser la nature des séries :

{(n)-1 (-n"
Y D' - ), Y {(n)
n=2 n=2 n n=2
+00 (-1 n+1
On montrera que pour tout x €] —1,1[, In(1 + x) = Z . x".
n=1
+00 2n
** Exercice 59 — Justifier I'existence et calculer Z W pour tout z € D(0, 1).
n=01—2

*x Exercice 60 — Soit (a;) ,en une suite de réels positifs sommable. On pose :

Ak

+00
YneN, up=n-y —%k
" =1 k;kuﬁu

Montrer que (u,,) est définie, établir la convergence de Z u, et calculer sa somme.

(=DP

*+ Exercice 61 — Ftudier la sommabilité de la famille ( ) .
p,q=2
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