cHAPITRE 14

ENDOMORPHISMES D’'UN ESPACE EUCLIDIEN

I Isométries vectorielles d'un espaceeuclidien . ... . ... ... ...ttt iteeeenennn 3
1.1 Définition et caractérisations des isométries vectorielles d’'un espace euclidien . ... ... ... 3
1.2 Groupe orthogonal . . . . . . . . . . . 5
I Matricesorthogonales . . . ... ... it ittt eeeeeenssnossssesssosnsssssssas 7
II.1  Définition et caractérisations des matrices orthogonales . . . . . ... ... ... ... ....... 7
II.2  Groupe orthogonale d’ordre n et groupe spécial orthogonal dordren . . . ... ... ... .... 9
II.3  Orientation . . . . . . . . . . e e e e e e e e e 11
IIT Espaces euclidiens orientés dedimension 20u3 ... ... ... ..ttt ittt oesseeas 12
III.1 Produits mixtes et produits vectoriels . . . . . . .. . ... . . ... .. . . . . . ... 12
IV Isométries vectorielles d’un planeuclidien . ... ... .. ...ttt tneeessesns 15
IV.1 Classification des matrices de Oo(R) . . . . . . . . . . . i i e 15
IV.2 Classification des isométrie d’'un plan vectoriel . . . . . . . .. ... ... ... ... .. ....... 16
IV.3 Notion d’angle entre deux vecteursnonnuls . . . .. ... ... ... ... ... ... ........ 18
V  Isométries vectorielles d’un espace euclidiendedimension 3 . .. ............00.... 19
VI Réduction des endomorphismes autoadjoints et des matrices symétriques réelles. . ... .. 23
VI.1 Définition et lien avec les matrices symétriques . . . . . . . . . . ... .. ... ... ... 23

VI.2 Théoréme spectral . . . . . . . . . . . . e 25




Extrait du programme

Cette section vise les objectifs suivants :

— étudier les isométries vectorielles et matrices orthogonales, et les décrire en dimension deux et trois en insistant sur les représentations

géométriques ;

— approfondir la thématique de réduction des endomorphismes dans le cadre euclidien en énoncant les formes géométrique et matricielle

du théoreme spectral ;

— introduire la notion d’endomorphisme autoadjoint positif, qui trouvera notamment son application au calcul différentiel d’ordre 2.

La notion d’adjoint est hors programme.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Isométries vectorielles d’'un espace euclidien

Un endomorphisme d’un espace euclidien est une isométrie vecto-
rielle §’il conserve la norme.

Caractérisations par la conservation du produit scalaire, par 'image
d’une base orthonormée.

Groupe orthogonal.

Stabilité de 'orthogonal d’'un sous-espace stable.

Exemple : symétries orthogonales, cas particulier des réflexions.

Notation O(E).
On vérifie les propriétés lui conférant une structure de groupe, mais
la définition axiomatique des groupes est hors programme.

b) Matrices orthogonales

Une matrice A de .4, (IR) est orthogonale si ATA=1 n-

Caractérisation d’'une isométrie vectorielle a 'aide de sa matrice
dans une base orthonormée.

Groupe orthogonal.

Déterminant d’'une matrice orthogonale. Groupe spécial orthogonal.
Orientation. Bases orthonormées directes.

Interprétation en termes de colonnes et de lignes.

Caractérisation comme matrice de changement de base orthonormée.
On mentionne la terminologie « automorphisme orthogonal », tout
en lui préférant celle d’« isométrie vectorielle ».

Notations O, (IR), O(n).

Notations SO, (R), SO(n).

c) Espace euclidien orienté de dimension 2 ou 3

Déterminant d’'une famille de vecteurs dans une base orthonormée
directe : produit mixte.

Produit vectoriel. Calcul dans une base orthonormée directe.
Orientation d’un plan ou d’une droite dans un espace euclidien
orienté de dimension 3.

Notations [u,v], [u,v,w].
Interprétation géométrique comme aire ou volume.

d) Isométries vectorielles d’un plan euclidien

Description des matrices de O2(R), de SO2(R).
Rotation vectorielle d’'un plan euclidien orienté.

Classification des isométries vectorielles d’'un plan euclidien.

Commutativité de SO2(R).
On introduit a cette occasion, sans soulever de difficulté, la notion
de mesure d’un angle orienté de vecteurs non nuls.

e) Isométries d’'un espace euclidien de dimension 3

Description des matrices de SOg(RR).
Rotation vectorielle d'un espace euclidien orienté de dimension 3.

Axe et mesure de I’angle d’une rotation.

f) Réduction des endomorphismes autoadjoints et des matrices symétriques réelles

Endomorphisme autoadjoint d'un espace euclidien.

Caractérisation d'un endomorphisme autoadjoint a 'aide de sa ma-
trice dans une base orthonormée.

Théoreme spectral :

tout endomorphisme autoadjoint d’'un espace euclidien admet une
base orthonormée de vecteurs propres.

Endomorphisme autoadjoint positif, défini positif.

Matrice symétrique positive, définie positive.

Notation #(E).

Caractérisation des projecteurs orthogonaux.

On mentionne la terminologie « endomorphisme symétrique », tout
en lui préférant celle d’« endomorphisme autoadjoint ».

La démonstration n’est pas exigible.
Forme matricielle du théoréme spectral.

Caractérisation spectrale. Notations .%# E ), L THE).
Caractérisation spectrale. Notations %, (R), &, " (R).




ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN I. ISOMETRIES VECTORIELLES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

Dans tout le chapitre, les scalaires sont des réels.

I.Isométries vectorielles d’un espace euclidien

I.1. Définition et caractérisations des isométries vectorielles d’un espace euclidien

Définition 14.1

Soient (E, ¢, -)) un espace euclidien et || - | 1a norme associée.
On dit qu'un endomorphisme f € £L(E) est une isométrie vectorielle lorsqu’il conserve la norme : c’est-a-dire,

VxeE, If@)ll=Ilxl

‘¢- Exemple 14.1

1. Dans R? muni du produit scalaire canonique, 'endomorphisme f : R — R3 est un isométrie.
(xayyz) — (y>z>x)
En effet, pour tout (x,y,2) € ]R3,

If (e, 3,22 = I(y,2,0)ll2 = \/y2 +22 +x22 = ||(x, ,2)ll2.

2. Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. On considere sy la symétrie orthogonale par rapport a
F et pr la projection orthogonale sur F.

Soitx€ E.On a sp(x)=2pp(x)—x = pr(x)+ prlx) —x.
Or, pr(x) € F et pp(x)—x e F* .
Par le théoréeme de Pythagore,
IsF)I12 = [prI® + I pr(x) — x|,

De plus, x = pr(x) + x — pr(x). Donc, par le théoréme de Pythagore,
I = I pr@)I1® + llx — pr)l®.

Comme [x — prx)ll = [ prx)—xl, on a [sp)|? = |lx]|%.

Comme une norme est positive, [sg(x)| = [lx|.

En particulier, une réflexion (=symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan) est une isométrie.
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1. ISOMETRIES VECTORIELLES D’UN ESPACE EUCLIDIEN ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

~—— &) Théoreme 14.1

Une isométrie vectorielle est un automorphisme.

Démonstration

Soient (E, (~,~>) un espace euclidien, || - || la norme associée et f une isométrie.

Soit x € E tel que f(x) =0g, alors |lx]| = |f(x)Il = |0g|l = 0. D’ou, x = 0f.

Donc, Ker(f) = {0g}. On en déduit que f est injective.

Or, f est un endomorphisme de E, espace vectoriel de dimension finie. Donc, par théoréme f est un automorphisme de E. o

~— €) Théoréme 14.2

Soient (E , -)) un espace euclidien (on note n la dimension de E), || - || la norme associée et f € L(E).
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est une isométrie vectorielle;

2. VxeE, |f@I = x| ;

3. V(x,y)e EZ, (f(x), f(y) = (x,y) (une isométrie vectorielle conserve le produit scalaire);
4

. Pour tout base orthonormée % = (eq,...,e,) de E, la famille /(%) = (f(el), ... ,f(en)) est une base ortho-
normée de E.

5. 1l existe une base orthonormée % = (eq,...,e,) de E telle que la famille f(2) = (f(e 1), ,f(en)) est une
base orthonormée de E.

Démonstration

Léquivalence (1) © (2) est la définition d’isométrie vectorielle.
On montre la chaine d’implication (2) = (3) = (4) = (5) = (2).

1 1
> (2)=(3). Soit (x,y) € E2. Paridentité de polarisation, on a : {f(x), f(y)) = 1 [||f(x)+f(y)||2—llf(x)—f(y)lIQ) =1 (IIf(x+y)||2—||f(x—y)||2).

1
Done, d'apres (2), (F(), fy) = (I + Y12 =1z - y12) = (x, ).

> (3)=(4) Soit (eq,...,en) une base orthonormée de E. Pour tout (i, /) € [1,n], on a (f(e;), f(e;)) = (ej,e;) = b; ;.
Dongc, la famille (f e1),...,f (en)) est orthonormée. C’est alors une famille libre de E composée de n = dimE vecteurs. Donc,
(f(e1),...,f(en)) est une base orthonormée de E.
» (4)=(5) Clair.
» (5)=(2) Soit B=(e1q,...,en) une base orthonormée de E telle que la famille /(%) = (f(el), e f(en)) soit une base orthonormée de
E.
Soit x =x1.e1+---+xp.ep €E.
La famille (eq,...,e,) est une base orthonormée de E, donc ||x||2 = x% +-e- +x?l.
De plus, par linéarité de [, f(x) =x1.f(e1) + - +x,.f(en).
Or, la famille £(%) = (f(e1),...,f(en)) est une base orthonormée de E, donc IF N2 = x% +o 2,
Ainsi, ||[f(x)] = l|lx]l. Ceci est vrai pour tout x € E, donc f est une isométrie vectorielle. O

~— @) Théoréeme 14.3

Soient (E,(-,-)) un espace euclidien, F un sous-espace vectoriel de E et f € O(E).
Si F est stable par f, alors F est stable par f.

Démonstration

» On commence par montrer que f(F)=F.

On sait que f(F)c F car F est stable par f.

De plus, f est un automorphisme, donc dim(f(F)) = dim(F).
Donc, f(F)=F.

» Soit x € F. Montrons que f(x)€e Ft.

Soit a € F. Comme f(F)=F, il existe b € F tel que a = f(b).
Or, f est un isométrie, donc (f(x),a) = {f(x), f(b)) = {x,b).
Comme x € FL et b eF,ona (x,b) =0.
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ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN I. ISOMETRIES VECTORIELLES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

Dong, (f(x),a) = 0. Ceci est vrai pour tout a € F', donc f(x) € Ft.
Ceci est vrai pour tout x € F-, donc f[Fl) cFL : Ft est stable par f. |

I.2. Groupe orthogonal

Définition 14.2 — Groupe orthogonal

Soit (E , -)) un espace euclidien. L'ensemble des isométries de E est noté O(E).

~ @ Théoréeme 14.4

Soit (E,(:,-)) un espace euclidien.
» Pour tout (f,g) € O(E)x O(E),ona: fog e O(E).
» Pour tout f € O(E),ona: f e OE).

Démonstration
» Soit (f,g) € O(E) x O(E). Par définition d’isométrie, on a :
Vx€eE, |fog)ll= ||f(g(x))|| = gl = llxll.

Donc, f o g est une isométrie vectorielle de E.

» Soit f € O(E).
Soit y € E. On sait que f € O(E) est une bijection, donc il existe x € E tel que y = f(x).
Or, f est une isométrie, donc || £ ()| = [lx|.

De plus, x = £~ 1(y), donc [yl = Hfﬁl(y)H.

Donc f ~1 est une isométrie vectorielle de E. O

— Y Exercice 14.1

Soient (E,(-,)) un espace euclidien et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On suppose que E =F & G et
on note s la symétrie par rapport a F' parallelement a G.
Montrer que s € O(E) si, et seulement si, F 1G.

Résolution

(<). On suppose que F LG.

Dans ce cas, G = Fletsestla symétrie orthogonale par rapport a F.
On sait alors que s est un isométrie de E.

(=). On suppose que s € O(E).

Soit (a,b) e F xG.On a s(a) =a et s(b) = —b.

On a alors : (s(a),s(b)) ={a,—b) = —{a,b).

De plus, comme s est une isométrie : (s(a),s(b)) = (a,b).

Donc, (a,b) = —(a,b), puis (a,b) =0.

Ainsi, F1G.

— Y Exercice 14.2

Soient (E,(-,-)) un espace euclidien et f € O(E).
Montrer que si A € R est une valeur propre de f, alors A=1ou A=-1.

Résolution

Soit A € R une valeur propre de f.
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1. ISOMETRIES VECTORIELLES D’UN ESPACE EUCLIDIEN ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

11 existe x € E un vecteur propre de f associé a la valeur propre A.

En particulier, x est non nul et quitte a le normaliser, on peut le supposer unitaire.
De plus, on a f(x) = A.x.

D’ot1, par homogénéité de la norme, ||f(x)|| = [A] x [|x]|.

Or, f € O(E), donc [ £ ()]l = llx|.

Comme x est unitaire, on a : ||x| = 1.

Dong, [A] =1.
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ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN II. MATRICES ORTHOGONALES

II. Matrices orthogonales

I1.1. Définition et caractérisations des matrices orthogonales

Définition 14.3 — Matrices orthogonales

Soit M € 4,(R).
On dit que M est orthogonale lorsque M TxM=1I,.

‘¢° Exemple 14.2

cos(9) —sin()
sin(@) cos(0)
cos(@) sin(0)
—sin(@) cos(9)

Pour tout 6 € R, 1a matrice R(0) = ( ) est orthogonale.

Son inverse est R(O) 1= R(0)" = ( ) =R(-0).

— Y Exercice 14.3

Soit M € O(n).
Montrer que Spr(M) < {-1,1}.

Résolution

Soit A € Spr(M).

On sait qu’il existe X € .4}, 1(IR) non nul tel que M x X = 1.X. D’ott, (M x xT=2xT.

Done, M xX)T x(M xX)=A2x X" xX.

Dautre part, M x X) T x(M xX)=X"xM" xMxX=X" xX.

Done, X' xX=22x X' x X.

Or, X TxX est égal a la somme des carrés des coefficients de X qui est non nulle car X est non nul et a coefficients réels.
Donc, A2 =1. Donc, A€ {~1,1}.

Ainsi, Spr(M) < {-1,1}

~— ©) Théoréeme 14.5 - Caractérisation des matrices orthogonales

Soit M € 4,(R).
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. M est orthogonale;
M'xM=1,;

MxM'=1,;

M est inversible et M1 =M T ;

les colonnes de M forment une base orthonormée de R"” muni du produit scalaire canonique.

SN R

les lignes de M forment une base orthonormée de R” muni du produit scalaire canonique.

Démonstration

Dans la démonstration, on note {-,-) le produit scalaire canonique de R" et on identifie les vecteurs de R" & leurs matrices colonnes
dans la base canonique.

» Les équivalences (2) © (3) & (4) sont une conséquence du cours sur les matrices.
» Léquivalence (1) < (2) est la définition de matrice orthogonale.

» Montrons que (2) < (5).
On note C1q,...,Cy les colonnes de M.

G. BOUTARD 7 Lycée GAY-LUSSAC



II. MATRICES ORTHOGONALES ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

C1"xCy ... C1TxCy
Ona:M'xM= : :
Ch™xC1 ... Cp"xCy
Donc, MTxM= I, si, et seulement si, pour tout (i,j) € |Il,n]]2, CiT xCj=6j ;.
D’ou, M TxM=1I n si, et seulement si, les colonnes de M forment une famille orthonormée de R".

Or, une famille orthonormée de n vecteurs de IR” est une base de R” (car famille libre composée de dim(IR") vecteurs).
Ainsi, M TxM=1 n si, et seulement si, les colonnes de M forment une base orthonormée de R”.

» Montrons que (3) © (6).

On note L1,...,L, les colonnes de M.

LixLy" ... LixL,T

Ona:MxM'= :
LpxLiT ... LpxLp'

Donc, M x M= I, si, et seulement si, pour tout (i, j) € [[l,n]]z, L; XLJ-T = 5i,j~

D’ou, M x M T=1 n si, et seulement si, les lignes de M forment une famille orthonormée de R”.

Or, une famille orthonormée de n vecteurs de R” est une base de IR” (car famille libre composée de dim(IR"™) vecteurs).

Ainsi, M x M T=1 n si, et seulement si, les colonnes de M forment une base orthonormée de R”. o

/® Remarque 14.1

On remarque que le calcul de 'inverse d'une matrice orthogonale est tres simple. Il suffit de transposer.

~— @ Théoréme 14.6 - Caractérisation matricielle des isométries vectorielles

Soient (E,(-,-)) un espace euclidien et f € L(E).
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est isométrie vectorielle;
2. Pour tout base orthonormée 28 de E, la matrice Matg(f) est orthogonale.

3. Il existe une base orthonormée 28 de E telle que la matrice Matg(f) est orthogonale.

Démonstration
On note M = Matg(f).

» Montrons que (1) = (2).

Soit f une isométrie vectorielle. Soit 98 une base orthonormée de E.

Pour tout (x,y) e E x E, {f(x),f(y)) = {x,y).

En notant X et Y les matrices respectives de x et y dans la base %, on a (f(x),f(y)) = (M xX) xMxY=X"xM"xMxY et
(x,yy =X TxY.

Donc, pour tout (X,Y) € .4, 1(R),on a: XTxM T xMxYy=X"xY.

Soit (i,/) € [1, n]]z. On note E; le vecteur colonne dont tous les coefficients sont nuls sauf le i-eme qui vaut 1.

Alors, EiT «MT xM x E ; est le coefficient ligne i colonne j de la matrice M7 xM.Or, EiT xE;=6; ;.

Donc, MTxM= I,,. Donc, M est orthogonale.

» Limplication (2) = (3) est claire.

» Montrons que (3) = (1).

Soit 28 une base orthonormée de E telle que la matrice Matg(f) est orthogonale.

Comme dans le premier point, pour tout (x,y) € E x E, en notant X et Y les matrices respectives de x et y dans la base %, on a
FEFON=MxX)" xMxY=X"xM"xMxY et {x,y)=X" xY.

Or, M est orthogonale, donc MTxM= I,.

Donc, pour tout (x,y) € E x E, {f(x),f(y)) = {x,y).

Ainsi, f est une isométrie vectorielle. o

“® Remarque 14.2

Une isométrie vectorielle est aussi appelée un automorphisme orthogonal.
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ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN II. MATRICES ORTHOGONALES

~— @ Théoreme 14.7

Une matrice M est orthogonale si, et seulement si, M est la matrice de passage entre deux bases orthonormées
d’un espace euclidien.

Démonstration
Soit M € M, (R).

(=) On suppose que M est orthogonale.

On note f 'endomorphisme de IR canoniquement associé & M et 9 la base canonique de R” (qui est orthonormée pour le produit
scalaire canonique de IR™).

On sait que M est orthogonale, donc f est une isométrie vectorielle, donc f transforme la base orthonormée %8 en une base orthonormée
de R".

Ainsi, M =Matg(f) = Matg(f (%)) est la matrice de passage entre les deux bases orthonormée % et (%) de R".

(<) Soit (E, (-,-)) un espace euclidien. On suppose que M est la matrice de passage entre 8 = (eq,...,e,) et B' = (e’l, ...,eh) deux bases
orthonormées de E.

Alors M est la matrice de I'application linéaire f définie pour tout i € [1,n], f(e;) = e'i.

Lapplication f transforme une base orthonormée de E en une base orthonormée de E, donc est une isométrie vectorielle.

Donc, M est orthogonale. ]

4@ Remarque 14.3 - Changement de bases orthonormées

Soient (E L -)) un espace euclidien et f € £ (E).
On considére deux bases orthonormées % et 2’ de E. Alors, la matrice de passage de la base 28 a la base %’ est
orthogonale et :

Matg (f) =P x Matg(f) x P.

I1.2. Groupe orthogonale d’ordre n et groupe spécial orthogonal d’ordre n

@ Définition 14.4 — Groupe orthogonal

L'ensemble des matrices orthogonales de .4, (IR) est appelé groupe orthogonal et est noté O,,(IR) ou O(n).

~— @ Théoréeme 14.8

» Pour tout (M,N)e€ O,(R)x0,(R),ona M x N € 0,(R).
» Pour tout M € 0,(R), on a M1 € 0,(R).

Démonstration

> Soit (M,N) € On(IR) x O, (R).
Ona:("MxN)xMxN=N"xM'xMxN=N' xI,xN=1I,.
Donc, M x N € O, (R). m}

» Soit f ’'endomorphisme de IR”* canoniquement associé & M. Par définition, f € O(R™).
Or, on sait que f “LeOMR™) et f ~Lest I'endomorphisme de R" canoniquement associé a M -1
Donc, M1le O, (R).

— R Proposition 14.1

Pour tout M € O, (R), on a det(M) € {—1,1}.

Démonstration

Soit M € 0,(R). On sait que M ' x M =1,.
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II. MATRICES ORTHOGONALES ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

Or, det(M TxM ) =det(M T) x det(M) = (det(M )]2 (une matrice et sa transposée ont le méme déterminant).
De plus, M xM=1I,.

Donc, det(M " x M) = det(I,) = 1.

Diott, (det(M))? = 1.

Donc, det(M) € {-1,1}.

—— Corollaire 14.1

Pour tout f € O(E), on a det(f) € {—1,1}.

Démonstration

Soit f € O(E). On note % une base de E.

On sait que M =Matg(f) est orthogonale.

Donc, det(M) € {-1,1}.

Donc, def(f) € {-1,1}. m]

“/® Remarque 14.4 - Prudence!

11
La réciproque est fausse : la matrice ( 0 1) est de déterminant 1 mais n’est pas orthogonale (la seconde colonne

n’est pas unitaire).

Définition 14.5 - Groupe spécial orthogonal

L'ensemble des matrices orthogonales de .#,(R) de déterminant 1 est appelé groupe spécial orthogonal et
est noté SO, (R) ou SO(n).

Z® Remarque 14.5

Soit (E, (-,-)) un espace euclidien.

» Lensemble SO, (R) est parfois noté O*(n).

» Lensemble des isométrie vectorielles d'un espace euclidien E de déterminant 1 est parfois noté O™ (E).
» On note parfois O~ (n) = {M € 0,(R)|det(M) = -1} et O~ (E) = {f € O(E)|det(f) = —1}.

~—— €) Théoréme 14.9

» Pour tout (M,N) € SO,,(R) x SO,(R), on a M x N € SO,,(R).
» Pour tout M € SO,(R), on a M~ € SO, (R).

Démonstration

» Soit (M,N)e SO,(R)x SO, (IR). On sait que M x N € O,(RR).
Or, det(M x N) = det(M) x det(N) = 1.

Donc, M x N € SO, (R).

» Soit M € SO,(R). On sait que M1 € 0, (R).

Or, M est inversible et on a det(M 1=

=1.
det(M)
Done, M~ € SO, (R). O
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ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN II. MATRICES ORTHOGONALES

I1.3. Orientation

@ Définition 14.6 — Orientation

Soit (E,(:,-)) un espace euclidien de dimension n.
On appelle orientation de E le choix d'une base orthonormée.

/® Remarque 14.6

On sait que la matrice de passage d’une base orthonormée a une autre est orthogonale, et est donc de déterminant
1 ou —1. On obtient alors la définition suivante.

—— {2 Définition 14.7 — Base orthonormée directe, base orthonormée indirecte

Soient (E,(-,-)) un espace euclidien de dimension n et % et 8’ deux bases orthonormées de E.
» On dit que 2 et %’ ont 1a méme orientation lorsque detg(%') =1
» On dit que 2 et %’ ont des orientations opposées lorsque detg (%) = —

» Lorsque E est orienté a 'aide d’'une base orthonormée 28, on dit que les bases orthonormées de méme
orientation que % sont directes et on dit que les autres bases orthonormées sont indirectes.

/® Remarque 14.7

» Avec les notations précédentes, si 2 est une base orthonormée directe de E, alors une base orthonormée %’ de
E est directe si, et seulement si, la matrice de passage de 9 a %’ appartient 4 SO, (IR).

Autrement dit, les matrices de passages entre bases orthonormées directes sont exactement les matrices
orthogonales de déterminant 1.

» Echanger deux vecteurs dans une base orthonormée change son orientation.

» Changer un vecteur en son opposé dans une base orthonormée change son orientation.

‘y- Exemple 14.3

On oriente R?, muni du produit scalaire usuel, par la base canonique (Z j l;)

» Les bases (;] I_é J E U et k,z,]) sont directes.
» Les bases (9 Z E L k j) et k 2l ﬂ) sont indirectes.
G. BOUTARD 11
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III. ESPACES EUCLIDIENS ORIENTES DE DIMENSION 2 OU 3 ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

II1. Espaces euclidiens orientés de dimension 2 ou 3

II1.1. Produits mixtes et produits vectoriels

— R Proposition 14.2

Soient (E,(-,-)) un espace euclidien orienté de dimension n, % et %' deux bases orthonormées directes de E et
(u1,...,un) une famille de vecteurs de E.
Alors,

det@(ul, ceey un) = det@/(ul, ceey un)

Démonstration

On note P la matrice de passage de la base % 4 la base %8’

Comme les bases % et ' sont orthonormées directes, on a P € SO, (R).

Donc, det(P) = detz(#') = 1.

De plus, par la formule de changement de bases, Matg(u1,...,un) =P xMatg/(uy,...,un).
Donc,

detgg(uq,...,un) = det(Matgg(ul,...,un)) = det(P X Matggr(ul,...,un)) = det(P) x det(Mat@/(ul,...,un)) =detgg(uy,...,un).

Le déterminant d’une famille de vecteurs d'un espace euclidien orienté ne dépend pas de la base orthonormée directe
choisie. On peut alors donner la définition suivante.

Définition 14.8 — Produit mixte

Soient (E , 4 -)) un espace euclidien orienté de dimension n =1 et u1,...,u, une famille de vecteurs de E.
Le produit mixte de la famille (u1,...,u,) est le déterminant de cette famille dans n’importe quelle base
orthonormée directe de E. On le note [u1,...,u,].

~— @) Théoréeme 14.10

Soient (E, (-,~)) un espace euclidien orienté de dimension 7.
» Echanger deux vecteurs dans un produit mixte change le signe du produit mixte.
» Le produit mixte de la famille (u1,...,u,) est nul si, et seulement si, la famille (u1,...,u,) est liée.

» Une base orthonormée (eq,...,e,) est directe si, et seulement si, [e1,...,e,]= 1.

Démonstration

» Echanger deux colonnes d'un determinant change son signe en son opposé.

» Conséquence du propriété du déterminant (le déterminant d’une famille de vecteurs est non nul si, et seulement si, la famille est
libre).

» En notant % une base orthonormée directe de E, on a [eq,...,e,] =detg(eq,...,en).
Donc, par définition, la base orthonormée (e1,...,e,) est directe si, et seulement si, [e1,...,en]=1. m}

“/® Remarque 14.8 - Interprétation géométrique

» On munit R? du produit scalaire canonique. Soit (u,v) € R? x R2. Laire du parallélogramme formé sur u et v est
[, v]l.

» On munit R? du produit scalaire canonique. Soit (z,v,w) € R? x R? x R?. Le volume du parallélépipéde formé sur
u,vetwest |[u,v,w]|.
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ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN III. ESPACES EUCLIDIENS ORIENTES DE DIMENSION 2 OU 3

— R Proposition 14.3

Soit (E, (-,-)) un espace euclidien orienté de dimension 3. Pour tout (u,v) € E?, il existe un unique vecteur w € E
tel que :
VxeE,[u,v,x] = (w,x)

Démonstration

Le déterminant est multilinéaire par rapport aux colonnes de sa variable, donc, en particulier, 'application x — [u,v,x] est une forme
linéaire sur E.

Donc, par le théoréme de représentation des formes linéaires dans un espace euclidien, il existe un unique vecteur w € E tel que, pour
tout x € E, [u,v,x] = (w,x). ]

Définition 14.9 - Produit vectoriel

Avec les notations de la proposition précédente, le vecteur w est appelé produit vectoriel de u et v et est
noté u Av. Il est 'unique vecteur vérifiant :

VxeFE,[u,v,x]=(uAv,x).

~— @) Théoréeme 14.11 - Coordonnées du produit vectoriel dans une base orthonormée directe

Soient (E , ~)) un espace euclidien orienté de dimension 3 et & = (e1,e2,e3) une base orthonormée directe de
E. On considere u =uj.e1 +ug.eg +ug.eg et v=vi.e1 +vg.eg +v3.e3 deux vecteurs de E.
Alors,

uNAU=(ug xvg—ugxvg).ey+(ugxvy—ui xvg).eg+ (U1 xvg—ug xvi).e3.

Démonstration

La base % est orthonormée, donc u Av={eq,u Av).e1+{eg,u Av).eg+{eg,u AV).e3.

Or, (e1,u Av) = [u,v,e1] = detg(u,v,e1). En développant ce déterminant par rapport a la derniére colonne, on a
(e1,u Av)=[u,v,e1l=ug9 xvg—ugxva.

De méme, (eg,u Av) =[u,v,egl=ugxvi—uyxvs et (eg,u Av)=[u,v,egl=uq xvg—ug xvy. O

“® Remarque 14.9

En particulier, dans E = R? (on identifie un vecteur de R? & sa matrice dans la base canonique), on a : pour tout
(u1,us,u3) € R et (v1,02,v3) € R?,

uil U1 U9 XVg—U3 XV2
Ug | N2 =lugxv1—uUjxvs
us U3 U1 Xv2—uUg2 X0U1

— R Proposition 14.4 — Propriétés du produit vectoriel

Soit (E,{-,-)) un espace euclidien orienté de dimension 3. Soit (u,v,w) € E®.
1. La famille (u,v) est libre si, et seulement si, u Av #0g.
2. Les vecteurs u et v sont colinéaires si, et seulement si, u Av =0g.
3.Ona:uAv=-vAu;
4. Les applications x — x A u et x — u A x sont des endomorphismes de E.
5. Le vecteur u A v est orthogonal a u et v.
De plus, si u et v sont non colinéaires, alors u A v est un vecteur normal au plan Vect(u,v).

6. On suppose que (u,v,w) une base orthonormée de E. La base (u,v,w) est directe si, et seulement si, w = u Av.

Danscecas:uAv=w,vAw=uetwAu=uv.
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III. ESPACES EUCLIDIENS ORIENTES DE DIMENSION 2 OU 3 ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

7. Soit (z,v) une famille orthonormée de E. La famille (u,v, u A v) est une base orthonormée directe de E.

8. Formule du double produit vectoriel.
Ona:un(Aw)={u,w).v—{u,v).w.

Démonstration

1. (=) Supposons la famille («,v) libre. On la compléte en (u,v,x) une base de E. Alors, [u,v,x]=(u Av,x) #0. Donc, u Av # 0g.
(<) Par contraposée, supposons la famille (u,v) liée. Pour tout x € E, on a : [u,v,x] = (u Av,x) = 0. En particulier, avec x = u A v, il
vient (u Av,u Av)=0. Donc u Av=0g.
2. Négation du premier point.
3. Pour tout x € E, par opérations sur les déterminants, on a : (u Av,x) =[u,v,x] = —[v,u,x]=—(V Au,x) = (—v Au,x).
Par unicité du produit vectoriel, ona u Av=-vAu.
4. PourtoutxeE,xAu€ek.
Soient (x1,x2) € E et A € E. Par multilinéarité du déterminant : pour tout y € E,

((Ax1 +x9) Av,y) =[xy +x9,v,y] = A x [x1,v,y] +[x2,0,y] = A{x1 Av,y) + (X2 Av,y) =(A.x1 Av+x9 AU, Y).

Par unicité du produit vectoriel, (1.x1 +x2) Av=2A.x1 Av+x9 Av.
Ainsi, x — x A u est une application linéaire de E dans E. C’est un endomorphisme.
Pour montrer que x — u A x est un endomorphisme de E il suffit d’utiliser le point précédent et la linéarité de x — x A u.
5. On a (u Av,u) =[u,v,u] =0 (déterminant avec deux colonnes égales). De méme, (u Av,v) =[u,v,v]=0.
Dong, le vecteur u A v est orthogonal a u et v.
Si les vecteurs u et v sont non colinéaires, alors la famille (u,v) est libre et Vect(u,v) est un plan vectoriel. Par bilinéarité du produit
scalaire, tout vecteur de x € Vect(u,v) est orthogonal a u Av. Donc, u Av € (Vect(u, v))J‘.
6. (=) On suppose que la base orthonormée (u,v,w) est directe de E.

On sait que © = 1.u +0.v+0.w et v =0.u + 1.v + 0.w, donc par la formule du produit vectoriel dans une base orthonormée directe, on
a:unv=0u+0v+lw=w.

(<) On suppose que U AV =w.

Or, w est unitaire, donc 1 = ||w||2 ={w,w) ={unv,w) =[u,v,wl.

Pour montrer que v Aw =u et w Au =v, on utilise la formule du produit vectoriel dans une base orthonormée directe.
7. La famille (u,v) est orthonormée. On la compléte en (u,v,w) une base orthonormée de E.

On sait que [u,v,w] =1 ou [u,v,w] = —1. Quitte & poser w’ = —w, on pose supposer que [©,v,w] = 1.

Dongc, la famille (u,v,w) est une base orthonormée directe de E. Par le point précédent, w =u Av.

8. Utiliser la formule du produit vectoriel dans une base orthonormée. O

“® Remarque 14.10 - Interprétation géométrique

On munit R? du produit scalaire canonique. Soit (u,v) € R3 x R3.
La norme du vecteur u A v est I'aire du parallélogramme construit sur u et v.

—— {2 Définition 14.10 - Orientation d’une droite ou d’une plan dans le plan ou dans ’espace

» Soit (E, (-,-)) un espace euclidien orienté de dimension 2 ou 3.
On oriente une droite D de E en choisissant une base orthonormée de D (autrement dit, en choisissant un
vecteur u de norme 1 appartenant a D)

» Soit (E, (-,-)) un espace euclidien orienté de dimension 3.

On oriente un plan P de E en choisissant a un vecteur unitaire et normal a P : une base orthonormée (u1,u9)
de P est directe si (a,u1,u2) est une base orthonormée directe de E et est indirecte si (a,u1,u9) est une base
orthonormée indirecte de E.

PSI 2025 — 2026 14 G. BOUTARD



ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN IV. ISOMETRIES VECTORIELLES D’UN PLAN EUCLIDIEN

IV.Isométries vectorielles d’un plan euclidien

IV.1.Classification des matrices de O3(R)

~— €) Théoréeme 14.12

Les matrices de O2(R) sont exactement les matrices de la forme :

cos(0) —sin(H)) (cos(@) sin(0)
sin(@) cos(0) ou sin(@) —cos(0)

avec 0 € R.

Plus précisément :

cos(0) —sin(0)

» Une matrice M € #>(IR) appartient a SOs(RR) si, et seulement si, elle est de la forme M = .
sin(f) cos(0)

ouf €.
» Une matrice M € /#5(R) appartient a O2(RR) \ SO2(R) si, et seulement si, elle est de la forme

_(cos(0) sin(0) | .
- (sin(B) = cos(G)) o @l

Démonstration

a c
b d
On sait que les colonnes de M forment une base orthonormée de R2.
Donc, a2+b2=1, 2rd?=1etaxc+bxd=0.

Soit M = ( ) € 09(R).

c

On en déduit qu’il existe 6 € R tel que a = cos(0) et b = sin(f) et que ( d

) appartient au supplémentaire orthogonal de Vect(

cos(@))
sin(0))’

De plus, comme R? est de dimension 2, le supplémentaire orthogonal de Vect (Z;);Ez;) est de dimension 1.

Or, le vecteur (_Cz::ée))) est non nul et appartient a (Vect (:?ZEZ;))L Donc, (Vect (:?Islgz;))L =Vect (_Czlslzée))) .

Dong, il existe A € R tel que (;) =A. (—czlsr(léﬂ)))

Do, deay a0 X0,

Or, M € O9(R), donc det(M)=1ou det(M)=-1.DouAl=10oul=-1.

Done, M= (30000 st ) ¥ = (o st

Réciproquement, pour tout 6 € R, les matrices M = (:?ﬁgg; ;zlsr(lée))) = (Z(l)zgz; _Sizi?‘;) appartiennent a O2(R). o

~— €) Théoréme 14.13

» Pour tout (9,0")e R?, ona: R(@O)xR(©O)=R©®')xR(O)=R(O+0").
En particulier (R(6)) " = R(-6).
» Les éléments de SO9(IR) commutent : pour tout (M,N) € SO2(R)x SOo(R), M x N =N x M.

Démonstration

> Soit (0,6 e R2, on a:

cos(0) — sin(@)) y (cos(e’) - sin(e’)) _ (cos(e) x cos(0') —sin(0) x sin(9')  —cos(9) x sin(8’) — cos () x sin(9'))

cos(0+0') —sin(@+06")
sin(@)  cos(0) sin(@)  cos(@) ) ~ \sin(0) x cos(0) + cos(0) x sin(@’)  —sin(B) x sin(@") + cos(B) x cos(8") (

sin(@+6") cos(@+6") |’

Donc, R(9) x R(6') = R(0 +0'). De plus, R(0+6')=R(6' +0) = R(0') x R(6).
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IV. ISOMETRIES VECTORIELLES D’UN PLAN EUCLIDIEN ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

> Soit (M,N) € SO2(R) x SO9(R). 1l existe (0,6") € R2, tel que M = R(6) et N = R(8’). Il suffit d’appliquer le point précédent. o

IV.2. Classification des isométrie d’un plan vectoriel

~— € Théoréme 14.14 - Classification des isométries d’un plan vectoriel

Soit (E L -)) un plan euclidien orienté de dimension 2 et f € O(E).

» Cas 1 : det(f) = 1. On dit alors que f est une rotation de E.
Alors, il existe 6 € R tel que, pour toute base orthonormée directe 28 de E on a :

B _ (cos(8) —sin(0)
Matg(f)=R(0) = sin(@) cos(@) |

Le réel 0 est unique a 27 pres et est appelé mesure de I’angle de la rotation f.

» Cas 2 : det(f)=-1.
Dans ce cas, [ est la réflexion par rapport a la droite vectorielle Ker(f —Idg) (c’est-a-dire la symétrie orthogonale
par rapport a Ker(f —Idg) parallélement a Ker(f —Idg)™").

Démonstration

» Montrons le premier point. On suppose que det(f) = 1. Soit 28 une base orthonormée directe de E. On sait que M = Matg(f) est une
matrice orthogonale de déterminant 1, donc M € SO9(IR).
Dong, il existe 6 € R tel que M = R(0).
Soit %' une autre base orthonormée directe de E et M’ la matrice de f dans cette base.
Par la formule de changement de base, on a M’ = P lxMxP.
Comme les bases 2 et ' sont orthonormées, la matrice de passage P de % 4 %' appartient & Oo(RR). De plus, les bases %8 et &’ ont la
méme orientation, donc P € SO9(R).
Or, les matrices de SO2(IR) commutent, donc M =P lxPxM=M.
» Montrons le second point.
e On suppose que det(f) = —1. Soit 28 une base orthonormée directe de E. On sait que M = Matg(f) est une matrice orthogonale de
déterminant —1, donc M € O9(R)\ SO2(R).
cos(9)  sin(0) )

Dong, il existe 0 € R tel que M = (sin(@) _cos(0)

e OnaM?2= Ig, donc fof =1Idg. Donc, f est la symétrie par rapport a Ker(f —Idg) parallelement a Ker(f + Idg).

X —cos(@) —sin(0)
—-sin(f) X +cos(0)

On remarque que y ¢ est scindé a racines simples, donc, f est diagonalisable, Sp(f) = {-1,1} et les valeurs propres de f sont simples.

=X2-1=(X-1DxX+1).

On remarque que yy =

Donc, Ker(f —Idg) et Ker(f +Idg) sont des droites vectorielles supplémentaires dans E.
Montrons que Ker(f —Idg) et Ker(f + Idg) sont orthogonaux.
Soit (a,b) € Ker(f —1dg) x Ker(f +1Idg). Comme f est une isométrie, f préserve le produit scalaire :

(a,b) =(f(a),f (b)) = (a,—b) = —(a,b).

Donc, (a,b) =0.
D'ou, Ker(f —Idg) et Ker(f + Idg) sont orthogonaux.

Ainsi, f est la symétrie orthogonale par rapport a Ker(f —Idg) (comme Ker(f —Idg) est un hyperplan de E, f est la réflexion par
rapport a Ker(f —1dg)). o

Définition 14.11 - Matrice de rotation

cos() —sin(0)

Pour tout 6 € R, 1a matrice R(0) = sin(@) cos(0)

est appelée matrice de rotation d’angle 6.
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ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN IV. ISOMETRIES VECTORIELLES D’UN PLAN EUCLIDIEN

“® Remarque 14.11

SO3(R) est 'ensemble des matrices des rotations.

Z® Remarque 14.12 - Lien avec I'écriture complexe d’une rotation
Soit 8 € R. L'application
rg: C — C
z — zxel?

est I'écriture complexe de la rotation du plan de centre O, le point d’affixe 0, et d’angle 6.

Autrement dit, si I'affixe d’'un point M du plan est z, alors l'affixe de 'image de M par la rotation du plan de centre
O et d’angle 6 est z x e'?.

Soit z=a+ib e C ol a et b sont les parties réelle et imaginaire de z. On a :

re(z) =(a+1b)x(cos(8) +1i sin(f)) = (a x cos(f) — b x sin(@)) + (a x sin(0) + b x cos(@)) I

On remarque que

R©) x (a) B (cos(@) —sin(@)) y (a) 3 (a x cos(6) — b x sin(0)
b) \sin@) cos(®) ) " \b) " \axsin(@)+b x cos(0))”

Ceci n’est pas surprenant : en effet, considérons C en tant que RR-espace vectoriel, muni du produit scalaire

(z1,22) = Re(z1) x Re(z2) + Im(z1) x Im(z29), et considérons la base orthonormée directe (1,:). Alors, r est un endomor-
phisme de C et Mat(; ;)(r9) = R(0). D'ot,

Mat ;)(ro(2)) = R(6) x (Z) )

o Y Exercice 14.4

Soit (E L -)) un espace préhilbertien orienté. Soit 98 une base orthonormée directe de E.
On considere deux endomorphismes u et v de Z(F) tels que :

1 - 1
Matg(u) = = ( \f \/lg) et Matg)= = (i _43)

2
Déterminer la nature des endomorphismes u et v.

— R Proposition 14.5

Soient (E , -)) un plan euclidien orienté de dimension 2 et (9,0) € R2.
On note f la rotation d’angle de mesure 0 et g la rotation d’angle de mesure 6'.
Alors f et g commutent et f o g est la rotation d’angle de mesure 6 +6'.

Démonstration

Dans une base orthonormée directe de E, la matrice de f est R(0) et la matrice de g est R(0').
Or, R(0) € SO9(R) et R©)e SO2(RR). Donc, elles commutent et R(6) x RWO)Y=R©O+06").
Donc, f et g commutent et f o g est la rotation d’angle de mesure 6 +6'.

— Y Exercice 14.5

Soit (E,(-,-)) un plan euclidien orienté de dimension 2.
Montrer que toute rotation est la composée de deux réflexions.
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IV. ISOMETRIES VECTORIELLES D’UN PLAN EUCLIDIEN ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

Résolution

Soit f une rotation de E.

On considére r1 une réflexion.

On sait que f ory est une isométrie et de plus, det(f ory) =det(f) x det(r1) = -1.

Dong, ro = f ory est une réflexion.

Comme r% =idg,onargory = for% =foidg=f.

Remarque : I'écrire précédente n’est pas unique. On a choisi pour 1 n’importe quelle réflexion.

IV.3.Notion d’angle entre deux vecteurs non nuls

~— @) Théoréeme 14.15

Soit (E, (-,-)) un plan euclidien orienté de dimension 2.
On considere u et v deux vecteurs de norme 1 de E.
Il existe un unique rotation f de E telle que f(u)=v.

Démonstration

Existence

On compléte les familles orthonormées (u) et (v) en (u,u’) et (v, v') deux bases orthonormées directes de E.
On considére I'application f € £(E) définie par f(u)=v et [ whH=v'

Comme (u,u") et (v,v) sont deux bases orthonormées de E, f est une isométrie vectorielles.

De plus, Maty, ;,)(f) = Mat(u,v)(u/,v’) est la matrice de passage entre deux bases orthonormées directes.
Donc, Maty, () € SO2(R), puis, det(f) = 1.

Dongc, f est une rotation telle que f(u) =v.

Unicité

Soit g une rotation de E telle que g(u) =v.

Linverse et la composée d’isométries sont des isométries, donc, g_1 of est une isométrie.

Comme f et g sont des rotations, det(g_1 of)=det(f) det(g_l) = g%zg =

Dong, g_1 of est une rotation.

Or, g_1 of(u)=u.

Donc, une mesure de 'angle de la rotation g~ o f est 0, autrement dit, g_:l of =idg.

Donc, g = f, d’ou 'unicité. |

1

Définition 14.12 - Mesure de ’angle entre deux vecteurs

Soit (E L -)) un plan euclidien orienté de dimension 2.
On considere u et v deux vecteurs non nuls dans R?.
Une mesure de 'angle orienté entre les vecteurs u et v, notée (u,v), est une mesure de ’angle de la rotation f

telle que f (L) = L.
lwl) vl

Z6 Remarque 14.13

On a (w,v) = —(v, WI27].
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ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN V. ISOMETRIES VECTORIELLES D’UN ESPACE EUCLIDIEN DE DIMENSION 3

V.Isométries vectorielles d’'un espace euclidien de dimension 3

~— @) Théoréeme 14.16 - Réduction des isométries d’un espace vectoriel de dimension 3

Soient (E, (-,-)) un espace euclidien orienté de dimension 3 et f € O(E) de déterminant 1. Dans ce cas, on dit
que f est une rotation.
Alors, il existe & = (e1,e2,e3) une base orthonormée directe de E et 6 € R tels que :

1 0 0
Matg(f)=|0 cos(@) —sin(d)|.
0 sin(@) cos(0)

De plus, le réel 0 est unique & 27 prés et pour toute base orthonormée directe %’ de premier vecteur e; on a :
Matg () = Matg(f).

Démonstration

» Comme E est de dimension 3, le polyndme caractéristique de f est de degré 3.

Donc, par le théoréme des valeurs intermédiaires, f posséde au moins une valeur propre A.

Soit x € E un vecteur propre de f. Alors, ||f(x)|l = |A] x ||x].

Comme f conserve la norme, on a |x|| = |A] x ||«

De plus, x est non nul, donc |[A|=1. D'ou, A=1et A =-1.

Si le polynoéme caractéristique de f n’est pas scindé sur R, alors yy € R[X] possede deux racines complexes conjuguées a € C\ R et @.

» On sait que det(f) = 1. On en déduit qu'on est dans un des cas suivants :
o 1 est valeur propre triple de f;
o 1 est valeur propre simple de f et —1 est valeur propre double de f;
e 1, a, a sont valeurs propres simples de f.

Dans tous les cas, 1 est valeur propre de f. On note e un vecteur propre unitaire de f pour la valeur propre 1.

On sait que D = Vect(e1) est une droite vectorielle stable par f, donc, par le théoréme 14.3 page 4, P = D™ est stable par f. De plus,
comme E est de dimension 3 et D de dimension 1, on a : dim(P) = 2.

On note g = fp I'endomorphisme de P induit par /. Comme [ est une isométrie de E, g est une isométrie de P.

Soit (eg,e3) une base orthonormée de P.

Or, E = Vect(e1) ® (Vect(e1)) .

Donc, 8 =(e1,e9,e3) est une base orthonormée de E et la matrice de f dans la base 4 est de la forme :

1 0 0
Matgg(f):(o a c)

0 b d

avec Mat(e, 0,)(fP) = (a C).

b d
a ¢
Or, fp € O(P), donc (b d) €02(R)
1 0 0
a ¢
De plus, det(fp) = b d = a c|=1.
0 b d

On oriente le plan P par le choix de e; vecteur unitaire et normal a P.
Dong, il existe 6 € R tel que, pour toute base orthonormée directe (eg,e3) de P, Mat(ez’e?))( fp)=R().
Ainsi, dans toutes bases orthonormées directes 2 de premier vecteur e de E,

1 0 0
Matg(f) = (0 cos(0) —sin(B)).
0 sin(@) cos(9)

Définition 14.13

Soient (E, (-,-)) un espace euclidien orienté de dimension 3 et u un vecteur non nul de E.
On appelle rotation d’angle 0 et d’axe dirigé par u l'isométrie f dont la matrice dans une base orthonormée
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V. ISOMETRIES VECTORIELLES D’UN ESPACE EUCLIDIEN DE DIMENSION 3 ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

1
directe commencant par ﬂu est
u
1 0 0
Matgz(f)=[0 cos(@) —sin(d)|.
0 sin(@) cos(0)

“/® Remarque 14.14

Dans la définition précédente, le choix de u oriente le plan (R.u)' (Uorientation d’une base orthonormée du plan
(R.w)* dépend de u). Remplacer u en —u changera I'angle de la rotation en —0.

—— @) Théoréme 14.17 - Angle d’une rotation

Soient (E,(-,-)) un espace euclidien orienté de dimension 3 et f la rotation d’angle 6 et d’axe D dirigé par le
vecteur unitaire u.
On note a un vecteur unitaire de D*. Alors,

tr(f)=1+2cos(@) et sin(@)=1I[u,a,f(a)l

De plus, pour tout x € E,
f(x) = cos(0).(x — (w,x).u) +sin(@).u Ax + (u,x).u.

Démonstration

Soit &' = (u,eq,e3) une base orthonormée de E adaptée a la décomposition E =D oDt. Alors,

1 0 0
Matg(f) = (0 cos(0) —sin(@)).
0 sin(@) cos(9)

» On a donc, Tr(f) =1+ 2 cos(H).
» On décompose a = 0.u + a.eg + f.e3 dans la base 8'. On a :

1 0 0 0 0
Matg (f(w)) = (O cos(0) —sin(@)) x (a) = (a x cos(0) — B x sin(@))
0 sin(d) cos(8) B a x sin(0) + B x cos(0)

Donc,

1 0 0

0 a axcos(8)-p xsin(6)
0 B axsin(0)+fxcos(6)

[u,a,f(a)] = = (a® + p2) x sin(9) = sin(9).

» Pour montrer la derniére égalité de la proposition, comme les applications f et g:x — cos(9).(x — (u,x).u) +sin(0).u A x + (u,x).u sont
des endomorphismes de E, il suffit de la vérifier sur les vecteurs de la base orthonormée 28 = (u,eg,e3).
Ona:

o flu)=uetglu)= cos(@).(u — (u,u).u) +sin(@).uAu+(u,u).u=ucaruAu=0g et |lull =1.

o f(eg)=cos(f).eg+sin(f).eg et gleg) = cos(9).(e2—(u,eg).u)+sin(9).u/\ez+(u,e2).u =cos(0).eg+sin(0).uneg = cos(0).eg+sin(f).es.

o f(eg)=cos(0).eg+sin().e3 et gleg) = cos(0).(e3—(u,es).u)+sin(0).ureg+(u,ez).u = cos(0).eg+sin(0).uAeg = cos(9).e3—sin(0).eq.
|

“® Remarque 14.15
Soit f la rotation d’angle 0 et d’axe D dirigé par u un vecteur non nul.
1 0 0

1
Soit %8 = (—.u, e, 83) une base orthonormée directe de E. La matrice de f dansla base Best |0 cos(8) —sin(0)|.
llell 0 sin(@) cos(@)
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1
Alors, pour tout x = xl.n.u +x9.e0+x3.e3€E,0ona:
u

1 0 0 X1 X1
Matg(f(u)) = (0 cos(0) —sin(@)) X (xg) = (xg x cos(0) — x3 x sin(@)).

0 sin(@) cos(0) X3 x9 x sin(@) + x3 x cos(6)

Donc,

el x1 x1
0 x2 x9xcos(0)—x3xsin(0)
0 x3 x9xsin(f)+x3xcos(0)

[u,x, f(x)] = detg(u,x, f(x)) = = llull x (x5 +x3) x sin(6).

Si x n’est pas colinéaire a u, alors xg + xg #0 et sin(f) est du signe de [u,x, f(x)].

‘¢- Exemple 14.4

Soit f 'endomorphisme de R3 (orienté par la base canonique) canoniquement associé a la matrice

1 2 1 2
Azg. —2 2 1 .
-1 -2 2

» Montrons que f est une rotation.

OnaA' xA=1I3,donc AeO(3).

On en déduit que les colonnes C1, Cg, C3 de A forment une base orthonormée de R3.
D’Ofl, Cl /\Cz = 03 ou Cl /\Cz = —Cg.

112 1| 2
OI‘, 5 ‘_2 9 = g Donc, Cl /\CQ = C3.

D’ou, la famille (C1,C3,C3) est une base orthonormée directe de E.
Donc, det(f) = det(A) = 1.

Ainsi, f est une rotation de R3.

» Déterminons l'axe et ’angle de la rotation.
On sait que I'axe de la rotation est engendré par un vecteur propre de f pour la valeur propre 1.

1 -1 1 2 1 0
OnaA-I3= 3 (—2 -1 1 ) On remarque que (A —I3). (—1) = (0)
-1 -2 -1 1 0
1 1
Donc, I'axe de f est la droite engendrée par u = (—1). Le choix de u = (—1) oriente la droite D.
1 1

1
On sait que 'angle 6 de la rotation vérifie 1+ 2cos(8) = Tr(f) = 2. Donc, cos(d) = 2 Il reste a déterminer sin(8).
Méthode 1 : avec le théoreme 14.17 page 20

1
1
On note u' = ﬂu vecteur unitaire de D et on consideére a = E (1) vecteur unitaire appartenant a D*.
u
0
1 1 1 1
On calculer f(a) :ona, A x —. =—10
V2 0 V2 -1
1 1 1 1 1 1
1 1 3
Donc, on a : sin(@) =[v/,a,f(@)]=——=|-1 1 0|=——|[0 2 1 =—‘2 1'——£
2v3l1 o -1 8lo -1 —g| 2v8l7l —21 2

Donc, 6 = —%[2 n].
Méthode 2 : avec la remarque 14.15 page 20

En prenant le vecteur x =(1,0,0), qui n’est pas colinéaire a u, sin(0) est du signe de [u,x, f (x)].
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1 1 2
On calculer f(x):ona, Ax|0|==.[-2].

o/ ®\-1
1 1 2
3 112 1 -1 -2
Or, [ux, f@]={-1 0 F|=cox|-1 0 —2=-cx| = 1=-1<0
1 0 F 1 0 -1

Donc, 6 = —%[271]‘

1
Ainsi, f est la rotation d’angle —g et d’axe D dirigé par (—1).
1
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VI.Réduction des endomorphismes autoadjoints et des matrices symétriques

réelles

VI.1. Définition et lien avec les matrices symétriques

Définition 14.14 - Endomorphisme autoadjoint

Soit (E,(:,-)) un espace euclidien.
On dit qu’'un endomorphisme f € Z(F) est autoadjoint (ou symétrique) lorsque :

Vix,y)eE2, (f(x),y) = (x,f(¥)).

‘¢- Exemple 14.5

On munit .#,(R) du produit scalaire usuel : pour tout (M,N) € 4, (R) x 4, R), (M,N) =tr (MT X N).
L'endomorphisme f : X — X T est autoadjoint. En effet, pour tout (M,N) € 4, (R) x 4,(R), on a :

(fF(M),Ny=(M",N)=tr(M x N)=tr (M xN) ) =tr(N"xM")=te(M" xN")=(M,N") = (M, f(N)).

— R Proposition 14.6

Lensemble .#(E) des endomorphismes autoadjoints d’un espace euclidien (E, (-,-)) est un sous-espace vectoriel
de Z(E).

Démonstration

L'ensemble des endomorphismes autoadjoints est clairement inclus dans 'ensemble des endomorphismes de E.
Lendomorphisme nul 0 est autoadjoint : pour tout (x,y) € Ez, (0(x),y) =0 = (x,0(y)).

Soient f et g deux endomorphismes autoadjoints de E et A € R un scalaire.

L'application A.f + g est un endomorphisme de E et,

V(x,y) €E2, (A +8)x),y) = A x (f(x),) +(gx),y) = A x (x, F()) + (x,8(»)) = (x,(A.f + 2.

Donc, A.f + g est un endomorphisme autoadjoint. m}

Z# Remarque 14.16 - Rappels

» On dit qu'une matrice M € .4, (R) est symétrique lorsque M ' = M.
On note .#,(R) I'ensemble des matrices symétriques de .4, (IR).

x(n+1
On sait que %, (R) est un sous-espace vectoriel de .#,(IR) de dimension %
» On dit qu'une matrice M € .4, (IR) est antisymétrique lorsque M T=-M.
On note <7, (RR) 'ensemble des matrices symétriques de .4, (R).

nx(n-1
On sait que <7, (R) est un sous-espace vectoriel de .4, (IR) de dimension #

%) Théoréme 14.18 - Lien avec les matrices symétriques

Soient (E,(-,-)) un espace euclidien, % une base orthonormée de E et / un endomorphisme de E.
On a I’équivalence : f est autoadjoint si, et seulement si, la matrice Matg(f) est symétrique.
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Démonstration

Pour tout (x,y) € E, on note X et Y les matrices colonnes de x et y dans la base %8. On pose également M = Matg(f).
On sait alors que les matrices de f(x) et f(y) dans la base 8 sont M x X et M xY.
De plus, comme la base 2 est orthonormée, on a (f(x),y) = (M x X)TxY=X"xM"xY et (e, fly) = XTxMxY.

(=) On suppose f symétrique.
Dans ce cas, pour tout (x,y) €E2, on a (f(x),y) = (x,f(y)), donc X' xM"xY=X"xMxY.
0

On note E; = Matgl(e;) =

—_

—ligne i .

0
En particularisant I'égalité précédente avec x =e; et y = ¢ les différents vecteurs de %, ona: E iT xMT xE i=E iT xM x E ;. Aprés
calcul, onam; j=m; ;.

Donc, M = MT.

(<) On suppose M =M ".
Dans ce cas, pour tout (x,y) €E2, onaX ' «xM"xY=X" xMx Y, donc (f(x),y) = {x, f(y)).
Donc f est symétrique o.

Z# Remarque 14.17

Un endomorphisme autoadjoint est aussi appelé un endomorphisme symétrique.

‘¢- Exemple 14.6

On munit R? du produit scalaire canonique.
Lendomorphisme f : (x,y,2)— (x+y +2,x+2y +2z,x+ 2y + 32) est autoadjoint.

En effet sa matrice dans la base canonique de R3 (qui est orthonormée pour le produit scalaire canonique) est
111

1 2 2(eAMR).
1 2 3

~— @) Théoréeme 14.19

Soient (E,(-,)) un espace euclidien et p un projecteur de E.
On a I’équivalence : p est un projecteur orthogonal si, et seulement si, p est un endomorphisme autoadjoint.

En notant P la matrice de p dans une base orthonormée de E.
On a ’équivalence : p est un projecteur orthogonal si, et seulement si, P’ = P.

Démonstration

On montre la premiére équivalence (la deuxiéme est une conséquence du théoréme précédente).
(=) On suppose que p est un projecteur orthogonal.
Soit (x,y) €E2. Ona:

(p(x),y) = (p(x), p(y)) + (p(x),y = p()).
Or, p(x)eF et y—p(y)e Ft. Donc,
(p),y) = (px), p(y)) = {x, p(¥)) + (p(x) —x, p(y)).
Or, p(y)eF et p(x)—x€ Fi. Donc,

(p(x),y) = {x, p(y)).
Donc, p est autoadjoint.

(<) On suppose que p est autoadjoint.
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Montrons que p est une projection orthogonale. Autrement dit que Im(p)_L Ker(p).
Soit y € Im(p) et a € Ker(p). Ona y = p(x) ou x € E.
D’ou,
(y,a) = (p(x),a) = (x,p(a)) = ({x,0g) =0.
Donc, Im(p) L Ker(p). Comme Im(p) et Ker(p) sont supplémentaires, on a Ker(p)J‘ =Im(p) et p est la projection orthogonale sur
Im(p). m]

— Y Exercice 14.6

Soient (E,(-,)) un espace euclidien et s une symétrie de E.
Montrer que s est une symétrie orthogonale si, et seulement si, s est un endomorphisme autoadjoint.

Résolution

A rédiger

VI.2. Théoréme spectral

~—— @) Théoréme 14.20 - Théoréme spectral [version endomorphisme]

Tout endomorphisme autoadjoint d’'un espace euclidien admet une base orthonormée de vecteurs propres.

Plus précisément, si (E, (-,-)) un espace euclidien et f est un endomorphisme autoadjoint, alors il existe %8 une
base orthonormée de E telle que la matrice Matg(f) est diagonale.

Démonstration

Admis (Démonstration non exigible) o

“® Remarque 14.18

On dit qu'un endomorphisme autoadjoint d’'un espace euclidien est diagonalisable en base orthonormée.

~—— @) Théoréme 14.21 - Théoréme spectral [version matricielle]

Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable.

Plus précisément, si A € .%,(R), alors il existe D une matrice diagonale et P € O,(R) une matrice orthogonale
tellesque : D =P x A x P.

Démonstration

Soit A € .4, (IR). On considére f 'endomorphisme de R canoniquement associé a M.

On munit R" du produit scalaire canonique.

Comme A est symétrique et la base canonique de R” est orthonormée pour le produit scalaire canonique, f est autoadjoint.

Le théoreme spectral appliqué a f montre qu’il existe 28 une base orthonormée de E telle que D = Matg(f) est diagonale.

Par la formule de changement de base, il existe P inversible telle que D = P lxAxP.

De plus, P est la matrice de passage de la base canonique a la base 28 et ces bases sont orthonormées.

Donc, P est une matrice orthogonale, puis D = PTxAxP o.
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‘¢- Exemple 14.7

111
Diagonaliser la matrice A=|1 1 1}|.
111

4@ Remarque 14.19

Lintérét d’utiliser une matrice de passage orthogonale est que son inverse est égal a sa transposée, ce qui simplifie
les calculs!

“® Remarque 14.20 - Prudence!

_1 1) est symétrique et
son polyndéme caractéristique est : y4 =X 2, Donc, 0 est la seule valeur propre de A, d’ot1 A n’est pas diagonalisable
(sinon A serait égale a la matrice nulle).

. N . . 1
Le théoréme spectral ne s’applique aux matrices a coefficients dans C! La matrice A = (i

— Y Exercice 14.7

Soient (E,(-,)) un espace euclidien et f un endomorphisme autoadjoint.
Montrer que les sous-espaces propres de E sont deux a deux orthogonaux.

Résolution

Soient A et p deux valeurs propres distinctes de f.

Soit (x,y) € E)(f) x Eu(f).

Alors, f(x)=A.x et f(y)=p.y. D’ou, (f(x),y) = (A.x,y) = A x (x,y) et {x, f(y)) = px {x, y).
De plus, comme f est symétrique, {(f(x),y) = (x, f(y)).

Donc, (A — ) x (x,y) =0.

Comme A # 1, on a : {x,y) = 0. Ceci est vrai pour tout (x,y) € E)(f) x E ,(f).

Ainsi, E)(f) et E M(f ) sont orthogonaux.

Définition 14.15 - Endomorphisme autoadjoint positif, défini positif
Soient (E,(-,)) un espace euclidien et f un endomorphisme autoadjoint.

On dit que f est autoadjoint positif lorsque,

VxeE, (f(x),x)=0.

On note .#*(E) 'ensemble des endomorphismes autoadjoints positifs.

On dit que f est autoadjoint défini positif lorsque,
Vxe EN{0g}, (f(x),x)>0.

On note .#**(E) I'ensemble des endomorphismes autoadjoints définis positifs.

~—— @) Théoréme 14.22 - Caractérisation spectrale

Soient (E,(-,-)) un espace euclidien et f un endomorphisme autoadjoint.
On a les équivalences :

» f e S (E) si, et seulement si, les valeurs propres de f sont positives ou nulles.

» f e S (E) si, et seulement si, les valeurs propres de f sont strictement positives.
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Démonstration

On note n la dimension de E. Par le théoréme spectral, il existe (e1,...,e,) une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de f.
Pour tout i € [1,n], on note A; la valeur propre associée a e;.

» (=) On suppose que f € L1 (E).
Soit i € [1,n]. On a : (f(e;),e;) = (A;.e;,e;) = Aile;,e;).
Comme la base (eq,...,ey) est orthonormée, (f(e;),e;) = A;.
De plus, comme f € #*(E), (f(e;),e;)=A; 2 0.
» (<) On suppose les valeurs propres de f positives ou nulles.
n
Soit x = Z x;.e; € E. Par linéarité de f et bilinéarité du produit scalaire :
i=1

n n n n n n n n
(f(x),x) = <f(z xi.ei), Z xi.ei> = Z Z x;x;{f(e;),e;) = Z inxj(/li.ei,ej) = Z Z Aixixjle;,ej).
i1 =1

i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1

Or, la base (e1,...,en) est orthonormée, on a : {e;,e ;) = §; j, puis,
n
(f@,x) =Y 1x2>0.
i=1

Dong, f € T (E).

» (=) On suppose que f € T (E).

Soit i € [1,n]. Comme ci-dessus, (f(e;),e;) =1;.

De plus, comme f € FTHE) et x; # 0 (car c’est un vecteur propre), (f(e;),e;) =1; >0.
» (<) On suppose les valeurs propres de f strictement positives.

n n
Soit x = ) x;.e; € E\{0g}. Comme ci-dessus, (f(x),x) =) Aix?.

=1 =1~~~
=0
De plus, comme x # O, un des x; est non nul, donc, (f(x),x) > 0.
Dong, f € T (E). o

Définition 14.16 — Matrice symétrique positive, définie positive

Soit M € %, (R).

On dit que M est positive lorsque,
VX €. Myp1(R), X MX=>0.

On note %, (R) 'ensemble des matrices symétriques positives.

On dit que M est définie positive lorsque,
VX € My 1(RIN{O}, XTMX>0.

On note %, *(R) 'ensemble des matrices symétriques définies positives.

~— @) Théoréeme 14.23

Soient (E,(-,-)) un espace euclidien, f un endomorphisme autoadjoint et % une base orthonormée de E.
On a les équivalences :

> fe€FT(E)si, et seulement si, Matg(f) € &, (R).
> fe S T(E)si, et seulement si, Matg(f) € & " (R).

Démonstration

On note M = Matg(f).
X1
Soit x =x1.e1+ -+ xp.en € E. On note X = Matg(x) =

Xn
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Par symétrie du produit scalaire puis opération dans une base orthonormée,
(f(x),x) = (x, f(0)) =X T MX.

Les équivalences du théoréeme découlent alors de I'égalité précédente. o

~—— @) Théoréeme 14.24 - Caractérisation spectrale

Soit M € #,(R).
On a les équivalences :

» M e % (R) si, et seulement si, les valeurs propres de M sont positives ou nulles.

» M e & "(R) si, et seulement si, les valeurs propres de M sont strictement positives.

Démonstration

On munit R" du produit scalaire canonique et on note 98 la base canonique de IR (qui est orthonormée pour ce produit scalaire).
On note f 'endomorphisme de R” canoniquement associée a M.

On déduit du théoréme 14.18 page 23 que f € L(R").

De plus, en appliquant successivement le théoréme 14.23 page 27, puis le théoreme 14.22 page 26 :

» Me Sf’nJ'(R) si, et seulement si, f € 7 (E), ce qui équivalent & dire que les valeurs propres de f sont positives ou nulles.

> Me %" (R)si, et seulement si, f € #*7(E), ce qui équivalent a dire que les valeurs propres de f sont strictement positives.

Or, f et M ont les mémes valeurs propres, ce qui termine la démonstration. o
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