Lycée OZENNE ECGB2
CORRECTIONS EXOS DU COURS

Applications linéaires Chapitre 3

Corrections exercices types

Exercice 1. exo3-1 Soit f I'application de R? dans R® définie par :
Y(x,y) € R?, f((x,¥)) = (x— y,2x—3y,x +2y). Montrons que f est une application linéaire de R* dans R3.
Soient (u, v) € R?, soit A € R, avec u = (x,y),v = (x/,y') dott: Au+v=Ax+x', Ay +y)
Et
fAu+v)=Ax+x' —Ay+¥),2Ax+x)-3Ay + y), Ax+ X' +2(Ay +y'))
=Ax—-y2x=3y,x+2))+(x' -y, 2x" -3y, x' +2y))
=Af(W+ fv)
D’oi1 f est une application linéaire de R? dans R.

Exercice 2. exo3-2 Soit n€N. Soit f I'application de R, [x] dans R[x] définie par :
VPeR,[x], f(P) = P'. (P’ étant la dérivée de P). Montrons que f est un endomorphisme de R, [x].

1. Tout d’abord si P € R, [x] alors deg(P) < ndonc deg(P)<n-1<n.
Donc f(P) e R,[x] (D).

2. Montrons ensuite que f est linéaire :
V(BQ) eRy[x],VAER,

FAP+Q)(x) = (AP +Q)' (%)
= AP'(x) + Q'(x) par linéarité de la dérivation

= Af(P(x) + f(Q(x))

L'application f est bien linéaire de R, [x] dans R, [x] (d’apres (1)).
Par conséquent f est un endomorphisme de R, [x].

Exercice 3. exo 3-3
1. Onreprend 'exo 2, déterminons Ker(f). On a Ker(f) = {P € R,[x], P’ =0} = {P € Ry[x]} = Rg[x].
(car dire que P’ = 0 implique P = constante)
NB: f n'est pas injective.
2. Onreprend l'exo 1, déterminons Ker(f).
OnaKer(f) ={(x,,2) eR3,x—y=0,2x-3y=0,x+2y =0}.

x— y=0
Onrésout{ 2x—-3y=0 o x=y=0.

x+2y=0
Par conséquent : Ker(f) = {Og2} et donc f est injective.

Exercice 4. exo 3-4et3-5

1. Onreprend I'exo 2, déterminons Im(f).
Onavualexo2quedeg(f(P))<n—-1donc f(P) e R,_1[x].
On sait déja que Im(f) cR,_;[x].
Puis, si Q € R,,—1[x] alors on peut toujours trouver un polynéme de degré au plus n tel que P' = Q (Q est
continue donc admet des primitives).
D’olt R;,—1[x] € Im(f). Finalement Im(f) = R,—1[x] # R,[x] donc f n’est pas surjective.
dim(Im(f)) = n.
2. Onreprendl'exo 1, déterminons Im(f).
On considere la base canonique de R?.
OnaIm(f)=Vect((f((1,0)), f((0,1))) = Vect(((1,2,1),(-1,-3,2)))
Avec ((1,2,1), (-1, -3,2)) famille libre car deux vecteurs non colineaires.
Donc ((1,2,1),(—1,-3,2)) est une base de Im(f) qui est donc de dimension 2.
3. Soit f € L(R?), définie parVu=(x,y) € [Riz,f(u) =(x+y;2x+2y).
Donnons Ker(f) et Im(f).
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On sait par hypothéses que f est un endomorphisme de R?.
Ker(f) ={(x,y) € R?, (x + ,2x+2y) = (0,0)}

={(x,y) ER*, x = -y}
={(~y, ), yeR}
=Vect((-1,1))

De plus, (—1,1) étant unique et non nul, c’est une famille libre et étant génératrice, c’est une base de Ker(f).
NB: Ker(f) # {0} donc f n’est pas injective.

Considérons la base canonique (e, e2) de R2.
Alors, Im(f) = Vect((f(e1), f(e2)) = Vect((1,2)) car f(e1) = f((1,0)) =(1,2) = £((0,1)) = f(en).

De plus, (1,2) est unique et non nul donc libre et engendre Im(f) c’est donc une base de Im(f).
NB : Im(f) # R? donc f non surjective.

Exercice 5. exo 3-6
Déterminons le rang de 'application f définie de R, [x] vers R3 par: VP e Ry [x], f(P) = (P(1),P'(1), P(0)).

Il faut d’abord prouver que f est linéaire de R, [x] vers R3.
Y(PQ)eR[x],VAER,

FAP+Q)(x)) = (AP +Q)(1), AP+ Q)'(1), (AP + Q)(0))
= (AP(1) +Q(1), AP’ (1) + Q' (1), AP(0) + Q(0)) par propriétés des fonctions et linéarité de la dérivation
=A(P(1),P'(1),P(0)) +(Q(1),Q"(1), Q(0))
= Af(P(x) + f(Q(x))

Lapplication f est bien linéaire de R, [x] vers R3.

Pour trouver le rg(f), deux méthodes possibles : soit passer par le calcul de Im(f) soit par celui de Ker(f) avec
le théoreme du rang pour conclure.

» Premiere méthode : calcul de Im(f)
On considere la base canonique de Ry [x] : (Pg, P1, P2), avec Py(x) =1, P1(x) = x, P2(x) = x%:
Im(f) = Vect((f(Po), f(P1), f(P2)).

fPy) = (Po(l),P(’](l),Po(O)) = (1,0,1) car Py(x) = 1 pour tout réel x donc Py(1) = Py(0) =1 et P(’)(x) = 0 donc
P(’)(l) =0.
fy = (Pl(l),Pi(l),Pl(O)) = (1,1,0) car P;(x) = x pour tout réel x donc P;(1) = 1,P;(0) = 0 et P;(x) =1 donc
Pi)=1
fPy) = (Pz(l),Pé(l),Pg(O)) =(1,2,0) car Pp(x) = x2 pour tout réel x donc P»(1) = 1,P»(0) =0 et Pé(x) = 2x donc
Pé(l) =2.

D’oli: Im(f) = Vect((1,0,1),(1,1,0),(1,2,0)).
Regardons si la famille ((1,0,1), (1,1,0),(1,2,0)) est libre :
Soient a, B,y des réels on résout 'équation de liberté :
a(1,0,1)+p(1,1,00+y(1,2,00=(0,0,0) ® a+ B+y=0,+2y=0,a=0a=F=y=0
Donc la famille est libre et étant génératrice, c’est une base de Im(f) donc
dim(Im(f)=3=rg(f)

» Deuxieme méthode : calcul de Ker (f).
Ona
Ker(f) ={P € Ry[x],(P(1),P'(1), P(0)) = (0,0,0)}

={P e Ry[x],P(1) =0,P'(1) =0, P(0) = 0}

Or, P € Ry[x] signifie qu’il ne peut avoir au plus que 2 racines.
Mais, on a P(1) =0 = P'(1) donc 1 est racine double de P et P(0) = 0 0 est aussi racine de P ce qui donne 3 racines
pour P ce qui est impossible a moins d’étre le polynéme nul.
Ainsi: Ker(f) =1{0} (f estinjective)
Et d’apres le théoréeme durangon a:
dimR[x]) =3=dim(Im(f))+dim(Ker(f)) =rg(f)+0dourg(f) =3.

Exercice 6. exo 3-7

Soit A= (; 1 ) et soit f € £ (4> (R)) définie par: VM € 4L (R), f(M) = AM.
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Que peut-on dire de f?

On sait déja que f est un endomorphisme de .4, (R) par hypotheses.
A est inversible car ses colonnes ne sont pas colinéaires donc forment une famille libre.
ker(f) ={M € 4,(R), AM = 0} = {M e 4r,®R), A" AM =M= A"1.0=0} = {0}.

car A inversible
Donc f est injective (donc bijective) d’ou f est finalement un automorphisme de .45 (R).

Exercice 7. exo 3-8 Soit l'application f définie de R3 vers R3 par : V(x,y,2) € R3, flx,y,2) =
(2x+5y—2z,-3x+y,x+4y+42).
Montrons que f € GL(R3).

Tout d’abord, montrons que f est un endomorphisme de R3.

f est une application de R® dans R® par définition.

Montrons que f est linéaire.

Pourtout uet vdeR3 et Aréel: f(Au+v) = QAx+x)+5Ay+y —2(Az+2)),-3Ax+x) +Ay+ ¥, Ax+x' +4Ay+
Y)+4Az+2)=AQRx+5y—22,-3x+y,x+4y+4z)+ 2x +5y' 22, -3x + ¥y, X'+ 4y +4Z) = Af (w) + f(v).

Donc f est bien linéaire, c’est un endomorphisme de R3.

Déterminons Ker(f).
Ker(f) =1(x,5,2) €R3, f((x,¥,2)) = (0,0,0)} = {(x,1,2) €R3,2x +5y—22=0,-3x+y =0,x +4y+4z =0} = {(0,0,0)}.
Donc f est injective (donc bijective) et finalement f € GL(R3).

Exercice 8. exo3-9et3-11

Soit f 'endomorphisme de Ry[x] défini par: VP € Ry [x], f(P)(x) = (x — 1)P'(x) + 3P(x).

Déterminons la matrice A de f dans la base canonique de R [x].

La base canonique de Ry [x] est (P, Py, P») avec Py(x) = 1, P1(x) = x, Po(x) = x°.

D'olu: f(Pp)(x)=(x—-1)x0+3x1=3=3.Py(x), f(P)x)=(x-1)x1+3x=4x—-1=-1.Py(x)+4.P(x),
F(P2)(x) = (x—1) x (2x) +3x? = 5x% — 2x = —2.P1 (X) +5.P5 ().

Par conséquent la matrice A de f dans la base canonique de R, [x] est donnée par :

3 -1 0
A= 4 =2
0 0 5

A est une matrice triangulaire supérieure sans zéros sur la diagonale donc A est inversible.
f est donc bijective.

Exercice 9. exo 3-10
. 2 1 0 0
SmentAz(O 1) eth(1 0).
Soit f 'endomorphisme de .4, (R) défini par: VX € 4, (R), f(X) = AX - XB.
Déterminons la matrice A de f dans la base canonique de .45 (R).
On note (E) = (E1,1, E1,2, E21, E2 2) 1a base canonique de .#-(R). On calcule les images par f des vecteurs de la base
canonique que 'on exprimera dans cette base :

2 0
f(E1,1)=(0 0)=2131,1

-1 2
f(Er2) = ( 0 0) =—-E11+2E 2.
1

0
flE1) = (_1 0) =E - E.

0 1
f(E2p) = (_1 _1) =E12—Ex1 —Ezp.

D’ol1la matrice de f dans la base canonique (E) :
2 -1 1 0

0 2 0 1

o 0 -1 -1}

0 0 0o -1

A=Mat(f)g=

Exercice 10. exo 3-12

1 0 1
Soit A=(0 1 —2) et P(x) = x> —3x% + 2x. Montrons que P est un polyndme annulateur de A.
0o 0 2

1 0 3 1 0 7
Par calcul direct ona: A% = (0 1 —6) et A= (0 1 —14).
0 0 4 0 0 8
Puis P(A) = A3 —3A%2 + 2A = 05 Ainsi P(A) =0 et P est bien un polynéme annulateur de A.

Corexoschap n°3 3



Exercice11. 3-13

2 =21
Soit A=| 2 -3 2|etP(x)=x%+2x—3. Montrons que P est un polynéme annulateur de A.
-1 2 0
-1 4 =2
Par calcul direct ona: A2=|-4 9 —4| Puis P(A) = A2 +2A—3I3 = O3 Ainsi P(A) = 0 et P est bien un
2 -4 3

polynéme annulateur de A.
De A?>+2A—3I3 =03 on en tire que :
A(A+213) =31 & LA(A+2[) = L.

D’ot1 A estinversible et A™' = 1(A+2I5).

Exercice 12. exo 3-14

1 -2 1
Soit f € Z(E) dont la matrice dans unebasede Eest: A=|-1 1 0 [.Donnons Ker(A) et Ker(f).
1 3 -4
X
Soit X e M3, (R), X =|y],
z
x-2y+ z=0 x=-2y+ z=0 1
X =
XeKer(A) o AX=0{-x+ Yy =0 - y+ z=0% y@X:x 1].
x+3y—-4z=0 5y—-5z=0 y= 1

D’ou Ker(A) = Vect

Avec | | 1| | # 0 et unique donc libre et étant générateur c’est une base de Ker(A).

Pour avoir Ker (f) qui est un sev de E on écrit en ligne les coordonnées obtenues :
Ker(f)=Vect((1,1,1)).

—
—

Exercice 13. ex03-15 Soit f € Z(R%) dontla matrice dans la base canoniquede R3est: J=|1 1 .Donnons

—
—
N = =

Im(J)).et Im(f).

Pour avoir Im(J), il suffit de lire les colonnes de J: ona C; = C # Cs.
Avec C; et C3 non colinéaires donc formant une famille libre.

1 1
Ainsi Im(J) = Vect||1],]1
1 2

Pour avoir, Im(f) on écrit en lignes les vecteurs colonnes :
Im(f)=Vect((1,1,1),(1,1,2))

Exercice 14. exo 3-16 Discuter sans calcul de 'inversibilité des matrices suivantes :
1

A= , A est non inversible car toutes les colonnes sont identiques.

1
1
1

non inversible car une colonne de zéro

non inversible car C; = Cs.

o]

|
- O OO
— O~ O H O o
— e e O O e e e e

Exercice 15. exo 3-17
Soit % = (Py, P1, P;) la base canonique de Ry [X], et B’ = (Ry, Ry, R2), ou Ry(X) =1, R (X) =X -1 et Rp(X) = (X - 1)2,
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une autre base de cet espace. Déterminons la matrice de passage P de 9 a 8’ puis la matrice de passage Q de %' a
B.

D’apres le cours il suffit d’écrire en colonne les coordonnées de vecteurs de 98'dans 2.
On utilise aussi le fait que Ry(x) =1,Rj(x) = -1+ xet Ro(x) =1-2x+ x2,

1 -1 1
DouP=|0 1 -=2{.
0 0 1

P étant la matrice de passage entre les deux bases 9 a %', P est donc inversible et on sait d’apres le cours que la
matrice de passage Q de 2’ a2 % est donnée par Q = P71

1 1 1
On inverse P et on trouve par réduite de Gaussque Q=P ' =0 1 2
0 0 1

Exercice 16. exo 3-18 Reprenons ’exo 15 . Déterminons a I'aide de la proposition précédente les coordonnées
du polynéme R(X) = 4X% —3X +7 dans labase &'.

Soit R(x) = 4x2—3x+7. Pour avoir ses coordonnées dans la nouvelle base %', on utilise la formule de changement
de base, en notant X le vecteur colonne associé a R dans %, X' le vecteur colonne associé a R dans %' :

! — p—1
X'=Pl, X
1 1 1 7 8
Dou:X'=|0 1 2]|-[-3]|=(5]. Doit R(x) = 4x? —3x+7 s’écrit dans la base %’ par: R'(x) = 8+ 5x + 4x°.
0 0 1 4 4

Exercice 17. exo 3-19

Soit f I'endomorphisme de R;,[x] défini par f(ax2 +bx+c)=ax?— (b+4a)x+6a+4b+3c. Soient B et B' les
deux bases de I’exo 15. Déterminons la matrice M de f dans la base 9, puis la matrice D de f dans la base %’.

On a & = (Py, P1, P») la base canonique de Ry[X] donc Py(x) =l,a=b=0,c=1,Pi(x) =x,a=c=0,b=1et
enfin Po(x) = x%,a=1,b=c=0.

D'ott: f(Pg)(x) =3=3Py(x), f(P1)(x) = —x+4=4Py(x) — P1(x), f(P2)(x) = X2 —4x+6=6Py(x) — 4P (x) + Po(x).

Ainsi la matrice de M de f dans la base 98 est donnée par

3 -1 6
M=({0 -1 -4|.
0 0 1
On avait trouvé la matrice de passage P de 28 a #' dans 'exo 15:
1 -1 1
pP=10 1 -2
0 0 1
Et son inverse :
1 1 1
pl=lo 1 2|
0 0 1
On a la formule de changement de base :
3 0 0
M=PDP'oD=P'MP,dotuontrouve D={0 -1 0.
0 0 1
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