SUITES DE FONCTIONS TD

‘ Suites de fonctions — TDg ’

Exercices pratiques

Exercice 1:

Pour tout n € IN*, on définit f,: Ry — R
x - x+i

1. Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,),en* sur R.
2. Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions ( f,%)nE]N* sur R,.

3. Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions ( f,%)ne]N* sur [0,a] ou a € R;.

Exercice 2 :

nxx
Pour tout n € IN* et x € R, on note f,(x) = ———.
1+n2xx2

1. Etudier la converge uniforme de la suite de fonctions (f,,) sur R.

2. Soit a > 0. Etudier la converge uniforme de la suite de fonctions (f,,) sur [a, +ool.

Exercice 3 :
Soit @ € R. Pour tout n € IN*, on considére : f,: [0,1] — R
x — n%xxx(1-x)"
Discuter selon les valeurs de a de la converge uniforme sur [0,1] de la suite de fonctions (f3,).
Exercice 4 :

Pour tout n € IN*, on consideére : f,,: [0,1] — R
xx \/n sixe[O,%

x - nx(x-1)

1-nxn

Etudier la converge uniforme sur [0,1] de la suite de fonctions (f,).

sixe[l,1]

Exercice 5 :
1

Déterminer la limite, si elle existe de la suite de terme général u,, = f cos (x x efnxxz) dx.

0
Exercice 6 :

On note I =[0,2] et, pour tout ¢ € I, fo(t) = ¢. Pour tout n € IN, on pose fr+1(t) = /2 + fu(t).
Etudier la converge simple et uniforme sur I de la suite de fonctions (f;),eN.

Exercice 7 :

Pour tout n € IN, on note :
X
Vxel0,1], fox)=1 et friilx)= 1+f fu(t® —t)dt.
0

1. Montrer par récurrence que, pour tout n € IN et x €[0,1] :

n+1

0< fre1(@)—frlx) < m

2. En déduire que la suite de fonctions (f;,) converge simplement vers une fonction f sur [0,1].
3. Montrer que f n’est pas la fonction nulle.
4. Montrer que la suite de fonctions (f;,) converge uniformément vers f sur [0, 1].

5. En déduire que, pour tout x € [0,1], £'(x) = f(x — x2).
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TD SUITES DE FONCTIONS

Exercices théoriques

Exercice 8 :

Soient a < b des réels et (f,) une suite de fonctions a valeurs réelles définies sur [a, b].
On suppose que (f,) converge uniformément sur [a,b] vers f :[a,b] — IR une fonction continue.
On considere (x,) une suite d’éléments de [a,b] qui converge vers x € [a,b]. Montrer que f,(x,)

f(x).

n—+oo
Exercice 9 :

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et a valeurs dans K. On suppose que, pour tout
n €N, f, est bornée sur I.

1. On suppose que la suite de fonctions (f,) converge simplement vers une fonction f sur I. Etudier le caractére
borné de la fonction f.

2. On suppose que la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers une fonction f sur I. Etudier le caractére
borné de la fonction f.

Exercice 10 :

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et a valeurs dans IK. On suppose que les fonctions f;,
sont convexes.

On suppose que la suite de fonction (f,,) converge simplement vers une fonction f sur I.

Montrer que f est convexe.

Exercice 11 :

Soient (f3,) une suite de fonctions définies sur 1.
On se place dans le cadre d’application du théoréme de dérivabilité de la limite d’'une suite de fonctions :

(i) Pour tout n € IN, la fonction f;, est de classe € sur I ,
(i) (f,) converge simplement sur I vers f,
(iii) (f,) converge uniformément sur I vers g,

Montrer que la suite de fonctions (f;,) converge uniformément sur tout segment inclus dans I vers f.
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