ENSEMBLES ET DENOMBREMENT (RAPPELS)

1  Vocabulaire des ensembles et des applications

Ensembles
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W FElément / appartenance : Quand z est dans ensemble E, on note
z € E. On dit que x est un élément de E ou que x appartient a E.

B [nclusion : On dit que ’ensemble A est inclus dans ’ensemble B
et on note A C B si tous les éléments de A sont aussi dans B. On dit
également que A est un sous ensemble de B.

o>

B Réunion : Si A et B sont deux sous ensembles d’un ensemble F, on appelle réunion
des ensembles A et B et on note A U B ’ensemble contenant tous les éléments de A et
B. Ainsi

re€AUB <<= zxzc€AouxeB

=

B [ntersection : Si A et B sont deux sous ensembles d’un ensemble E, on appelle inter-
section des ensembles A et B et on note AN B I'ensemble ne contenant que les éléments
qui sont a la fois dans A et dans B. Ainsi

re€ANB <<= zxzcAetzxeB

B FEnsembles disjoints / incompatibles : Si A et B sont deux sous ensembles d’un en-
semble F, on dit qu'’ils sont disjoints ou incompatibles si A et B n’ont aucun élément en

commun. On note AN B = 0.

§ Il ne faut pas confondre "disjoints" et "distincts". (Distincts signifiant simplement

>
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m Complémentaire : Si A est un sous ensemble d'un ensemble E, on appelle complé-
mentaire de A (dans E) Pensemble noté A° ou A, constitué de tous les éléments de F
qui ne sont pas dans A. Ainsi, si x € F,

S’il peut y avoir confusion d’ensembles "E", on note plutot
E\A (pour E privé de A). Ainsi,

re€FE\A < ze€FEetaxgA

rcA = xdA ‘ E

B Partition / systéme complet : Soit F = {Az}

une famille de sous ensembles d’un ensemble F. 1(% Ay
dit que F est une partition de E si et seulement si Ay
AiNA;j=0 sii#j oni,jel As As
U A, = E etc
=
B Produit cartésien de n ensembles. Soit F = {Ai}i:l,...,n une famille de sous en-
sembles d’un ensemble E. On note A; X ... x A, ’ensemble formé de tous les n-uplets
(1,...,zp) 0021 € Ay, ... , 2, € Ap.

I-2  Applications
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B [njection : On dit qu'une application f : E — F est injective s’il n’existe au maximum
qu’un antécédent par f pour chaque élément de F', autrement dit,

B Surjection : On dit qu’une application f : E — F est surjective s’il existe au minimum
un antécédent par f pour chaque élément de F', autrement dit,

fle)=fly) = z=y

f
B Bijection : On dit qu'une application f : ' — I est bijective s’il existe exactement un

antécédent par f pour chaque élément de F', c’est-a-dire que f est injective et surjective.
autrement dit, f

m Composée de deux bijections : Si f: E — F et g: F' — G sont bijectives, alors g o f
est bijective.

yeY = JzeFEtelquey=f(z)

yeY = 3z ecE tel quey= f(x)

m  mage dune partie : Si f: E— F et AC E, on note f(A) = {f(z) |z € A} C F.

m Application réciproque : Si f : E — F est une application bijective, on note
f~': F — E 'unique application telle que

fltof(x)=2 VackE
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11 Dénombrement

Afin de résoudre certains cas de dénombrement sur des situations non élémentaires, on
est amené a faire une modélisation visant & se ramener & une situation plus simple par
une situation de bijection. Il faut donc connaitre un certain nomcre de situations basiques
et savoir interpréter des mots clés dans l’énoncé.
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Notion de cardinal

m Cardinal : On appelle cardinal d’un ensemble fini F le nombre d’élément contenus
dans E. On note ce nombre card E ou quelquefois |E|.
Dénombrer des cas revient o déterminer le cardinal d’un ensemble.

m  Cardinal et bijection : Si F est un ensemble fini et f : E — F une bijection, alors F
est fini et card ¥ = card F.

"Modéliser” une situation signifie “réaliser une bijection avec un ensemble plus simple a
dénombrer”.

On met ceci en valeur par l'utilisation de mots tels que “si et seulement si”, “cette situation
revient a7, etc. ..

B Principe multiplicatif : Si A = Ay x ... x A,, alors
card A = card A; x card A x ...card A,

De maniére générale, si les éléments de A peuvent se décomposer comme des n-listes
(1,...,2,) liées par exemple o des étapes successives dont les possibilités AS") pour l’étape

1 fizée sont en mnombre identique ((t(,z,rd(AE])) = (:(J,T’(J(A,§2>) =...)
étape 1 : x1 = ° ° ° A
étape 2 : 12 = ‘o o ... '\," o ... o\{ etc
/‘v \\ A;l) A(ZZ)
suite : e cic N e

méme cardinal as
Alors cardA = a; X ag X ... X ap,
1 2

avec a1 = card Ay, as = (:(w'dAé ) — (:a'/‘dAé I a3 =.... )
Outre les événements successifs, on peut également se trouver dans cette situation si on
peut décrire le phénomene observé par des “et” (A1 et Ay et ...et Ay,).
m Cardinal de 'ensemble des parties : Si E est un ensemble fini. On note

P(E)={ACE}
c’est-a-dire ’ensemble constitué de tous les sous ensembles de E. On a

card P(E) = 2", oun=card F

Par exemple, si E ={1,2,3}, on a
P(E)={0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}}
——
E
On an =3 éléments dans E et retrouve bien 23 = 8 éléments dans P(E).
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m  Nombre de p listes avec répétitions : Pour n,p € N*, p < n, on appelle nombre de p
liste avec répétition le nombre d’éléments de ’ensemble

Formules élémentaires

{Gr,....ip) |in € [sn] VE=1,...,p}
c’est
nP
C’est par exemple le nombre de mots de longueur p lettres que 'on peut constituer avec
un stock de n lettres réutilisables.

m  Nombre de p listes sans répétitions : Pour n,p € N*, p < n, on appelle nombre de p
liste sans répétition le nombre d’éléments de I’ensemble

{(ir,....ip) | ix € [1;n] VE=1,...,p et ot les i), sont deux & deux distincts }

c’est n!

(n—p)!
Exemple : le nombre de mots de longueur p lettres 2 & 2 distinctes que I'on peut constituer
avec un stock de n lettres (non réutilisables).

m  Nombre de permutations : Pour n € N*, on appelle nombre de permutations de n
éléments le nombre d’éléments de I’ensemble

{(ir,....in) | ir € [1;n] VE =1,...,n et ou les i; sont deux & deux distincts}

b)
c’est n!

Exemple : le nombre de mots de longueur n lettres 2 a 2 distinctes que I’on peut constituer
avec un stock de n lettres.

m  Nombre de combinaisons : Pour n,p € N*, p < n, on appelle nombre de combinaisons
de p nombres parmis n le nombre d’éléments de ’ensemble

{{ir,....ip} |ix € [1;n] VE=1,...,p et ot les i), sont deux & deux distincts}

()=

Exemple : le nombre de mots de résultats distinctes dans un tirage simultané de p boules
dans une urne de n boules numérotées.

c’est
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