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I - Equations et inéquations

1/ Regles de calcul

Rappels fondamentaux :
e soustraire revient a additionner 'opposé ;
e diviser revient a multiplier par l'inverse.

1.1) Factorisations et développements

Proposition (distributivité de la multiplication par rapport a I’addition)

Soient a, b et c trois réels. Alors |a(b+ c) = ab + ac. I

Cette relation va permettre de :

e développer des expressions algébriques afin de les simplifier

e factoriser une expression afin de résoudre une équation ou étudier un signe.

Corollaire (identités remarquables)

Pour tous les réels a et b,

(@a+b?=a?>+2ab+b*| |(a—Db)?=a*-2ab+b*| |(a+Db)(a-Db)=a*>-b

Remarque : en pratique, la derniere relation sera la plus utile.

1.2) Quotients

Proposition
Soient a, b, c et d des réels, avec b # 0 et d # 0. On a les relations suivantes :
ad _a a,c_atc a4 L
bd b b b b b"d bd
b d a c¢
1+ il E_C < a=bc b= 3 < ad=bc

Remarque : les deux dernieres relations, souvent qualifiées de produit en croix, sont essen-
tielles pour résoudre des équations comportant des quotients.



I - Equations et inéquations Regles de calcul

1.3) Puissances

Proposition

Soient a et b des réels non nuls, p et q des entiers relatifs. On a alors :

p
1 _ a? 2P a1 = g+l A
apP
a)F’
b

Remarque : pour tout 4 € R, on pose par convention a° = 1.

aP
— p 7 o_
a? b? = (ab) i (

Exemple : simplifier les nombres M et 24°% x 125 x 1007+
pie : sunp 84 x 213

1.4) Laracine carrée

Définition

La racine carrée d'un réel positif a est I'unique réel positif dont le carré égale a.

x=20
2

On le note \a. Autrement dit, |x = \a & {

X-=da

2
Remarque : attention, (\/E) =a pour tout a > 0 mais Va2 #a lorsque a < 0.

Théoréeme

Soient a et b des réels positifs. Alors | Vab = va x Vb pour b > 0.

La quantité conjuguée

Pour simplifier ou transformer une expression de la forme a + b+/c (ot 4, b et ¢ sont des
entiers), on va la multiplier par la quantité conjuguée a — b +/c.

Exemple : simplifier puis calculer lim (n - Vn?2 + 1).

3+ \/g Nn—+00

1.5) Lavaleur absolue

Définition |Pour x € R, on pose |x| = x si x > 0 et |x| = —x sinon : c’est la valeur absolue de x.
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I - Equations et inéquations Résolution d’équations

Proposition

Pour tout x e R,ona |x| >0 et |x| = max (x, —x) = |—x|.

Corollaire

e Pourtout x e R, ona ||x* = x2| et ||x] = Va2

e Pourtousxety €R,ona |x|:|y| = x=*ty.

DEMONSTRATION — en effet, |x] = *x et |xf = %2, dou |x|] = Va2 puisque |x| > 0.
Pour résoudre 1'équation, il suffit alors de passer au carré et de factoriser.

Proposition

Soient x et y deux réels. Alors :

x| = Il x |y] [1xl = [y] ]| < e+ y| < Ixl + Jy|

DiMONSTRATION — utiliser la relation |x|* = x2 pour se débarrasser des valeurs absolues.

1.6) La partie entiere

Définition

Soit x € R : le plus grand entier inférieur ou égal a x est appelé la partie entiére de x.
On le note | x]. C’est de plus 'unique entier n € Z tel que n < x <n+1.

Remarque : attention, ce n’est pas 1’arrondi a l’entier le plus proche.

Proposition

Pour tout réel x, ona x—1 < |x] < x. I

2/ Résolution d’équations

2.1) Regles de manipulation

Proposition

Quand on ajoute ou retranche un méme réel aux deux membres d'une équation, on obtient
une nouvelle équation qui a exactement les mémes solutions que la premiere : on dit que alors
les deux équations sont équivalentes.
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I - Equations et inéquations Résolution d’équations

Proposition

Quand on multiplie ou divise les deux membres d'une équation par un méme réel non nul,
on obtient une équation équivalente.

Exemple : 3x+4=x+10 &= 2x =6 < x = 3.

2.2) Le produit nul

Théoréme

Un produit de deux facteurs est nul si, et seulement si, au moins I'un des deux facteurs est nul.
Autrement dit,

ab=0=a=0 ou b:O‘

Remarques :

e Pour résoudre une équation compliquée, on cherchera a se ramener a un produit nul ;
il faudra donc éviter de développer les expressions lorsque cela n’est pas nécessaire.

e Attention a ne pas multiplier ou diviser les membres d"une équation par une quantité
dépendant de I'inconnue ; cela peut modifier I'ensemble des solutions.

Exemples : résoudre les équations x> —1+3(x+1) =0 et 3x* + 3x* = 9x® + 9x.

2.3) Application aux équations du second degré

Définition

Un polynéme du second degré est une fonction de la forme P : x —> ax* + bx +c, aveca # 0.
On appelle équation du second degré I’équation associée P(x) = 0.

Exemple : résoudre les deux équations x*+6x+5=0 et 2x2+8x—1 =0 en reconnaissant
le début du développement d"un carré.

Mise sous forme canonique (H-P)

Tout trindme du second degré P(x) = ax*+bx+c (aveca # 0) s’écrit sous forme canonique

by A
— 2 — -] - —
P(x) = ax +bx+c_a{(x+2a) 4a2}

ot le réel A = b? — 4ac est le discriminant du trindme. On en déduit les résultats suivants :

e La courbe de P dans un repére orthogonal est une parabole de sommet S (—% ;C— %)
b

e Sig > 0, la fonction P est décroissante sur ] —00; =2~ ] et croissante sur [—% 5 +00 [

e Siag <0, la fonction P est croissante sur ] —00; —% ] et décroissante sur [—% 5 +00 [
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I - Equations et inéquations Résolution d’équations

On en déduit aussi le théoréme suivant :

Théoréme (racines et factorisation d’un trindme)

Soit P(x) = ax*+bx +c (avec a # 0) un polyndme du second degré de discriminant A = b* —4ac.

e Si A <0, alors P n’admet pas de racines réelles.

) ) ) b
e S5i A =0, alors P admet une unique racine réelle | xo = ~5

De plus, on a P(x) = a(x — x)° pour tout x € R.

_—b- VA

e Si A >0, alors P admet deux racines réelles | x; = o

et | x,

De plus, on a P(x) = a(x — x1)(x — x2) pour tout x € R.

Remarque : lorsque A = 0, le dernier cas se ramene en fait au deuxieme puisque I'on a alors
x1 = X3 = Xp. On dit pour cela que x; est une racine double du polynéme P.

Corollaire (relations entre coefficients et racines)

Soit P(x) = ax* + bx + ¢ (avec a # 0) un polyndme du second degré de discriminant positif et

. Y . c
de racines x1 et x, (elle peuvent étre identiques). Alors |x; +x; = —=| et |[x1XXxp = -
a a

Remarque : ceci est tres utile lorsque le polynéme possede une racine « évidente ».

Corollaire (signe d’un trindme)

Soit P(x) = ax? + bx + ¢ (avec a # 0) un polyndéme du second degré de discriminant A.

e 5i A <0, alors P reste du signe de a sur R.
e S5iA > 0,alors P est du signe de a a l'extérieur de ses racines et du signe opposé a l'intérieur.

Remarque : on retrouvera ce résultat (et les précédents) sur la représentation graphique
du trindme. Il y a six cas distincts, selon le signe de a et la valeur de A (les représenter).
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I - Equations et inéquations Ordre et opérations

3/ Ordre et opérations

3.1) Relation d’ordre

Définition |Soient x et y deux réels. Lorsque le nombre réel y — x est positif, on dit alors que
x est inférieur ou égal a y, ce qui se note x < y.

3.2) Compatibilité avec les opérations

Proposition

Soient x, y et z trois réels.

o Six<y,alors x+z<y+z

e Six<yetz>0
< <0

,alors xz < yz
, alors xz >

Yz

o Six

yet z

DEMONSTRATION — on revient a la définition x <y = y-x€R.

Corollaire

Soient a, b, c et d des réels.
e Sia<betc<dalorsa+c<b+d.

e Si0O<a<bet0<c<d, alors ac < bd.

Proposition (passage au carré)

Soient a et b des réels.

a
b

e S5i0<
e Sia<

< b, alors 0 <
<0,alors 0 <

Remarque : attention, on ne peut rien dire quand a et b sont de signes opposés.

Proposition (passage a l’inverse)

<

: . , 1
Soient a et b des réels non nuls de méme signe. Si a < b, alors -
a

Sl

Remarque : quand a et b sont de signes opposés, le résultat est évident ...

Proposition (passage a la racine carrée)

Soient a et b des réels positifs. Si a < b, alors a < Vb.
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I - Equations et inéquations Résolution d’inéquations

3.3) Ordre et valeur absolue

Définition |Soient x et y deux réels. On appelle distance entre x et y le réel d(x,y) = |x - y'.

Remarque : c’est la distance entre les points de la droite réelle associés aux nombres x et y.
On en déduit graphiquement la propriété suivante :

Proposition (résolution d'inéquations)

Soient x€R et k>0.0na:

K <ke= -k<x<k| e |k @>k ou x<—-k

4/ Résolution d’'inéquations

4.1) Regles de manipulation

Elles ont été vues dans la section « Compatibilité avec les opérations ». Résumons-les.

Proposition

e On obtient une nouvelle inéquation équivalente quand :

— on ajoute un méme réel aux deux membres d'une inéquation
— on multiplie les deux membres d’ une inéquation par un réel strictement positif

e Si I'on multiplie par contre les deux membres d'une inéquation par un réel strictement
négatif, il faudra changer le sens de l'inégalité pour obtenir une inéquation équivalente.

Exemples : x+5>20¢&= x> -5 et -2x<6 & x > -3.

4.2) Signe d’un produit ou d’un quotient

Pour résoudre des inéquations compliquées ou établir des encadrements d’expressions
un peu tordues, on se ramenera apres factorisation a I'étude du signe d’un produit ou d’un
quotient. On utilise alors un tableau de signe pour conclure.

x+3
> 2.
8

Exemple : résoudre les inéquations (x +2)(2x + 1) < 5(x +2) et -
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IT - Trigonométrie

1/ Le cercle trigonométrique

Définition |On appelle cercle trigonométrique le cercle de centre O et de rayon 1.
On le note U = {M(x,y) € ,@/xZ +y* = 1}.

Remarque : il existe deux sens de parcours de U, le sens trigonométrique et le sens horaire.

Définition |Une abscisse curviligne d’un point M € U est un réel dont le signe donne le sens

de déplacement de 1(1;0) a M et la valeur absolue une longueur de I'arc de cercle ™.

Remarque : tout point de U admet une infinité d’abscisses curvilignes, définies a 27 pres.
C’est pourquoi on les notera x = 0 + 2kmt (avec k € Z) ou encore x = 0 [27].

Définition |Soit o un réel. On considere le point M de U d’abscisse curviligne a.
e L'abscisse de M est appelée le cosinus du réel o et notée cos(a).
o L'ordonnée de M est appelée le sinus du réel « et notée sin(a).

e Si cos(a) # 0, on note T l'intersection de (OM) et de la droite d’équation x = 1.
L’ordonnée de ce point T est appelée la tangente du réel o et notée tan().

Remarque : ceci permet de retrouver graphiquement les diverses propriétés des fonctions
trigonométriques (valeurs remarquables, variations, périodicité, parité et symétries).

2/ Formules de trigonométrie

2.1) Relation fondamentale

Théoréme

Pour tous réels x et y, on a X% + y2 =1 si, et seulement si, il existe un réel 0 € R tel que

cos? 0 +sin’0 =1

x =cosO et y=sin0O. En particulier, pour tout réel O.

Corollaire

Pour tout réel p # £ + krt (aveck € Z), ona |1 + tan*p = 1/ cos *¢. I




IT - Trigonométrie Formules de trigonométrie

2.2) Périodicités et symétries

Pour tous réels 0 € Ret ¢ # § + km (aveck € Z), on a:

sin(@ + 2m) = sin O sin(3 — 6) = cos 0

cos(6 + 2m) = cos O cos(3 — 0) =sin 6

tan(p + 2m) = tan @ tan(3 — @) =1/tan¢
sin(—0) = —sin O sin(rt — 0) =sin O sin(6 + 1) = —sin O
cos(—0) = cos O cos(rt — 0) = —cos 6 cos(6 + 1) = —cos O
tan(—¢) = —tan g tan(rt — @) = —tang tan(p + 1) = tan @

Exemple : déterminer cos( ) et sm( g )

2.3) Formules d’addition et de duplication

Pour tous réelsaetbe R, ona:

cos(a + b) = cosacosb — sinasinb

sin(a + b) = sinacos b + sinbcosa S
cos(a — b) = cosacosb + sinasinb

sin(a — b) = sinacosb —sinbcosa ) .,
cos(2a) = cos“a — sin“a

sin(2a) = 2sinacosa
=2cos?a—1=1-2sin’a

Exemples : trouver le sinus, le cosinus et la tangente de 7/8 et /12,

Les formules de factorisation (H-P)

Soient p et g deux réels. En écrivant p = @ + 5l et g = p+q — 54, puis en utilisant les

formules d’addition, on obtient les formules de factorisation sulvantes
e cos(p) + cos(g) =2 cos(p q) cos(p q)
+ _
1 ) sin (%)
e sin(p) + sin(g) = 2 sin (p q) cos (p q)

e sin(p) —sin(g) = 2 cos (p q) sin (p q)
qui permettent de résoudre d’infames équations et inéquations trigonométriques.

e cos(p) — cos(g) = —2 sin (P

Exemple : mettre sous forme factorisée 1'équation cos(x) + cos(3x) = sin(2x).
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II - Trigonométrie Equations trigonométriques

3/ Equations trigonométriques

3.1) Résolution d’équations simples

Théoréeme

Pour tout réel 6, on a :
e cos(x) = cos(0) si, et seulement si, x = 0 + 2knt ou x = —6 + 2kt avec k € Z.
e sin(x) = sin(0) si, et seulement si, x = 0 + 2k ou x = w— 60+ 2knt aveck € Z.

e tan(x) = tan(0) si, et seulement si, x = 6 + kmt avec k € Z.

Remarque : dans le dernier cas, il faut que 6 # 7 + k7t (avec k € Z) pour que tan(6) existe.

3.2) Arccosinus, arcsinus et arctangente

Onreviendra plus tard sur la définition et les propriétés de ces trois fonctions réciproques.
En attendant, voici ce qu’il faut savoir pour éviter de raconter trop d’aneries !

Proposition

La fonction cos est strictement décroissante sur [0 ; 1t ] et atteint toutes les valeurs de [ -1;1]
une seule fois. Pour tout t € [=1;1], on note arccos(t) I'unique solution dans l'intervalle
[0; 7] de I'équation cos x = t.

Exemples : on a arccos(0,5) = £ mais arccos (Cos(%)) =

s
g

Proposition

La fonction sin est strictement croissante sur [—m/2;m/2] et atteint toutes les valeurs de
[ —1;1] une seule fois. Pour tout t € [ =1;1], on note arcsin(t) I'unique solution dans l'inter-
valle [ -7t/2;1t/2] de I"équation sinx = t.

Exemples : on a ainsi arcsin(0,5) = ¢ mais arcsin (sin(%”)) =

W[

Proposition

La fonction tan est strictement croissante sur | —m /2 ; 71/2 [ et atteint toutes les valeurs de R une
seule fois. Pour tout t € IR, on note arctan(t) I'unique solution dans l'intervalle | —1t/2; /2
de l'équation tanx = t.

Exemple : calculer arctan(1) et arctan(-1).
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II - Trigonométrie Equations trigonométriques

3.3) Factorisation de acos(x) + bsin(x)

Des expressions de cette forme se rencontrent en électronique, par exemple. Pour déter-
miner I’amplitude et la phase du signal résultant, on a besoin de factoriser 1’expression.

Proposition

Soient a et b deux réels non nuls. On note ¢ un réel vérifiant les relations cos ¢ = a/ Va? + b?
et sinp = b/ Va? + b2. Pour tout x € R, on a alors

a cos(x) + b sin(x) = Va? + b? cos(x — @)

Exemple : résoudre les équations cosx — V3 sinx =1 et V6 cosx + V6 sinx+ V3 =0.
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III - Le langage mathématique

1/ Notions de logique

1.1) Propositions, assertions

Définition |On appelle proposition ou assertion un énoncé pouvant étre soit vrai, soit faux.

Exemples :
e [’assertion Py : «1 > 2 » est fausse.
e L'assertion P, : « tous les triangles équilatéraux sont isoceles » est vraie.

e L'énoncé P; : « Il n'existe pas de nombre x tel que x* = —1 » n’est pas une assertion.
En effet, il n’est pas assez précis pour que 1’on puisse trancher.

Définition |On dira que deux assertions P et Q sont équivalentes si elles sont toujours soit
simultanément vraies, soit simultanément fausses. On note alors P <= Q.

Exemple : pour toutréel x,ona 2x =2 & x = 1!
Remarque : ainsi, ce symbole « équivalence » s’utilisera entre des équations, des inéquations

ou des phrases, mais jamais entre des nombres ou des expressions algébriques.

1.2) Connecteurs élémentaires

On peut, a partir d’assertions, en fabriquer de nouvelles a 1’aide de connecteurs logiques.
Soient donc P et Q deux assertions.

Définition |« NON P » est I’assertion qui est vraie lorsque P est fausse et fausse lorsque P est vraie.

Exemples : donner les négations des assertions précédentes.

Proposition

Les assertions P et NON (NON P) sont équivalentes. I

Définition |« P ET Q » est l'assertion qui est vraie lorsque les deux assertions sont simultanément
vraies, et fausse sinon.
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III - Le langage mathématique Notions de logique

Définition |« P OU Q » est 'assertion qui est vraie lorsqu’au moins I'une des deux assertions est
vraie, et fausse sinon.

Remarque : si P et Q sont simultanément vraie, P OU Q est encore vraie.

Les valeurs prises par ces nouvelles assertions se résument dans des tables de vérité, que
’on pourra utiliser pour démontrer les propositions énoncées dans la suite du cours.

PIQ|PETQ|POUQ
P | NON P | NON (NON P) V|V \Y \Y
\Y F \Y V| F F \Y
F \Y F F |V F \Y
F|F F F

1.3) Implications et équivalences

Définition |« P = Q » est 'assertion qui est vraie lorsque Q est vraie des que P I'est.

Attention, c’est une notion tres délicate : ainsi, P = Q est vraie dés que P est fausse.
Le plus simple est de garder en téte le cas ot I'implication est fausse : cela se produit lorsque
P est vraie et Q est fausse puisque c’est le seul cas contredisant la définition. Par conséquent,
P = Q est vraie lorsque P est fausse ou Q est vraie.

Remarques:
® On dira que Q est une condition nécessaire pour P.

® On dira également que P est une condition suffisante pour Q.

® Si P est fausse ou si Q est vraie, I’assertion « P = Q » est toujours vraie. Par exemple,
« Les éléphants roses ont des ailes » et «S'il fait beau, les triangles ont trois cotés ».

Définition |«P <= Q »est 'assertion qui est vraie lorsque les assertions P et Q sont simultanément
vraies ou fausses.

PIQIP=Q|P=Q
VIV \Y \Y
V| F F F
F |V \Y F
F|F \Y \Y

Proposition

o Les assertions « P==> Q » et « (NON P) OU Q » sont équivalentes.
o Les assertions « P Q» et « (P—=> Q) ET (Q= P)» sont équivalentes.
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III - Le langage mathématique L’art de la démonstration

2/ L’art de la démonstration
2.1) Regles logiques

Proposition (regles de simplification)

Soit P une assertion. Alors :

e PET(NON P) équivauta FAUX
P OU (NON P) équivauta VRAL
P OU VRAI équivauta VRAL

P OUFAUX équivauta P.

P ET VRAI équivauta P.

P ET FAUX équivauta FAUX.

Proposition (associativité et distributivité)

Soient P, Q et R trois assertions. Alors :

e (PETQ)ETR équivauta PET (QET R).

e (POUQ)OUR équivauta P OU(Q OUR).

e PET(QOUR) équivauta (PET Q)OU (P ET R).
e POU(QETR) équivauta (P OU Q) ET (P OU R).

Remarques:

O Les deux premiéres propriétés sont les associativités de la conjonction et de la disjonc-
tion ; elles montrent que les parentheses sont superflues. Les deux suivantes sont les
distributivités de la conjonction par rapport a la disjonction, et réciproquement.

® Les assertions « P ET (Q OU R) » et « (P ET Q) OU R » ne sont pas équivalentes.
Attention a la position des parentheses dans de tels cas.

Proposition (regles de négation)

Soient P et Q deux assertions. Alors :

NON (P ET Q) équivauta (NON P) OU (NON Q)

NON (P OU Q) équivauta (NON P) ET (NON Q)

NON (P = Q) équivauta P ET (NON Q)

NON (P < Q) équivauta (P ET (NON Q)) OU (Q ET (NON P))

DEMONSTRATION — tables de vérité pour les deux premiers points ; les autres s’en déduisent.
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III - Le langage mathématique L’art de la démonstration

Proposition (implications et équivalences)

Soient P, Q et R trois assertions. Alors :
o P = Q est fausse si P est vraie et Q est fausse.

o P= Q équivauta (NON Q)= (NON P). C’est la contraposition.
o P Q équivauta (NON P) < (NON Q).

e Si P—=Q e Q=R alors P=R.

DimonsTrAaTION — utilisation des définition et caractérisation de I'implication.

2.2)

Schémas classiques

La plupart des démonstrations suivent les mémes schémas.
Voici une liste (a peu pres exhaustive) de ceux que 1’on croisera :

Démontrer « A ET B »
Montrer 1’assertion A et I’assertion B, 'ordre n’ayant aucune importance.

Démontrer « A OU B »
Montrer que 1'une (au moins) des assertions est vraie. Par exemple, on suppose que A
est fausse et on en déduit que B est nécessairement vraie.

Démontrer « A = B »
Supposer que A est vraie. Montrer que B est vraie.

Démontrer « A = B » par contraposée
Supposer que B est fausse. Montrer que A est fausse.

Exemple : soit n € IN. Montrer que si n? est impair, alors n est impair.

Démontrer B sachant que « A = B »
Montrer que A est vraie.

Démontrer C sachant que «kA = C» et «B=—= C»
Montrer que « A OU B » est vraie.

Exemple : soit n € IN. Montrer qu'il est impossible d’avoir n? = 4k + 3, aveck € Z, en
distinguant les cas A «n est pair » et B « n est impair ».

Démontrer « A < B»
Montrer que « A = B» et « B= A».

Démontrer A par 1’absurde.
Supposer que A est fausse. Déduire une contradiction avec les hypotheses de départ.

Exemple : montrer que V2 est irrationnel.
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IV — Calculs de limites et de dérivées

1/ Calculs de limites

Dans toute cette section, f est une fonction définie sur un intervalle I de R et a est un
point ou une borne (finie ou non) de I. On dira alors que f est définie au voisinage de a.

1.1) Notion de limite

Définition (intuitive)

e On dit que x tend vers a € IR si les valeurs prises par x sont aussi proches de a qu’on le désire.
o On dit que x tend vers +oo si les valeurs prises par x sont aussi grandes qu’on le désire.

o On dit que x tend vers —oo si les valeurs prises par x sont aussi petites qu’on le désire.

Soit alors £ € R U {—00; +00}. On note %gr; f(x) =€ si f(x) tend vers € lorsque x tend vers a.

Exemples : ona lim 1 =0 et lim x* =4.

X—>+00 x—2

Définition

o La limite a gauche de f en a est la limite de f(x) quand x tend vers a et que x < a.
On la note lim f(x) ou encore lim f(x).

X—a
o La limite a droite de f en a est la limite de f(x) quand x tend vers a et que x > a.
On la note lim f(x) ou encore lim f(x).
x—a x—at

x>a

Exemples : ona lim 1 =-co0 et lim 1 = +oo.
x—0- ¥ x—0+ ¥

i . e ’ —oosal, i o
Remarque : si une fonction est seulement définie sur Ja;+oo[ ou | -o0;a], il est inutile de
préciser que I'on étudie sa limite a gauche / a droite en a car il n’y a aucune ambiguité.

1.2) Limites usuelles

On suppose dans cette sous-section que a € I : la fonction f est donc définie en a.

Théoreme (limite en un point 2 du domaine de définition)

Si la fonction f est composée de fonctions usuelles, alors |lim f(x) = f(a).

Exemple : étudier les limitesde f :x+— Vx?+2x+5 en—4etenb.
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IV — Calculs de limites et de dérivées Calculs de limites

Proposition (prolongement en un point)

Soit g une fonction définie sur 1\ {a} et telle que g(x) = f(x) pour tout x € I\ {a}.
Si lim f(x) = f(a), alors |lim g(x) = f(a).

x> —4

Exemple : étudier 1Y1£r21 pp

Théoréme (limites aux bornes du domaine de définition)

Soit n € IN* un entier fixé.

o | lim x" =+o0| et | im — = lim — =0.

X—+00 x—+oo X1 x—-oco X

) ) . .1
e Sinest pair, alors | lim x" = lim — = +oo0.

X—-00 x—0 X"
. . . 5 " 1 o1
e Sinest impair,alors | lim x" = —co|, |lim — = —oco| et | lim — = +o0.
x—-00 x—0- X" x—0* x"
. .1 . . 1
o [ lim x =lim — = +oo| et |lim Vx = lim — =0|
X—+00 x—0 \/E x—0 X—+00 X

1.3) Opérations algébriques

Les résultats suivants, qui prouvent 1'existence de limites et permettent de les calculer,
concernent indifféremment des limites en un réel, en +o0o ou en —oo.

(a) Limite d’une somme

lim f teR|[CeR|LeR | +o0 | —0

limg || {€R| +c0 | —0c0 |+00|-00
imf+g|| €+¢ | +0 | —00 | 400 | —00
Forme indéterminée : « 0o — 0o » comme dans lim (Vx +1- \/E) ou lim (x* —3x+2)
X—+00 X—+00

(b) Limite d’un produit

imf | £eR [£>0[{(>0|6<0|f<0]|+00|+00 |00

limg |’ €R| +oo —00 +00 —00 | 400 | —00 | —00

lim fg et +00 —00 —00 +00 | 400 | —00 | +00

Forme indéterminée : « 0 X o0 » comme dans lim sin(x) In(x).
x—0
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IV — Calculs de limites et de dérivées Calculs de limites

(¢) Limite d’un inverse
imf |[[£#0]|+c0|—-0c0| 0" | O~
lim1/f | 1/¢ | O 0 | +00| -0
e al . 1 )
Forme semi-indéterminée : « = » comme dans lim
0 x—1 x2 - 1
(d) Limite d’un quotient
lim f ¢ t | ¢ +00 +00 —00 —00
limg ||/ #0|+c0 | -0 | >00ul" | <00ul |¢>00ul"|¢ <00ul”
limf/g| ¢/ | O 0 +00 —-00 —00 +00
0 41 -1
Formes indéterminées : « — » et « > » comme dans lim ad et lim Vx
0 10%) -1 x2 -1 x—oto0o x + 1

1.4) Techniques d’étude des formes indéterminées

Forme indéterminée « oo — oco»

On essaye de factoriser par le plus gros terme (idéalement, une puissance) de la somme.

Forme indéterminée «1/0»

On détermine le signe du dénominateur.

Forme indéterminée « o0o/co»

On factorise si possible au numérateur et au dénominateur par les plus gros termes (des
puissances induisant les limites infinies), que 1’on simplifie ensuite.

Forme indéterminée «0/0»

On procede de méme, en factorisant par les termes provoquant les limites nulles.

Lorsque les formes indéterminées sont provoquées par des produits ou quotients de puissances et
d’exponentielle ou de logarithme, on peut penser aux CROISSANCES COMPAREES !

Inx In(x+1)
x2+1’ x? ©

2 4 —2x

Exemples : limites en +co de t x°e

1.5) Théorémes de comparaison

Théoreme (de passage a la limite)

Soient f et g deux fonctions ayant des limites finies en a, et telles que f < g au voisinage de a.
Alors |lim f(x) < lim g(x).

19
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IV — Calculs de limites et de dérivées Calculs de limites

Théoréme (des gendarmes)

Soient f, g et h des fonctions telles que f < g < h au voisinage de a.
On suppose en outre que lim f(x) = lim h(x) = € € R.

Alors la fonction g admet une limite en a et |lim g(x) = ¢.

Remarque : cette fois, le théoreme permet de prouver l'existence d"une limite.

Corollaire |Soient f, g deux fonctions et € € R tels que | f- €| < g au voisinage de a.

Si lim g(x) = 0, alors |lim f(x) = ¢.

1 . sinx . . (1 . xsinx
Exemples : étudier lim ——, lim x sin{=] et lim .
X—+00 X x—0 X X—+00 ]_ + x2

Théoréme (de minoration / de majoration)

Soient f et g deux fonctions telles que f < g au voisinage de a.
1) Si lim f(x) = +co, alors lim g(x) = +oo.

2) Si lim g(x) = —oo, alors lim f(x) = —oco.

Exemple : étudier lim (x —cosx) et lim Vx?2+x+1.

X—>-00 X—+00

1.6) Composition des limites

Définition

Soient f et g deux fonctions définies sur 9 et ' telles que | f(x) € 2’ pour tout x € 9.

La fonction composée de f par g est la fonction go f :x+— g( f (x)) définie sur 9.

Exemple : pour f:x+— x? et f:x+ +x,déterminer fog et go f.

Théoréme

Soient 1 et | deux intervalles de R, a un point ou une borne de 1, b un point ou une borne J,
et £ un réel, —oo ou +o0o. On considere deux fonctions f définie sur 1, g définie sur ], telles que :

O f(x) €] pour tout x €1 ® lim f(x)=b (3] lirrz} gsy)="¢
x—a y—

Alors la fonction g o f est définie sur 1 et |lim go f(x) = ¢.

+3
Exemple : déterminer lim Vx2+1 et lim cos( > )

X—+00 X—+00 x2 —_ 1
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IV — Calculs de limites et de dérivées Calculs de dérivées

2/ Calculs de dérivées

2.1) Définition

Définition |Soit € une courbe du plan. On dit que la courbe € admet la droite (T) pour tangente
en A € € siles droites (AM), pour M € € \ {A}, admettent la droite (T) pour
position limite lorsque le point M tend vers A.

Lorsque ¥ estla courbe représentative d'une fonction f définie sur un intervalle I, alors
A(a, f(a)) et M(x, f(x)) avec a €I et x € I\ {a}. De ce fait, la droite (AM) a pour pente le réel
T(x) = L@ que 'on appelle le taux d’accroissement de f entre a et x.

X—a
De plus, ce taux admet une limite finie quand x tend vers a si, et seulement si, (AM) admet
une position limite oblique, la tangente a 4" en A. Celle-ci est donc la droite passant par A et
de coefficient directeur lim 7,(x). Ceci motive la définition qui suit.
X—a

Définition |Soient I un intervalle et f une fonction définie sur L.

admet une

f(x) - f(@)
a

limite finie en a, notée f'(a) : celle-ci s’appelle alors le nombre dérivé en a.

e On dit que f est dérivable en a € 1 lorsque la quantité

e On dit que f est dérivable sur 1 lorsqu’elle est dérivable en tout point de 1.

Notation : on écrit f’ = 5, pour préciser la variable par rapport a laquelle on dérive.

Cas des fonctions de plusieurs variables

Une fonction f dépendant de deux variables x et y n"admet pas une dérivée, mais deux

d d
dérivées partielles par rapport a x et y notées respectivement of et —f

ax  dy

Exemple : calculer les dérivées partielles de f : (x,y) — 5x* + 4xy — y*.

2.2) Dérivées usuelles

Théoréeme

Voici les expressions des dérivées des fonctions usuelles actuellement connues.
Faire attention aux ensembles de définition et de dérivabilité de ces fonctions.

f(x) X cosx | sinx tan x e’ |Inx

f'(x) || ax®1 | —sinx [ cosx | 1+tan®’x =1/cos’x | e* | 1/x

Remarques:
O Les fonctions inverse et racine carrée sont des puissances particuliéres.

® La plupart des formes indéterminées « 0/0 » se ramenent a des calculs de dérivées.
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IV — Calculs de limites et de dérivées Calculs de dérivées

. h_
Corollaire lim sinf =1 lim < L 1 lim Ind + 1) =1
h—0 h h—0 h h—0 h
Exemple : calculer lim (1 + —) et lim 1—cz—zosx.
X—+00 X x—0 X
2.3) Opérations sur les dérivées
Théoreme
Soient f et g deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle I de R, et k € R.
Alors les fonctions f + g, fg et kf sont dérivables sur I'intervalle 1 et 'on a
f+g)y=f+¢ (kf)" = kf’ (fey =f'g+f¢
Si de plus g ne s’annule pas sur 1, alors les fonctions 1/g et f/g sont dérivables sur 1 et
(1/8) = -¢'/¢* (f18) = (fg-fg)/¢’

2.4) Dérivées des composées

Théoréeme

Soient deux fonctions, f définie sur un intervalle 1 et g définie sur un intervalle ], telles que
f(x) € ] pour tout x € 1. On suppose que f est dérivable en a € 1 et que g est dérivable en

(g0 f) (@) = f@)xg [f@)

f(a) €]. Alors la fonction composée g o f dérivable en a et

Remarque : si f est dérivable sur l'intervalle I et que g est dérivable sur l'intervalle J, alors
la fonction g o f est dérivablesur I et |(go f)' = f' X g o f.

Application a la recherche de primitives

Dans le cas d’une fonction un peu tordue, il faut souvent reconnaitre une expression de
la forme u’/u, u’ X u* oubien u’ X (v’ o u) afin de faire apparaitre la dérivée d’une fonction
composée.

Exemples : primitives de f:x+— tanx, g:x+— Inx/x et h:x+— xe**.
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IV — Calculs de limites et de dérivées Relations de comparaison

3/ Relations de comparaison

Les fonctions f, g, h et k sont définies au voisinage de 4, point ou borne d’un intervalle I.

3.1) Fonctions négligeables

x
Définition |Si lim & =0, on dit que f est négligeable devant g au voisinage de a.

xX—a g(_x)
Cecisenote f = o (g).

Résultats sur les puissances et croissances comparées

x*= o (xf) poura<p|x*= o (e) pourae€R|In(x)= o (x*) poura >0

X—>+00 X—+00

xP = o (x%) poura < fp Inx = 00(1/x“) pour a > 0
X—> X—>

x*= o (xf) poura<p|e*= o (x*) poura€R
X—-00 X—-00

Proposition (regles de manipulation)

o Si f= o (g) et g= o (h), alors f = o (h).

o Si f= o (h) et g = 0 (k), alors fg = 2 (hg) = o (hk).

o Si f= o (h) et g= ;ga (h), alors (af +Jﬁg) =0 (h) pour tous (a, ) € R

Théoréme

Si f= o (g) et que g est bornée au voisinage de a, alors lim f(x) = 0.
X—a xX—a
Exemple : o (1) est une fonction de limite nulle en a.
xX—a

3.2) Fonctions équivalentes

f()

Définition |Si lim —— =1, on dit que f est équivalente a g au voisinage de a.

x—a g(x)
Ceci se note f ~ g.

X—a

Equivalents usuels

sinx ~x|e* =1 ~x|Inl+x) ~ x|1-cosx ~ x%/2
x—0 x—0 x—0 x—0
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IV — Calculs de limites et de dérivées Relations de comparaison

Proposition (équivalent d’une somme)

Si f=g+ o (g)alors f ~ g. I

Exemples : 5x° +8x>—17x+4 ~ 5x° et 8x* —37+x ~ 8x%

X——00 X—+00

Proposition (obtention d’équivalents)

Si f est dérivable en a et que f'(a) # 0, alors | f(x) — f(a) e (x —a)f'(a). I

Théoréme (fondamental)

Si lim f(x) existe et que f ~ g, alors lim g(x) = lim f(x). I

Exemples : déterminer lim (5x° + 8x> — 17x +4) et lim (8x2 -37 \/E)

X——-00 X—+00

Remarque : la réciproque est fausse lorsque la limite est nulle ou infinie. C’est justement
la que la notion d’équivalent apporte des renseignements supplémentaires. En effet, des
équivalents simples permettent de comparer les vitesses de convergence ou de divergence.

Proposition (manipulation des équivalents)

e Onaf~ge=g~fe f-g=0() = f=g+0(3)

xX—a X—a

o Sif ~getg ~ halors f ~ h.

X—a X—a

o Si f ~hetg ~ koalors fg ~ hk.

o Si fx:ag alors f* e g% pour tout a € R.

Remarque : on ne peut ni additionner ni composer les équivalents! Si la tentation vous
prend, il faudra y résister en utilisant des fonctions négligeables (cf. dernier paragraphe).

Attention, les notations f(x) ~0 ou f(x) ~ +co n’ont aucun sens.

3.3) Application aux formes indéterminées

Théoréme (essentiel)

Si f ~ galors f=g+ o0 (9) I

On peut dans ce cas remplacer la fonction f par g + o (g) et utiliser les regles de

manipulation précédentes afin de simplifier une expression dans laquelle elle intervient.

. 8x*+5x+2 . sin(2x) + sin(3x) _
Bemples: @ M~ O T oo © 1 T

In(sin x)
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V — Ensembles et applications

1/ Théorie des ensembles

1.1) Notions de base

Définition | Un ensemble est une collection d’objets a laquelle un objet peut appartenir ou non.
e On note « x € E » lorsque x appartient a l'ensemble E : c’est un élément de E.
e On note « x ¢ E » lorsque x n’appartient pas a I'ensemble E.

e On note 0 I” ensemble vide, qui est dépourvu d’élément.

e On note enfin {x} I'ensemble constitué du seul élément x.

Exemples : R, Z et N sont des ensembles; —1 ¢ N mais -1 € Z; 2 ¢ {4}.

Définition

Soient E et F deux ensembles.
e On dit que F est une partie de E et 'on note F C E si tout élément de F appartient a E.

o [’ensemble des parties de E se note Z(E).

Exemple : exposer la méthode pour prouver que FC EdanslecasE=Q et F = Z.

Proposition

Soient E, F et G des ensembles quelconques.
e pcEet ECE.
e SiECcFet FCG,alorsE C G.

e E=F si, et seulement si, (ECF et FCE).

Exemple :onalNcZcQcRcC.

Remarques:

1) Le dernier point donne la démarche pour montrer I'égalité de deux ensembles.

2) Attention a l'ensemble vide, qui peut vérifier toute propriété possible et imaginable

puisqu’aucun élément ne pourra venir la contredire.

Ainsi, I’assertion « Tous les éléphants roses ont des ailes » est vraie.
De méme pour « Les poules qui ont des dents crachent du feu ».
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1.2) Opérations sur les ensembles

Définition |Soient E un ensemble et A, B deux parties de E. On définit les parties suivantes :
e AUB= {er/xeruxeB}appeléel’uniondeAetB

e ANB= {x € E/x €Aetxe B} appelée l'intersection de A et B

A= {x €E / x ¢ A} appelée le complémentaire de A

ANB= {x €A / x ¢ B} appelée le complémentaire de B dans A

Remarque : I'ensemble A \ B = A N B se lit aussi A privé de B.

Proposition

Soient E un ensemble et A, B, C trois parties de E. On a les relations suivantes :
e AUA=E et ANA=0.

AUBNCO)=AUB)N(AUCQ)

ANBUCO =ANBUANQC

AUB=ANB ¢ ANB=AUB.

Remarque : on retrouve les propriétés de la négation, de la conjonction et de la disjonction.

Proposition

Soient E un ensemble et A, B deux parties de E. Alors :
e AC(AUB) et BC (AUB).

e (ANB)CA et (ANB)CB.

Proposition
Soient E un ensemble et A, B deux parties de E.
Si AcCB,alors AUB=B et ANB=A.

Définition |Soient A et B deux ensembles. Le produit cartésien de A par B est 'ensemble
AXB= {(a,b)/a €A be B}. Lorsque A = B, on note A X A = A”.

Remarque : cette définition s’étend au produit de n ensembles A;, A,, ..., A, via
Al XAy X--- XA, = {(al,az,...,an)/al €A, a0 €Ay, ..., a EAn}

et lorsque Aj = A, =---=A, = A, onnote Ay X Ay X--- X A, = A". Ses éléments sont des
n-uplets ou encore des n-listes d’éléments de A.
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1.3) Les quantificateurs

Définition | Pour synthétiser les écritures, on utilise les symboles ¥ et 3.
e «Vx€eE» selit « Pourtout x € E »
o «dx€E» selit «Ilexistex € E»

o «A!x € E» selit «Ilexiste un unique x € E »

Exemples : 'assertion « F C E» s’écrit «Vx€F, x € E»
«dxg € A, Va €A, a< x» signifie que A admet un plus grand élément

Proposition

On ne peut pas intervertir deux quantificateurs distincts. Autrement dit,

VxeA dyeB.. #dyeB, VxeA ..

Remarque : par contre, pas de souci en présence de quantificateurs identiques.

Exemple :
e ['assertion «Vm € IN,dn € IN, m + n impair » est vraie.
e L'assertion «dn € N,V m € N, m + n impair » est fausse.

Définition | Un prédicat sur un ensemble E est une assertion P(x) dépendant d"une variable x € E.

Exemple : pour x € R, on définit P(x) : «x? > 4 ».

Proposition (négation des quantificateurs)

Soient E un ensemble et P un prédicat sur E.
« NON(Vx€E, P(x)) équivauta xeE,(NON P(x)).
e NON (3x€E, P(x)) équivauta Vx€E,(NON P(x)).

Remarque : le premier point est le principe du raisonnement par contre-exemple.

Exemple : pour montrer que F ¢ E, il suffit de trouver x € F tel que x ¢ E.
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2/ Applications

2.1) Notions de base

Définition |Soient E et F deux ensembles. Définir une application u de E dans F, c’est associer a
tout élément x € E un unique élément de F noté u(x).

o L'ensemble E est appelé I'ensemble de définition de u.
o L'ensemble F est appelé I’ensemble d’arrivée de u.
e Pour tout élément x € E, I'élément u(x) est appelé 'image de x par u.

e Soit y € F: tout x € E tel que y = u(x) est appelé un antécédent de y par u.

Notation : on note alors u : E — F, x —— u(x).

Exemple : lorsque E = F, 'application u : x — x se note Idg et s’appelle I'identité de E.

Définition |Soient E et F deux ensembles, et u : E — F une application.

e Pour toute partie A de E, I'application u;, : A — F, x v+ u(x) est appelée
la restriction de u a A.

o Toute application v définie sur un ensemble A contenant E et vérifiant v, = u
est appelée un prolongement de u.

Remarque: ces notions sont tres utilisées lors des études de fonctions numériques (restriction
a un ensemble de stricte monotonie ; prolongement aux bords du domaine de définition).

2.2) Image directe d'une partie

Définition |Soient E et F deux ensembles, u : E — F une application et A une partie de E.
L’ensemble u(A) = {y eF / dxeAy= u(x)} est appelé l'image directe de A par u.
C’est I'ensemble des images par u des éléments de A.

Exemple : prenons f: R— R, x+— x*.Ona f([-1;2]) =[0;4] et f(R) = R,.

Caractérisation : x€u(A) & dacA, x=u()

2.3) Composition d’applications

Définition |Soient E, F et G trois ensembles, u : E — F et v : F — G deux applications.
On appelle composée de u par v l'application vou : x — v(u(x)) de E dans G.

Remarque : I'ordre est ici primordial et v o u # u o v en général ; d"ailleurs les ensembles de
définition et d’arrivée de u et v risquent de poser probléme.

Tristan Poullaouec 28 http://www.mrpoullaouec. free. fr



V — Ensembles et applications Applications

2.4) Injectivité, surjectivité et bijectivité

Soient E, F deux ensembles et # : E — F une application.

Définition |On dit que u est injective si tout élément de F admet au plus un antécédent par u,
c’est-a-dire que u ne prend jamais deux fois la méme valeur.

Remarque : toute fonction numérique strictement monotone est injective; on peut ainsi
rendre toute fonction injective en restreignant son ensemble de définition.

Proposition (caractérisations équivalentes)

Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
(i) L'application u est injective.

(ii) Pour tout y € F, I'équation u(x) = y posseéde au plus une solution x € E.

(iii) Pour tous (x1,%,) € B, ona u(x;) = u(x;) = x; = xo.

Définition |On dit que u est surjective si tout élément de F admet au moins un antécédent par u,
c’est-a-dire que u atteint toutes les valeurs de I'ensemble d’arrivée.

Remarque : pour rendre une application u surjective, il suffit de prendre comme ensemble
d’arrivée I'image directe par u de I'ensemble de départ.

Proposition (caractérisations équivalentes)

Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

(i) L'application u est surjective.

(ii) Pour tout y € F, I'équation u(x) = y possede au moins une solution x € E.
(iti) Onau(E) =F.

Définition |On dit que u est bijective si elle est a la fois injective et surjective.

Proposition (caractérisations équivalentes)

Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
(i) L'application u est bijective.

(ii) Pour tout y € F, I'équation u(x) = y possede exactement une solution x € E.

(iii) Tout élément de F admet exactement un antécédent par u.

Exemple : I'application cos définit une bijection de [0;t]sur [-1;1].
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3/ Application réciproque

3.1) Définition et premiéres propriétés

Définition | Soit u une bijection de E dans F.

o L'application qui, a tout élément de F, associe son unique antécédent par u dans E

s’appelle I'application réciproque de u. On la note u™'.

e Pour tout couple (x,y) € EXF, onadonc y=u(x) = x=u"'(y).

1
Exemple : mq f:x+— 4+ . est une bijection de R sur ] 4; +oo [ et déterminer .

Proposition

Soient E et F deux ensembles, et u une bijection de E dans F.

Alors {u Y ou=1dg| et |uou! =Idg.

DEMONSTRATION — par définition, I’application u~! associe a tout élément de F son unique
antécédent par u dans E. Ainsi, pour tout (x,y) € ExXF, ona u(u‘l(y)) =y et u‘l(u(x)) = x.

Théoréeme

Soient E et F deux ensembles, u : E — F et v : F — E deux applications telles que

vou =Idg et uov=Idg. Alorsu est une bijection et v = ut,

DfMONSTRATION

e SoityeF:ona u(v(y)) = y donc v(y) est un antécédent de y par u.

e Soit z € E un antécédent de y par u : alors y = u(z) donc v(y) = v(u(z)) = z.

Ainsi v(y) est 'unique antécédent de y par u, donc u est une bijection et v = u™!.

Corollaire

-1
Si u est bijection de E dans F, alors u™" est une bijection de F dans E et (u‘l) =u.

DEMONSTRATION — on applique le résultat précédent a u™!.

Proposition

Soient u : E— F et v : F — G deux bijections. Alors v ou est une bijection de E dans G

Loy,

5 : -1 _
et sa réciproque est |(vou) =u

DEMONSTRATION — vérifier que (v o u) o (u‘l o 0‘1) = Idg et que (u‘l o v‘l) o (vou)=Idg.
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3.2) Cas des fonctions de R dans R

Définition |On dit qu'une fonction f est continue surl si lim f(x) = f(a) pour touta €1
X—a

Remarque : c’est le cas des fonctions usuelles et de leurs composées diverses.

Théoreme (de la bijection continue)

Soient 1 un intervallede R et f : I — R une fonction telle que :

1) f est continue sur 1;

2) f est strictement monotone sur 1;

Alors f est une bijection de 1 sur l'intervalle f(I). De plus, f~' a le méme sens de variation.

Exemple : existence des fonctions arccos, arcsin et arctan.

Remarque : les bornes de f(I) sont les limites de f aux bornes de I. En fait, un tableau de
variations complet fournira a priori tous les renseignements utiles et permettra de débusquer
les bijections (quitte a restreindre les ensembles de départ et d’arrivée si besoin).

Proposition

Soit f une fonction vérifiant les hypotheses du théoréme : c’est donc une bijection.
Les courbes €5 et € sont symétriques par rapport a la droite A d’équation y = x.

DEMONSTRATION — en effet, on a pour tout couple (x; y) € R?
M(x,y) €6 & (xel et y=f(x) (yef(I) et x:f‘l(y)) = M'(y,x) € G

ce qui meéne au résultat puisque M et M’ sont symétriques par rapport a A.

Exemples : les courbes des fonctions carré et racine carrée.

Proposition

Soit f une fonction vérifiant les hypotheses du théoréme. On suppose qu’elle est dérivable et

que f' ne s’annule jamais sur 1. Alors f~! est dérivable sur f(I) et ( f‘l), = !

PREUVE — comme f est dérivable, sa courbe ¢ admet des tangentes en tout point, qui ne
sont jamais horizontales puisque f’ # 0. Par symétrie, la courbe ¢+ admet des tangentes
en tout point, qui ne sont jamais verticales. Ceci prouve que f~! est dérivable sur £(]). Il suffit

ensuite de dériver la relation f ( f ‘1(x)) = x pour obtenir I'expression de ( f ‘1) .

Exemples : dérivées des fonctions exp, racine carrée et arctan.
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Un exemple incontournable : la fonction arctan

1. . sin .. . .
Considérons la fonction tan = —, définie sur l'intervalle ] -753 [
cos

0 (C’est une fonction continue, comme quotient des deux fonction continues sin et cos.

2 s 2
. COos” + sin 1
® Elle est dérivable et tan’ = —=——=1+ tan? > 0.
cos cos

De ce fait, elle est strictement croissante sur ] -%:3 [

® Enfin, lim tan(x) = -co et lim tan(x) = +co
x—-3

_n
X——3

1R

Par conséquent, tan définie une bijection de ] —7% ;% | sur R. Elle admet ainsi une réciproque,
la fonction arctan, qui est définie sur R et dont la dérivée est

1 1 1
tan’(arctan(x)) 1+ tan?(arctan(x)) 1+ x2

— N

arctan’(x) =

Elle apparait fréquemment en calcul intégral, d’ot1 la nécessité de la connaitre.
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VI — Les nombres complexes

1/ Définitions et propriétés algébriques
1.1) Généralités

Théoréme (admis)

1l existe un ensemble C contenant R et appelé corps des nombres complexes tel que :

o C est pourvu d’'une addition et d'une multiplication prolongeant celles de R et vérifiant
exactement les mémes regles de calcul.

o C contient un élément noté i qui vérifie

e Tout nombre z € C s’écrit de maniere unique |z = a +1ib avec (a,b) € R*.

Exemple : pour (4,b,c,d) € R, calculer (a +ib) + (c +id), (a +ib) X (c + id) et 1/ (a + ib).

X=a

Corollaire |Pour tousx, y,aetbe R, ona: x+iy=a+ib <=>{ )
y:

Définition |Soient z € C et (a,b) € R* tels que z = a + ib.
o L'écriture z = a + ib s’appelle la forme algébrique du complexe z.
o Leréel aest la partie réelle de z et se note a = Re(z).

o Leréel b est la partie imaginaire de z et se note b = Im(z).

Remarques:
1) L'ensemble des réels est R = {z eC / Im(z) = 0}.

2) Onnote iR = {z eC / Re(z) = O} I’ensemble des imaginaires purs.

Proposition (linéarité des parties réelle et imaginaire)

Soient z1,z, € Cet A € R. On a alors :

Re (z; + 2z5) = Re (z1) + Re (2,) Re (Az1) = ARe (z;)

Im (Z] + Zz) =Im (Z]) + Im (Zz) Im (/\Zl) =AIm (Z])

PrReuve — cela découle de I'unicité de la forme algébrique d"un complexe.
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1.2) Interprétation géométrique

Dans toute la suite, le plan euclidien &7 est muni d"un repere orthonormé direct (O ;7 ; _v))

Définition |Soient (x,y) € R?, z=x+iy € C et M(x,y) € 2.
e Le point M est appelé I'image du complexe z. On le note M(z).
o Le complexe z est appelé I'affixe du point M.

Remarque : I'application ¢ : & — C, M(x,y) — z = x + iy est en fait une bijection, qui
permet d’identifier le corps C au plan euclidien &. Quand on utilise les affixes pour repérer
les points du plan, on parle du plan complexe et 1’on note les axes de coordonnées R et ilR.

—_
Définition | Tout vecteur V(a,b) du plan complexe est associé a son affixe z =a +ib € C.
—_
On le note alors V ().

Proposition (opérations sur les vecteurs)

e Soient A(z,) et B(zy) deux points du plan complexe. Le vecteur ABa pour affixe

e Soient U (z,) et T (z,) deux vecteurs du plan complexe, et k un réel.
Les vecteurs 1 + U et kil ont pour affixes respectives [z, + z, | et | kz,.

PreuvE - c’est tout simplement la traduction complexe des opérations sur les coordonnées.

1.3) La conjugaison

Définition |Soit le nombre complexe z = a +ib € C avec (a,b) € R

On appelle conjugué de z le nombre complexe

Proposition (interprétation géométrique)
Soit z € C. Les points M(z) et M (z) sont symétriques par rapport a I’axe des abscisses. I

Théoreme (compatibilité avec les opérations)

Pour tous nombres complexes z1 et z; € C,ona

21+ =21+2 21— Zp =21 -2y 21X 2Zp =21 X2

Remarque : en particulier, A z = A Z pour tout réel A.

On peut également exprimer les parties réelle et imaginaire a 1’aide du conjugué, ce qui
permet de retrouver leurs diverses regles de calcul et propriétés.
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Proposition

Pour tout nombre complexez € C, on a @) =2z et

Z+2z Im(Z)ZZ_Z

‘ze]R:»z:E‘ ‘zei]R:»z:—Z

Re(z) =

1.4) Le module

Définition |Soit z = a + ib, avec (a,b) € R?, un complexe.
On appelle alors module de z le réel positif ||z| = Vzz = Va2 + b2

Remarque : dans le cas o1 z = x € R, on retrouve bien la formule bien connue Vx? = [x|.

Proposition (interprétation géométrique)

Soient z € C et M(z) dans le plan complexe. Alors ||z| = OM.

Proposition (normes et distances)

L= -
e Soit V(z) un vecteur du plan complexe. Alors H \Y% H = |zl.

e Soient A(z,) et B(zp) deux points du plan complexe. Alors ‘AB = |zp — z4l.

Exemples : 1) le cercle de centre A(a) et de rayon r > 0 est {M(z) S / |z —al = r}.

2) déterminer I’ensemble des points M(z) tels que |z + 2| = |z — .

Proposition

Pour tout nombre complexe z, on a :

o |lzl=z

e Re(z) <|Re(z)| € |z] ef Im(z) < [Im(2)] < |z

et |zl =0 2z=0.

DEMONSTRATION — en utilisant |a +ib| = Va? + b? ... ou l'interprétation géométrique.

Proposition

Pour tout nombre complexe z non nul, on a

DEMONSTRATION — on utilise cette fois-ci la relation |z|* = zZ.
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Théoréeme (multiplicativité des modules)

Pour tous nombres complexes zq et z, € C, on a

4

4]

v4 .
—M si zo #0

B |25

21 X 22| = [z1] X |22l

DEMONSTRATION — soient z; et z; deux nombres complexes.

e Ona |z X 2| = \/Z]X22X21X22: \/21 XZ1 X 20 X2y = \/Z]ZX \/Z2Z:|21|X|ZZ|.
_ =l
|2

21

4]

Z cq -
e Comme z, # 0, alors |z;] = = 2| x |zo| sibien que

21
— X2
Zn

Théoréme (inégalité triangulaire)

Pour tous nombres complexes z; et z, € C, on a

[lz1] = |z2ll < lz1 + 22| < [zl + |22 |

DEMONSTRATION — soient z; et z; deux nombres complexes.
Ona |z + % = (21 + )@ + 22) = [a1f’ + 2% + 271 + |2l = |’ + 2Re (212) + |z
Or, |Re z| < |z| sibien que — |z| < Re z < |z| pour tout z € C.
Comme |zlz_2| =|z1| X |Z| = |z1] X |z2|, on en déduit que
(21 = 2 1] X [l + ol < Jz1 + 2o < [l + 2 1] X [zal + [l
soit (z1] = 122])* < |21 + 2al” < (1] + [z2])

d’ot finalement llz1] = 220l < |21 + 22| < |z1] + |22]

Remarque : I'une des égalités se réalise s’il existe A € R tel que z; = Az, ou bien si z, = 0.

2/ Argument et exponentielle complexe

2.1) Argument d’un nombre complexe non nul

Définition |Soit M le point d’affixe z € C* dans le plan complexe.

5 , s (7 ANA
Un argument de z est une mesure, notée arg(z), de I'angle orienté (u , OM).

Théoreme (forme trigonométrique)

Tout nombre z € C* s’écrit sous forme trigonométrique z = |z (cos arg(z) +1isin arg(z)) .

Im(z)
lzl

et sinarg(z) =

e(z
|z|

Remarque : I'angle arg(z) est caractérisé par cosarg(z) =
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2.2) L’ensemble U des nombres complexes de module 1

Définition |On note U [l'ensemble des nombres complexes de module 1.

Remarque: géométriquement, U s’identifie au cercle trigonométrique I' = {M S / OM = 1}.

Définition |Pour tout 0 € IR, on pose el = cosO +isin@| : c’est la notation d’Euler.

De plus, on conviendra que e'C9 = e pour tout 6 € R.

Remarques:
1) Ona U = {eie eC / 0 e ]R}. C’est le paramétrage classique du cercle unité.

2) Par définition, |el?

=1 et arg (eie) = 0 + 2knt (avec k € Z) pour tout 0 € R.

Proposition

Pour tous Oet p € R, ona:

ei(0+9) — @il y aip i i el? = el < 0 = ¢ + 2knt (avec k € Z)

Remarque: ceci donne un sens alanotation d ’Euler: en effet, I’application 6 — cos O+isin 0
vérifie la propriété caractéristique de la fonction exponentielle. De plus, comme e'® =1 = e?,
elle nous fournit une extension de I’exponentielle a iRR.

Proposition (formules d’Euler)

Pour tout 6 € R, on a

Applications classiques

@ On retrouve les formules d’addition des cosinus et des sinus en écrivant sous forme
algébrique la relation e!®*?) = el® x et

N . . i i . i atb
® Des qu’on croise une expression de la forme e tei?, on peut la factoriser par e' = .
La forme algébrique nous donne les formules de factorisation des cosinus et sinus.

® La linéarisation d’expressions trigonométriques ... cf. paragraphe suivant.

2.3) Linéarisation d’expressions trigonométriques

On désire remplacer des produits de puissances de cos(0) et sin(0) par des combinaisons
linéaires de termes de la forme cos(k8) ou sin(k0). Ceci permet de trouver des primitives, par
exemple. Pour cela, on injecte les formules d"Euler dans les expressions a linéariser.

Exemples : linéariser sin’(0) et cos*(0).
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2.4) Laformule de Moivre

Proposition
Pour tous O € R et n € Z, ona (cos O +isin 0)" = cos(n0) + isin(n0). I
Applications

1) On peut exprimer cos(n0) et sin(n0) en fonction de cos(0) et sin(0).

Exemple : exprimer sin(50) en fonction de sin(0). En déduire la valeur de sin (g)
2) On peut factoriser Z cos(kB) ou Z sin(kf) en s’aidant de la somme Zeike.
k=0 k=0 k=0

2.5) La forme exponentielle

Théoréeme (forme exponentielle)

Tout nombre complexe z € C* s’écrit sous forme exponentielle |z = |z| el 28,

Exemples : 1+i= V2e'fet—2=2el"

Proposition

Pour tout (r,7,0,0’) € 10;+0[* xR, ona |rel? =1 el? (r =7 et =6 [2n]).

Théoréeme

Pour tous z; et z, € C*,ona:

arg(zi X zp) = arg(zy) + arg(zy) + 2kn arg (z—l) = arg(z1) — arg(zy) + 2kn
2

arg(z;) = arg (le) = —arg(z;) + 2kn

DimonsTtraTION — il suffit d’écrire z; et z; sous forme exponentielle.

L’exponentielle complexe

Définition

Soit z = x+iy avec (x,y) € R% Onappelle exponentielle de z le nombre complexe e* = e* e'V.

Remarque : cette exponentielle prolonge celles définies sur R et sur ilR.
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VI - Les nombres complexes Résolution d’équations dans C

3/ Résolution d’équations dans C

Toutes les regles et méthodes vues dans R demeurent évidemment valides dans C.

3.1) Racine carrée d'un complexe

Définition |Soit a € C. On appelle racine carrée de a tout nombre complexe z tel que z* = a.

Exemple : 0 est sa propre racine carrée car z> =0 & z =0.

Proposition

Tout nombre complexe non nul a admet exactement deux racines carrées. I

DEMONSTRATION — on écrit les complexes sous forme exponentielle afin de résoudre z* = a.

Calcul des racines carrées sous forme algébrique

Considérons un nombre complexe a = X +1Y, avec (X,Y) € R?. Si son argument n’est pas
simple, on ne peut pas déterminer ses racines carrées sous forme exponentielle.

On recherche donc les nombres complexes z = x + iy € C, avec (x,y) € R?, tels que z> = a.
) x2—y? =X x2:%(m+x)
Alors 7’ =4 & 22:a = 2xy =Y — y2=%(\/m—X)
=l 2+yr=VX+Y? xy=Y/2

Les deux premieres équations nous fournissent les nombres réels x et y au signe pres; la
derniére permet justement de savoir si les signes de x et y sont égaux ou opposés.

Exemples : résoudre dans C les équations z? = 5 — 12i, z2 = =7 + 24i et z* = -3 — 4i.

3.2) L’équation du second degré

Théoréme (version ultime)

Etant donnés trois réels a, b et ¢, avec a # 0, on considere I'équation d'inconnue z € C
(E) : az>+bz+c=0

On note A = b* — 4ac € R son discriminant et 6 € C une racine carrée de A.

-b-0 b+
e Si A #0, alors (E) admet deux racines distinctes |z, = oy et |zp = PR
En pratique, on prend 6 = VAsi A>0et5=iV-Asi A<O.
-b
e Si A =0, alors (E) admet une unique racine double |zy = >
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VI - Les nombres complexes Résolution d’équations dans C

DEMONSTRATION — puisque a # 0, on a pour toutz € C

az>+bz+c=a .z?~+?z+E =a .z+£2—A
- a al 2a 442

grace a la forme canonique. Comme A = &7, il en découle que

s ) (V] —afer Le 2) (e 22
2a 2a B 2a  2a 2a  2a

b 0 b 0
Ot 2 = = —-— = — = —— —
d’ou azt+bz+c=0 & z= 7 7 ou z 2a+2a

az?+bz+c=a

Proposition

Soient trois réels a, b et ¢, avec a # 0. Deux nombres z, et z, (éventuellement égaux) sont les

. 3 ) ) ) c
deux racines de 'équation az* + bz + ¢ = 0 si, et seulement si, |zy +zp = — | et |z12p = —.
a a

On a alors la factorisation |az®> + bz + ¢ = a(z — 1) (z — 22).

DEMONSTRATION — pour l'implication directe, on prend les formules établies précédemment.
Pour montrer la réciproque, il suffit de vérifier que a(z — z1) (z — z) = az* + bz + .

Exemple : résoudre I'équation z> + 2z +2 = 0.
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VII - Généralités sur les fonctions réelles

Dans tout le chapitre,  désigne une partie de R et & le plan euclidien.

1/ Définitions et premieres propriétés

1.1) Fonction, courbe d’une fonction

Définition |e Une application f de & dans R est appelée fonction réelle d'une variable réelle.
On parlera aussi de fonction numérique.

o L'ensemble € = {M(x, y) € X | x€YD, y=f (x)} est appelé la courbe représen-
tative de f. On dit encore que la courbe €5 a pour équation y = f(x).

Contre-Exemples : les droites verticales et les cercles ne sont pas des courbes représentatives
de fonctions puisqu’elles comportent des points de méme abscisse.

Proposition (positions relatives)

Soient f et g deux fonctions numériques définies sur 9. Voici les positions de leurs courbes
représentatives au niveau des points d’abscisse x € 9 :

e tant que f(x) > g(x), la courbe €y est au-dessus de la courbe €y ;
o tant que f(x) < g(x), la courbe € est en-dessous de la courbe € ;

e lorsque f(x) = g(x), les courbes €5 et €, se coupent.

Remarque: lorsquel’on trace plusieurs courbes dans un méme repere, il faut impérativement
s’intéresser a leurs positions relatives pour éviter de dessiner n'importe quoi.

Exemple : illustrer ceci avec les courbes du carré, de la racine et de 1'identité

1.2) Parité

Définition |Soit f une fonction numérique définie sur 9. On suppose que 9 est symétrique
par rapport a 0, c’est-a-dire que | —x € & pour tout x € 9.|On dit alors que :

o f est paire sur 9 lorsque f(—x) = f(x) pour tout x € 9
o f est impaire sur & lorsque f(—x) = —f(x) pour tout x € ¥

Exemples : les fonctions puissances ; les fonctions trigonométriques.

Remarque : en fait, les fonctions paires (respectivement impaires) se comportent comme les
puissances paires (respectivement impaires) ... d’ou1 1'usage de ces qualificatifs.
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VII - Généralités sur les fonctions réelles Définitions et premieres propriétés

Théoréeme (courbes des fonctions paires et impaires)

o La courbe d’une fonction paire admet I'axe des ordonnées pour axe de symétrie.

o La courbe d’une fonction impaire admet I'origine du repére pour centre de symétrie.

Exemples : les courbes des fonctions inverse, carré et cube.

1.3) Périodicité

Définition |Soient f une fonction définie sur & et T € R*. On dit que f est T-périodique lorsque
pourtout x€ Z,ona x+Te P et f(x+T)=f(x)

Exemples : les fonctions trigonométriques (attention ! la période n’est pas unique)

Théoréeme (courbes des fonctions périodiques)

Soit f une fonction T—périodique. Sa courbe représentative € est invariante par la translation
de vecteur U (T, 0), ce qui signifie que

Y (x,y) € R? xy) et = x+T,y) €%

Remarque : la courbe %7 est invariante par toute translation de vecteur (1T, 0) avecn € Z, et
I'implication donnée dans le théoreme est une équivalence.

1.4) Changements de repere et d’échelle

Proposition

Soient a et b deux réels, et f une fonction définie sur 9 et de courbe €.

La courbe de g : x —> f(x —a) + b est I'image de ¢ par la translation de vecteur 7(01, b).

La courbe de g : x — —f(x) est l'image de €y par la symétrie d’axe (Ox).

La courbe de g : x — f(—x) est I'image de €5 par la symétrie d'axe (Oy).

La courbe de g : x —> bf(x/a) s’obtient a partir de € en multipliant les unités graphiques
par a en abscisses et par b en ordonnées.

Preuve - il suffit de caractériser 'appartenance d"un point M(x, y) a la courbe de g.
e (x,y)eCo = x—-aePret y=g(x)=f(x—-a)+b (x—a,y—b) € ¢
s (x,y)eb, = x€ePset y=gx) =—f(x) = (x,~y) € 6
* (x,y) €EC; &= —x€ Yy et y=gkx) = f(—x) = (-x,y) € ¢;
® (x,y) €6, = x/a€ Py et y=g(x)=bf(x/a) = (x/a,y/b) € CF

Exemples : tracer l'allure des courbes des fonctions suivantes

fixr— (x+3)-2 g:x+— -3x*+1 h:x+— V5—-x  k:x+> 3cos(x/2)
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VII — Généralités sur les fonctions réelles Sens de variation

2/ Opérations sur les fonctions

Définition |Soient A € Ret f, g deux fonctions définies sur 9. On définit alors les fonctions :
o (f+A9):xr flx)+Ag(x).

° (fg):xr— f(x)g().

o (1/g):x+—>1/g(x) si g(x)# 0 sur 2.

Remarque : avec ces opérations, on obtient tous les quotients et puissances possibles.

Définition

Soient f et g deux fonctions définies sur 2 et 9’ telles que | f(x) € &’ pour tout x € 9.

La fonction composée de f par g est la fonction go f:x+— g( f (x)) définie sur 9.

Remarque : 'hypothese « f(x) € 2’ pour tout x € Z » est INDISPENSABLE.

3/ Sens de variation

3.1) Définitions

Définition |Soit f une fonction définie sur 9. On dit que la fonction f est :

e croissante sur 9 lorsque : ¥ (x,y) € 27, x <y = f(x) < f(v)

e strictement croissante sur 9 lorsque : Y (x,y) € 2%, x <y = f(x) < f(y)
e décroissante sur 2 lorsque : Y (x,y) € 2%, x <y = f(x) > f(y)

e strictement décroissante sur 7 lorsque : ¥ (x,y) € 2%, x <y = f(x) > f(y)

Remarque : une fonction est dite monotone lorsqu’elle est croissante ou décroissante.

Exemple : les fonctions constantes sont a la fois croissantes et décroissantes

3.2) Propriétés

Théoréme (opérations sur les fonctions monotones)

Soient f et g deux fonctions définies et monotones sur 7, et a € R.

e Si f et g ont le méme sens de variation, alors la fonction f + g est monotone et de méme sens
de variation que les fonctions f et g.

e Siaest positif, f et af ont le méme sens de variation. Sinon, elles ont des sens contraires.

e Si f et g sont positives et ont le méme sens de variation, alors la fonction fg est monotone et
de méme sens de variation que les fonctions f et g.

. 1 . .
Exemple : la fonction f:x+— x®+2— 2 est strictement croissante sur IR}
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VII — Généralités sur les fonctions réelles Fonctions bornées

Théoréeme (variations des composées)

Soient f et g deux fonctions définies sur 9 et &', et telles que f(x) € &’ pour tout x € 9.

e Si f et g sont toutes les deux croissantes ou bien toutes les deux décroissantes sur leurs
domaines de définition respectifs, alors la fonction g o f est croissante sur 9.

e Sil’une des fonctions est croissante sur son domaine de définition et I'autre décroissante sur
le sien, alors la fonction g o f est décroissante sur 9.

Exemple : la fonction f:x+— Vx2+1 est croissante sur R, et décroissante sur R

Remarque : il faut travailler sur des intervalles de monotonie pour utiliser ce théoreme.

4/ Fonctions bornées

Définition |Soit f une fonction numérique définie sur 2. On dit que f est :
o minorée sur 9 lorsqu’il existe m € R tel que f(x) > m pour tout x € 2.
o majorée sur & lorsqu’il existe M € R tel que f(x) <M pour tout x € 4.

e bornée sur 9 lorsqu’elle est minorée et majorée.
Ceci revient a dire qu'il existe A € R, tel que | f (x)| < A pour tout x € 9.

Exemple : la fonction f:x+— x* —18x> + 7 estbornée sur [-2;6].

Définition |Soient f une fonction numeérique définie sur & et xo € 4. On dit que :
o f admet f(xo) pour minimum sur & ou encore que f admet un minimum sur 9
en xg lorsque f(x) > f(xo) pour tout x € ¥. On écrit alors f(xp) = mijn f(x).
X€Y

o f admet f(xo) pour maximum sur 9 ou encore que f admet un maximum sur
9 en xq lorsque f(x) < f(xg) pour tout x € 9. On écrit alors f(xp) = max f(x).
X€Y

o f admet un extremum sur 9 lorsqu’elle admet un maximum ou un minimum.

Exemple : la fonction cosinus, définie sur IR, admet —1 pour minimum en 7.

Remarque:1’existence d"un extremum dépend toujours du choix del’ensemble de définition.
Il ne faut pas oublier de le préciser.

Définition | Un extremum local d'une fonction numérique f est un extremum d’une restriction
de cette fonction a un intervalle ouvert.

Remarque : f admet un extremum local lorsqu’elle change de sens de variation en un point.
Cela se traduit par la présence de « creux » et de «bosses » sur sa courbe représentative.

Exemple : débusquer les extrema locaux de f : x > x® +3x* —9x + 17.
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VIII - Etudes de fonctions

1/ Eléments de symétrie

Les courbes des fonctions paires ou impaires posseédent des symétries qui permettent de
réduire le domaine d’étude. Ceci se généralise de la maniere suivante :

Théoreme (axes et centres de symétrie)

Soient 2 C R et f une fonction définie sur & de courbe représentative 6. On suppose que
9 est symétrique par rapport au réel a, c’est-a-dire que |a +x € Z implique a —x € 9.

o La courbe € admet la droite A d'équation x = a pour axe de symétrie lorsque

Pourtoutx € R, a+x€ 9 = f(a+x)= f(a—x) (1)

o La courbe € admet le point ()(a; b) pour centre de symétrie lorsque

Pour tout x € R, a+x€9P = fla+x)+ fla—x)=2b 2)

PreuvE — nous allons montrer que chaque condition implique la symétrie mentionnée.
e Supposons que la fonction f vérifie la condition (1). Pour tous réels x et y, on a

M@a+xy)ebre—a+xeP et y=fla+x)
a-x€P et y=fa—x) dapres(1)
— M'(a —x,y) € 65

Comme la symétrie d’axe A : x = a transforme M(a + x;y) en M'(a — x;y), ce qui
précede montre que la courbe ¢; est symétrique par rapport a A.

e Supposons que la fonction f vérifie la condition (2). Pour tous réels x et y, on a
M@a+x;b+y)ebre—a+xeZ et b+y= f(a+x)
=a-x€P et b+y=2b-f(a—x) dapres(2)
—=a-x€P etb-y=fla—x)
— M'@a-x;b-y) € Es

Comme la symétrie de centre Q(a;b) transforme M(a + x;b + y) en M'(a — x;b — ),
ce qui précede montre que la courbe ¢; est symétrique par rapport a Q.

Exemples : montrer que les courbes des fonctions f:x+— x*+4x+4, g:x+— et

x+1
h:x+— Vx2—4x+3 sont symétriques par rapporta A:x=-2, Q(-1,1)et A" : x = 2.
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VIII - Etudes de fonctions Limites et asymptotes

2/ Limites et asymptotes

Dans cette section, I est un intervalle de IR, a est une borne de I et f est une fonction
définie sur I et de courbe représentative ¢7.

2.1) Notion d’asymptote

Définition |Pour tout x € I, on note M(x) le point de coordonnées (x; f(x)). On dit alors qu’une
courbe plane ¢ est asymptote a ¢y en asi |limd (M(x), ¢) = 0.
X—a

Remarque : cette définition généralise la notion d’asymptote rencontrée au Lycée.

2.2) Asymptote verticale

Définition |On suppose que a € R. Si lim f(x) = +co ou lim f(x) = —oco, on dit que la courbe

¢t admet la droite d’équation x = a pour asymptote (verticale).

Remarque : dans ce cas, pas besoin de préciser que c’est une asymptote en a.

Exemple : la courbe de la fonction inverse admet 1’axe des ordonnées pour asymptote.

2.3) Asymptotes en l'infini

Définition |Soit g une autre fonction définie sur L.

e On dit que €y admet ¢4 pour asymptote en +oo lorsque lim [ f(x) - g(x)] =0.

o On dit que €y admet €z pour asymptote en —co lorsque lim [ f(x) = g(x)] =0.

Remarque : le signe de f(x) — ¢(x) donne la position de ¢ par rapport a 4.

Exemple : 1’axe des abscisses est asymptote en +co et —co a la courbe de la fonction inverse.

Détermination pratique d’une asymptote d’équation y = ax + b en l'infini

® On prouve que |lim [ f(x)—(ax+b) = O] ou | f(x) =ax+b+c(x) avec lim c(x) = 0.

@ On calcule a = lim f(x)/x puis b = lim [f(x) — ax]; elles doivent étre réelles.

Exemples : déterminer les asymptotes en +oco aux courbes représentatives de

1 3x>—5x+7
f:x+—>x+m g:xH% h:xv+— Vx2+2x+3
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VIII - Etudes de fonctions Applications de la dérivation

3/ Applications de la dérivation

Dans cette section, I est un intervalle de R et f est une fonction définie sur I.

3.1) Equation de la tangente en un point

Soit a un point de l'intervalle I.

Proposition (tangente verticale)

f&) - f(@)
—a

X

Si lim

= +090, la courbe €5 admet une tangente verticale en A(a, f(a)).
X—a

Exemple : la courbe de f:x+— +/x admet une tangente verticale a I'origine.

Proposition (tangente oblique)

Si f est dérivable en a, sa courbe ¢y admet pour tangente en A(a, f(a)) la droite passant

par A et de coefficient directeur f’(a). Elle a pour équation |y = f'(a)(x —a) + f(a).

Remarque : des que f" = 0, la courbe de f admet une tangente horizontale.

3.2) Variations et extrema

Théoréeme (dérivée et variations)

e Si f’ est positive (resp. négative) sur 1, alors f est croissante (resp. décroissante) sur 1.

o Si f’ est strictement positive (resp. strict™ négative) sur I sauf éventuellement en un
nombre fini de points, f est strictement croissante (resp. strict™* décroissante) sur L.

Remarque : ainsi, I'annulation ponctuelle de f’ n’interdit pas la stricte monotonie; il faut
juste éviter que f’ ne soit identiquement nulle sur un intervalle de longueur non nulle.

Corollaire |Si f'(x) = 0 pour tout x € 1, alors f est constante sur L.

. . 1
Exemples : étudier les variations de f:x+— x + S sur Riet g:x+ x°—4x surR.

Détermination des extrema

Les extrema, globaux comme locaux, sont fournis par la lecture du tableau de variations.
On notera que f présente un extremum local lorsque f’ s’annule en changeant de signe.

Remarque : attention, la condition f’(c) = 0 ne suffit pas a nous assurer de 1'existence d'un
extremum local (penser a la fonction cube).
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VIII - Etudes de fonctions Plan d’étude d’une fonction

4/ Plan d’étude d’une fonction

Soit f une fonction définie a 1’aide d’une expression explicite. On cherche a en tracer sans
la calculatrice une courbe représentative aussi précise que possible. La plupart du temps,
’exercice fournira les étapes de 1’étude, dont voici une liste a peu pres exhaustive :

® Domaines et symétries

® Déterminer les ensembles de définition et de dérivabilité de f.

® Utiliser les périodicité et symétries éventuelles pour restreindre le domaine d’étude.

@ Limites et asymptotes

@ Calculer les limites aux bornes de ’ensemble de définition.

® Ftudier les asymptotes aux bornes de 1'ensemble de définition.

® FEtude des variations

O Calculer 'expression de la dérivée et étudier le signe de f’(x) ... et pas uniquement
les points d’annulation.

® Dresser le tableau de variations complet de f.

@ Tracé de la courbe

O Placerlesasymptotes etles tangentes horizontales déterminées au cours del’étude.
® En s’appuyant sur celles-ci et sur le tableau de variations, esquisser d'un trait
élégant et décontracté la courbe représentative de f.

. 1 3x>-5x+7
Exemples : étudier f:x|—>x+m, gixr— ———— et h:x+— Vx2+2x+3.
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IX - Calcul intégral

Dans tout le chapitre, on travaillera dans un repere orthogonal du plan (O ;7 ,_]))

1/ Définitions et propriétés fondamentales

1.1) Intégrale d’une fonction continue

Définition |On parle d’aire algébrique d’un domaine du plan lorsque I'on compte positivement
les aires des zones situées au-dessus de I'axe (Ox) et négativement les autres.

Exemple : calculer l'aire algébrique de ABC, avec A(1,1), B(4,3) et C(5, -1).

Définition |Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. L'aire algébrique du domaine
du plan délimité par la courbe ¢, l'axe (Ox) et les deux droites d’équations x = a et

b
x = b est notée ff(t) dt et selit intégrale de f entre a et b.
a

Remarque : le symbole dt permet de préciser la variable par rapport a laquelle on integre.

8 5 1 1
Exemples : calculer f 8 du, f (Bv+1)do, f V1—-x2dx et f V1-y2dy.
1 -2 0

V2/2

1.2) Les sommes de Riemann

Etant donnée une fonction f définie sur [a;b], on peut approcher l’aire sous sa courbe
au moyen de rectangles de plus en plus fins. Ceci nous conduit a la définition suivante :

Définition |Soit f une fonction définie sur l'intervalle [ a; b]. On définit les sommes de Riemann
a gauche et a droite associées a f sur [a;b] en posant pour tout n € IN*

n—1 n
S,(f) = L= f(a+kbi) et Tn(f):bniZf(Hkbni)
k=1

Théoréeme

b
Soit f une fonction continue sur [a;b]. Alors | lim S,(f) = lim T,(f) = f f(t) dt.
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IX — Calcul intégral Définitions et propriétés fondamentales

1.3) Larelation de Chasles

Définition |Soient f une fonction continue sur un intervalle I et (a,b) € I2.

b a
Sia > b, on pose ff(t)dt:—fbf(t)dt.

Théoréme (relation de Chasles)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I :

b c b
V(a,b,c)e P f £(t)dt = f £(t)dt + f £(t) dt

Exemple : que dire de fa f(t) dt lorsque f est continue et paire / impaire sur [—a;a] ?

1.4) Linéarité et positivité

Théoreme (linéarité de I'intégrale)

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle 1 de IR. Alors

b b b
Y(a,b) el VY(ap)eR? f[ozf(t)+ﬁg(t)] dt:aff(t)dt+ﬁfg(t)dt

Théoréme (positivité de 1’intégrale)

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b ].

b b
OSif>OSur[a;b],alorsff(t)dt>0 et ff(t)dt:0=>f:0.

b b
o Si f<gsurla;b], alors ff(t) dt < f g(t) dt (positivité de I'intégrale).

fa ’ £(t) dt

1.5) Valeur moyenne d’une fonction

b
o Enfin <f |f(t)| dt (inégalité triangulaire).

Définition |Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b].

b
On appelle valeur moyenne de f sur[a;b] la quantité | f = blTa f f(t)dt

Exemple : la vitesse moyenne est la valeur moyenne de la vitesse instantanée.
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Proposition (inégalité de la moyenne)

Soit f une fonction continue sur [a;b] telle que m < f(x) <M pour tout x € [a;b].

b
Alors m < f <M c’est-a-dire|m(b — a) < f f(t) dt < M(b —a).

Exemples : établir les inégalités suivantes

1 > X
(a) L5ln(t) dt > —In(2)/2 (b) ﬁ dt <1 (©) ﬁgﬁ A+F dt < 3.

1+ 2

2/ Primitive d’une fonction continue
2.1) Définition et propriétés

Définition

Soient f et F deux fonctions définies sur un intervalle I de R.
On dit que F est une primitive de f surl si F est dérivable sur 1et que |F = f.

Proposition

Soient f une fonction définie sur un intervalle I de R et F une primitive de f sur L
Les primitives de f sur 1 sont alors toutes les fonctions de la forme F + A, avec A € R.

Théoréme

Toute fonction continue sur un intervalle 1 admet une primitive sur L. I

2.2) Recherche de primitives

Il faut utiliser les regles sur le calcul des dérivées, mais dans l’autre sens, pour identifier

des dérivées voire des dérivées de fonctions composées. Pour les cas extrémes, penser a
1

Vl—xz.

Exemple : déterminer des primitives des fonctions suivantes

et arcsin’(x) =

. 1
utiliser arctan’(x) = T

2
f:x > 2cos(2x) g X+ tanx h:xvr— 555 k;x|—>1f17x

Proposition (cas des polyndmes-exponentielles)

Soient a € R et P un polynome. La fonction f :tv+— e*'P(t) admet sur R une primitive
de la forme F :t+— e®'Q(t), ot Q un polyndme de méme degré que P.

Remarque : résultats similaires en remplacant P et Q par des combinaisons de sin et cos.
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Proposition (cas des fonctions rationnelles)

t+b
On recherche une primitive de la fonction f :t+— #—;f—ﬁ) pour (a,b,a,p) € R
e Sia # fB, on met notre fonction sous la forme f(t) = % + [y avec (y,0) € R
. . a Y
e Sia = f, on met notre fonction sous la forme f(t) = T [—ayp avec y € R.

+
Exemples : primitives de f:x+ 2x+1)e¥, g:x+— x—x eth:x+—

3/ Calcul des intégrales

3.1) Lien entre primitives et intégrales

Théoréeme (fondamental)

Soient 1 un intervalle de R, f une fonction continue sur 1 et a € L.

X
L'unique primitive de f sur 1 qui s’annule en a est la fonction | F: x +— f f(t)dt.

Théoréeme

Soient f une fonction continue sur un intervalle I et F une primitive de f sur L.

b
Pour tout (a,b) € 12, on a alors f f(t)dt = F(b) — F(a) = [F(t)]

b
.

%3 sin x
sin(t
Exemple : dériver les fonctions f:x+— f ) dt et g:x+— e’ dt.

x2 cosx

3.2) Intégration par parties

Théoreme (formule d’intégration par parties)

Soient f et g deux fonctions dérivables et de dérivées continues sur un intervalle I de R. Alors

b b
vaver [ fogoa=[ioso] - [ rosd

Preuve — il suffit d’intégrer la relation (fg)' = f' g+ f ¢’ entreaetb.

Exemples : déterminer des primitives des fonctions x — x In(x) et x — arctan(x).

Tristan Poullaouec 52 http://www.mrpoullaouec. free. fr



IX - Calcul intégral Calcul des intégrales

3.3) Changement de variables

Théoreme (formule de changement de variables)

Soient L et ] des intervallesde R, ¢ : 1 — ] une fonction dérivable sur 1 et de dérivée continue,
et f une fonction continue sur J. Alors

t=¢(b)

u=>b
Y (a,b) € I2 f Flp@) @' (u) du = f f(t) dt

=a =)

On dit que I'on a effectué le changement de variable t = @(u).

Preuve - il suffit d’intégrer la relation (Fo ) = ¢’ X fop,ou F' = f, entre a et b.

En pratique :
e pour passer de la variable u a la variable t, on fait apparaitre un intégrande de la forme
@’ X f o @ puis on remplace f(p(u)) par f(t) et ¢’(u) du par dt;
e pour passer de f a u, on remplace f(t) par f((u)) et dt par ¢'(u)du;

e dans tous les cas, les bornes de 1'intégrale sont les valeurs prises la variable utilisée.

z 1
Exemples : calculer f sin(u) cos?(u) du et f V1 -2 dt.
z 0

6

Grands classiques :

e En présence d'un terme en V1 — 12, on pose t = cos(u) ou t = sin(u).

e En présence d'un terme en >, on pose t = tan(u).

1+t
e En présence d’'un terme dépendant uniquement de e’, on pose t = In(u) ou u = e'.

e En présence d"une fonction de cos(u) et sin(u), on tente t = cos(u), sin(u) ou tan(u).

e En présence d'un terme de la forme +/f(u), on peut tenter t = /f(u).

Exemple : calculer f V1 + u du en utilisant la derniere idée.
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4/ Applications
4.1) Mesures géométriques

Théoréeme (calculs d’aires)

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. L'aire du domaine du plan délimité par

b
sa courbe €%, I'axe (Ox) et les droites d’équations x = a et x =b est | A = f |f(t)| dt.

Exemple : on retrouve ainsi 'aire d"un demi-disque.

Théoréeme (calculs d’aires, bis)

Soient f et g deux fonctions continues sur l'intervalle [a;b]. L'aire du domaine délimité par

b
les courbes € et €, et les droites d'équations x =a et x = b est | A = f | g(t) - f(t)| dt.

Remarque : ne pas oublier la valeur absolue sous peine de calculer une aire algébrique ...

Théoréme (calculs de volumes)

Soit ¥ un solide compris entre les plans d’équations z = a et z = b. On suppose que sa section
par le plan de cote z a pour aire ./ (z), avec . une fonction continue sur l'intervalle [a;b].

b
Son volume est alors | 75 = f S (z) dz

Exemple : retrouver le volume d’une spheére.

4.2) Calculs de limites de sommes
n n—1
En présence d’une somme Zu”'k ou Zu”'k de termes dépendant a la fois de k et de n,

k=l k:O
on peut reconnaitre une somme de Riemann sur [0;1] d"une fonction f bien choisie

5,() = » kZ;f(S) ou  |Tp=- ;f(S)

Ceci permet de calculer sa limite grace au théoreme vu en début de chapitre.

S w1 kmt
Exemples : calculer lim ——— et lim E —sin|—|.
n—+00 = n2 + k2 n—+00 — n
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X — Equations différentielles

1/ Généralités

Définition | Une équation différentielle est une équation dont I'inconnue est une fonction, et qui
fait intervenir les dérivées successives de cette fonction en un point donné.

Résoudre cette équation sur un intervalle I C R consiste a déterminer toutes les
fonctions définies et dérivables sur 1 qui la satisfont.

De tres nombreux problemes issus des sciences physiques, de la biologie ou del’économie
(sans parler des mathématiques!) conduisent a la résolution d’équations différentielles.
Exemple : chute libre verticale avec force de frottement linéaire

A l'instant t = 0, un objet de masse m est laché et tombe verticalement dans un repére

—_

(O ; k ) On note z(t) son altitude a I'instant t > 0 : sa vitesse et son accélération sont alors
o(t) =z'(t) k et a(t) = z”(t) k. De plus, cet objet est soumis aux forces suivantes :
L N -
e sonpoids P =m ¢ = -mgk ;

- — —
e la force de frottement F = —fo(t) = —fz'(t)

—_ = =
Le PFD permet d’écrire ma(t) = P + F soit |mz”(t) = —fz’' —mg.

Exemple : charge d’un condensateur a travers une résistance et une inductance

On considére un circuit électrique constitué d'un générateur U, d"une résistance R, d"une
inductance L et d"un condensateur C. Soient g(t) la charge du condensateur et i(t) = q'(t)
I'intensité du courant dans le circuit a I'instant ¢.

e La tension aux bornes du condensateur est Uc = g(t)/C.
e La tension aux bornes de la résistance est Ur = Ri(t) = Rg’(t).
e La tension aux bornes de I'inductance est U, = Li’(t) = Lg”(¢).

La loi des mailles permet d’écrire U = Uc + Ug + Uy, soit |CU = g(t) + RCq'(t) + LCq” ().

Définition |Soit (E) une équation différentielle. Une solution de (E) est dite solution maximale
s'il n’existe pas d’autre solution de (E) la prolongeant.

Exemple : considérons 1’équation différentielle (E) : y’' = 2.
e Lafonction f:[0;+c0o[ — R, x = 2x est une solution de (E).
e Lafonction f: R — R, x — 2x + 3 est une solution maximale de (E).
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2/ Les équations différentielles linéaires du premier ordre

2.1) Généralités

Définition

Soient a et b deux fonctions continues et a valeurs réelles sur un intervalle .
o L'équation (E):y'+ay = b est appelée équation différentielle linéaire du premier ordre.

o Une solution de (E) est une fonction f dérivable sur 1 telle que f'(t) + a(t) f(t) = b(t) pour
tout t € L. Son graphe est alors appelé courbe intégrale de (E).

Définition |L’équation (Ey):y’ +ay =0 est appelée équation homogene associée a (E).

Théoréeme (structure de I’ensemble des solutions)

Soient f, une solution particuliere de (E) et . I'ensemble des solutions de (Ey).
L’ensemble des solutions de I'équation (E) est { fo+g / ges }

DEMONSTRATION — soit f une fonction dérivable sur I; alors
f solutionde (E) < f' +af =b=fy’ +afy

= (f-fo) +a(f—fo)=0
& f — fy solution de (E,)
= g=f-fe

Remarque : ceci nous donne la démarche a suivre pour résoudre I'équation (E).

2.2) Résolution de I’équation homogene

Théoréeme

Soit a une fonction continue sur un intervalle I de R et A une primitive de a sur L
Les solutions sur 1 de I'équation différentielle homogene (Ey) : y' +ay = 0 sont toutes
~A(t)

avec C € R une constante.

les fonctions | gc:t+— Ce

Remarque : lorsque a2 = C', on a tout simplement gc:t+— Ce™.

DEMONSTRATION — montrer que ces fonctions sont bien solutions, et que ce sont les seules.
e PourtoutC € R,ona gc’ = —-A’gc = —agc donc la fonction gc est solution de (Ey).
e Réciproquement, soient y une solution de cette équation et z: t > y(t)e*® sur L
Pour toutt € I,ona z'(t) = [y'(t) + a(t)y(t)] eA? =0 donc z est constante sur 1.
Il existe ainsi C € R tel que z(t) = C soit y(t) = Ce ™" = ¢c(t) pourtoutt e L

Exemples : résoudre les équations différentielles suivantes (solutions maximales ?)

(@) 8y’ =56y (b)) 2ty =y (o 1+Ay+y=0 () A-)y +ty=0
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2.3) Résolution de ’équation avec second membre

Maintenant que 1'on sait résoudre I'équation homogene (Eg) : ' + ay = 0, il ne reste plus
qu’a trouver une solution particuliere de 1'équation (E) : ¥’ +ay = b pour les obtenir toutes.

Proposition

On suppose que la fonction a est constante. Si b est une constante, un polynéme ou une
combinaison de sin et de cos, I'équation (E) admet une solution particuliere de la méme forme.

Remarque : on retrouve les mémes idées qu’en calcul intégral ... ce qui n’est pas surprenant.

Exemples : résoudre sur R les équations suivantes

(@) 5y’ +3y =6 b)) y-y=32+1 (c) ¥ —2y = 3sin(t) + 5cos(t)

Proposition

On suppose que la fonction a est constante et que b : t — P(t)e®, avec P un polynome
et a« € R. L'équation (E) admet alors une solution particuliere de la forme fy: t — Q(t)e™,
ot Q est un polynome.

Remarques:

©® On commencera par écrire la relation vérifiée par les polyndmes Q et ', ce qui nous
permettra de déterminer le degré de Q.

® On a un résultat similaire lorsque P est une combinaison de sin et de cos.

Exemples : résoudre sur R les équations suivantes

(@ f+3y=F+1)e! (b)) y¥+y=Qt+1)e™ (c) ¥ —2y =(2sint + cost)e’

Proposition (principe de superposition des solutions)

Soient by et b, deux fonctions définies sur 1. On suppose que :
o f; est une solutionde y' +ay = by surl
e f, est une solution de y' +ay = b, surl

Alors la fonction fo = fi + f, est une solution de y' +ay = by + by sur L.

Remarque : grace a ce principe et aux formules d’Euler, on peut aussi intégrer les sinus et
cosinus aux exponentielles en jouant avec des fonctions a valeurs complexes.

Exemples : résoudre sur R les équations suivantes
@ y+y=£2+1+2" (b) y¥+3y=1+5e! (c) v —2y=sin(t)e’ + cos(2t)e

Lorsque b n’a pas une forme adéquate ou lorsque a n’est pas constante, les méthodes
exposées ci-dessus ne fonctionnent plus. Il faut alors employer les grands moyens.
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Proposition (méthode de variation de la constante)

Rechercher une solution sous la forme fy: t —> C(t)e 2O avec C une fonction dérivable. I

Remarques:

O Cecinous meéne a un «simple » calcul de primitive, qui nous assure de 1’existence d’une
solution particuliere mais ne nous permet pas forcément de calculer son expression.

® ]l faut impérativement penser a utiliser cette méthode lorsque le second membre
contient un multiple d"une solution de I'équation homogene (c’est alors tres simple).

Exemples : résoudre les équations suivantes

sur]—%;%[ (b) v +

t

y=1sur |]-1;1[

’ - t
(@) ¥ +y=tan(f)e TP

2.4) Le probleme de Cauchy

Théoreme (probleme de Cauchy)

Yy +ay=>b
y(to) = Yo

Soit (o, Yo) € I X R. Le probléme de Cauchy { admet une unique solution.

DfMONSTRATION

e Soit fy une solution particuliere de 1’équation (E). On sait que les solutions de 1’'équation
homogene ' +ay = 0 sont les fonctions gc : t —> Ce™2® ;ainsi, les solutions de I’équation
y' +ay = b sur I sontles fonctions fy :t+— fo(t) + Ce™™® avec CeR.

e Enfin, fc(ty) = yo & folty) + Ce ™) = yy & C = e (y, — fy(ty)), ce qui nous assure
'existence et 1'unicité de la solution du probleme de Cauchy sur I.

Exemple : la fonction exponentielle ; un circuit RC avec U constant et g(0) = go.

3/ Les équations linéaires du second ordre
3.1) Généralités

Définition

Soient a et b deux réels et c une fonction continue sur un intervalle I et a valeurs réelles.

o L'équation (E) : y” +ay’ +by = c est appelée équation différentielle linéaire du second
ordre a coefficients constants.

o L’'équation du second degré ‘ r+ar+b=0 ‘ est appelée équation caractéristique de (E).

o Une solution de (E) est une fonction f deux fois dérivable t.q. f”(t) +af’(t) + bf(t) = c(t)
pour tout t € 1. Son graphe est alors appelé courbe intégrale de (E).
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Exemples : la chute verticale avec force de frottement linéaire et la charge d"un condensateur
a travers une résistance et une inductance conduisent a de telles équations, en 1’occurrence

my” + fy = -mg et LCy” +RCy' +y =CU

Nous allons bient6t pouvoir résoudre ces problemes. Chouette !

Définition |L'équation (Ey) : y” +ay’ +by = 0 est appelée équation homogene associée a (E).

Théoréme

Soient f, une solution particuliere de (E) et .7 I'ensemble des solutions de (E).
L’ensemble des solutions de I'équation (E) est alors { fo+g / g€/ }

DEMONSTRATION — meéme démarche que pour les équations du premier ordre.

3.2) Résolution de I’équation homogene

Théoréme

Soient a et b € R. On note (Ey) I'équation homogeéne y” +ay’ + by =0 et A le discriminant
de son équation caractéristique 1> + ar + b = 0.

e Si A > 0, I'équation caractéristique admet deux racines réelles distinctes r1 et v, € R.

Les solutions de (Ey) sont toutes les fonctions | g : t —> Ae”' + Be™' | avec AetB e R.

e S5i A =0, I'équation caractéristique admet une racine double réelle ry € R.
Les solutions de (Ey) sont toutes les fonctions | ¢ : t —> (At + B)e™ | avec Aet B e R.

e S5i A < 0, I'équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées r = p + iw
etr = p—iw € C, avec p € Ret w > 0. Les solutions de I'équation homogene (E,) sont

toutes les fonctions | g : t — [A cos(wt) + Bsin(wt)] e’ | avec Aet B € R.

Exemples : résoudre les équations différentielles y” + 4y’ —5y =0 et y” + 2y’ +2y = 0.

3.3) Résolution de I’équation avec second membre

Comme pour la résolution des équations linéaires du premier ordre, il suffit maintenant de
trouver une solution particuliere de I'équation (E) : y” +ay’ + by = ¢ pour les obtenir toutes.

Proposition

Si c est une constante, un polynéme ou une combinaison de sin et de cos, I'équation (E) admet
une solution particuliere de ln méme forme.

Remarque : attention aux fautes de signe en dérivant les sin et cos.
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Proposition

On suppose que ¢ : t —> P(t)e* avec P un polynome et a € R. L'équation (E) admet alors
une solution particuliere de la forme fo:t — Q(t) e, ot Q est un polyndme.

Remarques :

® Méme démarche avec des combinaisons de sin et de cos, en faisant trés attention aux
solutions de 1’équation homogene (cf. dernier point).

® Le principe de superposition demeure inchangé.

® La méthode de variation de la constante, par contre, se complique un peu et devient
la méthode de variation des constantes, qui n’est pas a notre programme. Disons juste
qu’elle nous assure de 'existence d"une solution particuliere puisque c est continue.

3.4) Le probleme de Cauchy

Théoréme (probléme de Cauchy)

y'+ay +by=c
Soit (to, Yo, yy) € I X R% Le probleme de Cauchy y(ty) = yo admet une unique
y'(to) =y,

solution sur l'intervalle 1.

DEMONSTRATION

e Comme précédemment, on utilise une solution particuliere f, de I'équation (E) et la
résolution de I'équation homogene pour exprimer les solutions de (E) en fonction de
deux parametres A et B.

e Les conditions initiales y(to) = yo et y'(to) = y; nous conduisent a un systéme de deux
équations a deux inconnues, que 'on résout pour obtenir 'unique solution de notre
probleme de Cauchy.

Exemple : apres discussion de leurs sens physiques, résoudre les problemes de Cauchy

my” + fy' = -mg LCy” +RCy' +y=CU
y(0) =10 et y(0)=0
y(0)=0 y(©0)=0

On essaiera en particulier de donner un sens aux conditions initiales.
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XI — Autour de la récurrence

1/ Les entiers naturels

1.1) Définition et propriété fondamentale

Définition

On appelle ensemble des entiers naturels et I'on note IN I’ensemble des entiers positifs ou nul.

Remarque : I'ensemble IN admet 0 pour plus petit élément. Par contre, il nadmet pas de
plus grand élément puisque M +1 € IN pour tout M € IN.

Proposition (fondamentale)

e Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.
o Toute partie non vide et majorée de IN admet un plus grand élément.

Remarque : ces propriétés sont fausses dans R ... penser par exemple a l'intervalle ] 0;1[.

Exemple : démontrons que tout entier naturel est intéressant.

On raisonne par l'absurde en supposant qu’il existe des entiers naturels inintéressants.
Soit A leur ensemble : étant non vide, il admet un plus petit élément m. Comme m € A, il est
inintéressant ; cependant, m = min(A) ce qui le rend intéressant. D’ot1 la contradiction ...

Notation : pour (11, 1) € IN? tel que m < 1, on définit les intervalles d’entiers
[[m;n]]:{pelN/m<p<n} et [[n;+oo[[:{p€1N/p>n}

Ce sont en fait les intersections de IN et des intervalles « normaux» [m;n]et[n;+oo[.

1.2) Le principe de récurrence

Définition |On appelle prédicat sur N une proposition portant sur un entier naturel.

Remarque : on parlera du prédicat & ou bien, pour n € IN donné, de la proposition &(n).

Exemple : on définit pour tout n € IN la proposition 2 (n) : «n®> —n est divisible par 5 ».

En pratique, il est aisé de vérifier sila proposition &(n) estvraie pour des valeurs données
de I'entier naturel n; par contre, comment faire pour montrer que cette proposition est vraie
pour tout entier naturel ? C’est la qu’intervient le principe de récurrence.
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Théoréeme (principe de récurrence)

Soit & un prédicat portant sur n € IN tel que :
1) la proposition &?(0) est vraie;

2) pour tout n € IN, si la proposition &?(n) est vraie, alors la proposition & (n + 1) est vraie.

On en déduit que la proposition &(n) est vraie pour tout entier n € IN.

DEMONSTRATION — raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe des entiers n € N tels
que la proposition #(n) soit fausse. On appelle A leur ensemble.

e Comme A est une partie non vide de N, il admet un plus petit élément m = min(A).

e Comme m € A, alors m € N et la proposition &(m) est fausse, d’ott m # 0.
Ainsi m > 1 etdonc m -1 € IN.

e Enfinm —1<mdoncm—1 ¢ A sibien que &(m — 1) est vraie.
Il en découle que #(m) vraie, ce qui nous conduit a une contradiction.

Remarque : on procédera de maniere analogue avec une proposition sur les entiers n > n,
ol ny € IN est fixé. Il faudra faire attention dans ce cas a l'initialisation.

Un raisonnement par récurrence commence par la définition du prédicat &7 en écrivant

Pour tout entier n € IN, on pose &(n) : « ...»

et comporte trois étapes qui correspondent a ’application précise du théoréme.
O ]'Initialisation : on vérifie que la proposition &(0) est vraie.

® |'Hérédité : soit n € N fixé ; on suppose que la proposition #(n) est vraie. On prouve
alors que la proposition &#(n + 1) est vraie.

® la Conclusion : on déduit du principe de récurrence que la proposition &(n) est vraie
pour tout n € IN.

Exemple : montrer que 1+3+5+ -+ 2n+1 = (n+ 1) pour tout n € N.

Attention, il ne faut surtout pas mettre de dans la définition de &(n) ou lors de
I’hérédité, ce sont les deux erreurs archi-classiques. Dans le premier cas, il y a une ambiguité
de formulation (le n est en méme temps fixé et variable) et la propriété &7(0) est équivalente
au résultat recherché. Dans le second cas, on admet ce résultat en début d’hérédité !

Lorsque l'on a besoin de connaitre &?(n) et #(n + 1) pour établir Z(n + 2), on effectue
alors une récurrence double.

Théoréeme (récurrence double)

Soit & un prédicat sur n € IN tel que :
1) les proposition &(0) et (1) sont vraies;
2) pour tout n € N, si Z(n) et & (n + 1) sont vraies, alors & (n + 2) est vraie.

Alors la proposition & (n) est vraie pour tout entier n € IN.
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Exemple : on définit la suite (u1,),en par o =1, u3 =4 et uyso = 2,41 — U, +2 pour tout
entier n € IN. Déterminer 1’expression de cette suite.

Théoréme (récurrence forte)

Soit & un prédicat sur n € IN tel que :
1) la proposition &(0) est vraie;
2) pour tout n € IN, si P (k) est vraie pour tout k € [ 0;n ], alors Z(n + 1) est vraie.

Alors la proposition & (n) est vraie pour tout entier n € IN.

Remarque : cette forme de récurrence est utile quand le calcul du terme d’une suite récurrente
fait intervenir plusieurs termes antérieurs.

Exemple : on définit la suite (1), par uo = 1 et w1 = up + 1y + -+ -+ u, pour tout n € IN.
Montrer que u, = 2"~ pour tout n € IN*.

2/ Les suites récurrentes
2.1) Généralités

Théoréme (admis)

Soient E un ensemble non vide, f : E — E une application et a € E. Il existe une unique
suite (Up),en d'éléments de E telle que uy =a et u,.1 = f (u,) pour tout n € IN.

On parle alors de suite définie par récurrence ou de suite récurrente.

Remarque : on peut déterminer successivement les termes d"une telle suite. Par contre, pour
établir des propriétés plus générales vérifiées par ces suites (suggérées par le calcul des
premiers termes ou la représentation graphique), il faut utiliser le principe de récurrence.

Exemple : soit la suite (1), définie par uy = 2 et 1,41 = Vu, + 6 pour tout n € IN. Montrer
que u, € [0;3] pour tout n € IN. En déduire le sens de variation de (u,),cn-

Proposition (généralisation)

Une suite (uy),en d'€léments d'un ensemble E est parfaitement définie par la donnée de :

1) une application f : NXE — E

2) un élément uy € E

3) une relation de récurrence u,41 = f (n,u,) pour tout n € IN.

Exemple : établir les expressions des suites définies pour tout n € IN par

1 n+2
uy=3 et u,4q = v1+un2 Uy =—- et u,y1 = —m u,
n
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2.2) Suites arithmétiques

Définition | Une suite (u,),cn €st arithmétique de raison r si u,.1 = u, +r pour tout n € N.

Proposition

Soit (Un),en Une suite arithmétique de raison r. Alors :

® u, =u,+(n—p)r pourtous p € N et n € N
o kzz(;‘uk:(n+1)x(u0—£u”) pour tout n € IN*

Remarque : le facteur n + 1 dans la derniére formule est le nombre de termes de la somme.

Exemple : calculerS; =4+5+---+97 et S, =154+21+27 +--- + 603.

2.3) Suites géométriques

Définition | Une suite (1,),en €5t géométrique de raison q si u,.1 = qu, pour tout n € N.

Proposition

Soit (Up),en Une suite géométrique de raison q. Alors :

o u, =q"Pu, pourtous p € N et n € IN.

n 1- n+1 qn+1 -1
e Sig#1,alors Zuk =1y X
k=0

= 1up X pour tout n € IN.

1-9q

Remarque : dans la derniére formule, le facteur u, est le premier terme de la somme et
I'exposant 1 + 1 est le nombre de termes de la somme.

n—1
Exemple : soientx € C et n € N*. Alors x" —1=(x—1) Y, xk.
k=0

2.4) Suites arithmético-géométriques

Définition |Une suite (u,),cn est dite arithmético-géométrique s'il existe un couple (q,1) € R?
telque g # 1, r #0 et uy =qu, +r pour tout n € IN.

Technique d’étude d’une suite arithmético-géométrique (u,),en

1) Calculer la solution a € R de I'équation x = gqx + .
2) Vérifier que la suite de terme général v, = u,, —a est géométrique de raison g.
3) En déduire l'expression de (v,),n puis celle de (u,),,en-
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Exemple : étudier la suite définie par 1y = 8 et u,41 = 2u, — 3 pour tout n € IN.

2.5) Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition |e Une suite (u,),.n est dite récurrente linéaire d’ordre 2 s'il existe (a,b) € R?
tel que uy42 = Ay +bu, pour tout n € IN.

o L'équation x> =ax +b est appelée équation caractéristique de la suite.

Remarques:
O Une telle suite est entierement déterminée par u et u;.
® Lorsque b = 0, la suite (u,),cn- est géométrique.

® Les raisons de suites géométriques vérifiant la relation de récurrence sont les solutions
de I’équation caractéristique.

Théoréme

Soit (Un),en Une suite récurrente linéaire d’ordre 2. On note (E) son équation caractéristique.

o Si (E) admet deux racines réelles distinctes g, et qo, alors il existe deux réels A et B tels que
u, = Aqi" + Bg" | pour tout n € IN.

e Si (E) admet une racine double qy, il existe deux réels A et B tels que |u, = (An + B)qo"
pour tout n € IN.

e Si (E) admet deux racines complexes conjuguées distinctes q = pe'? et § = pe™, alors
il existe deux réels A et B tels que |u, = p" (A cos(n0) + B sin(n0)) | pour tout n € IN.

Remarque : on détermine les constantes A et B grace aux valeurs de 1 et de u;.

Exemple : déterminer l'expression de la suite de Fibonacci.
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1/ Lesymbole somme

Dans toute la suite, on considere n € IN* et xo, X1, ..., Xs, Yo, Y1, ---, Yn € C.

1.1) Définition

n
Définition |Soit p € [0;n]. On note x, + xp01 + -+ x, = in = Z X;.
i=p

p<isn

Remarque : la variable i est muette, ce qui signifie que la valeur de la somme n’est pas une
fonction de i. On retrouve le méme « mutisme » dans les intégrales et les limites.

Proposition

n

Sip > n, la somme in ne contient pas de terme. Par convention, elle est nulle.

i=p

1.2) Regles de calculs

Proposition (linéarité de la somme)

Pour tous A et ueC,ona Z(/\ Xi+uyi) = /\in + yZyi.
i=1 i=1

i=1

Exemple : Y (3k>—2k+1)=3Y kK -2Yk+ Y 1=3Y kK -nn+1)+n
=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Proposition (découpage de somme)

Remarque : contrairement a ce qui se passe avec des intégrales (cf. relation de Chasles),
la deuxieme somme ne « démarre » pas la ot1 « finit » la premiere.

n
Exemple : montrer que (1 -x) Y, x¥ =x—x""! en utilisant les propositions précédentes.
k=1
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1.3) Changements d’indice

Principe : on peut étre amenés a changer d’indice pour simplifier ou transformer 1'écriture
d’"une somme. Attention alors a préciser dans celle-ci les valeurs prises par le nouvel indice.

Proposition (changements incontournables)

n n+p

o Changement d'indicek =i+ p : pour tout p € Z, on a in = Z Xk—p
i=1 k=1+p
n p-1

o Changement d'indicek = p —i:pourtoutp € Z,ona ) x;= Xp_k

Exemple: S=Y i= Y (n+1-k =3 (1+1)- ¥ k=n(n+1)—S donc 25 = n(n + 1),
i=1 k=1 k=1 k=1

1.4) Sommes télescopiques

Proposition

n
Sin>1,ona Z (X141 — X)) = Xpg1 — X1.

i=1

Exemple : calculer Y In (1 + %), Yk-ki et ¥ i
k:l k=1 k=l

Remarque : méme si le principe semble tres simple, le télescopage est néanmoins un outil

n
extrémement puissant. En effet, quand on ne sait pas calculer directement la somme }_ uy,
k=1
il « suffit » de trouver une suite (v,),on telle que ux = v — v, pour tout entier k.

Exemple : calculer Y k%, Y 2sin(x) cos(2kx) et Y (k +2)2*.
k=1 k=0 k=1

Proposition (sommes classiques)

- _nn+1)
Y k=5
k=1

6

ik2 _nm+1)@2n+1) Zk3 _ P+ 1y
k=1

Proposition (sommes géométriques)

Pour tous (a,b) € C2etn € N*, ona
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1.5) Sommes doubles
Soient n et p deux entiers naturels non nuls et (aj]')lgjgn une famille de complexes.

1<j<p
Définition |La somme de tous les éléments du tableau a n lignes et p colonnes suivant
am 01’2 - a1,P
Aa Az ... Oy
Ap1 Ap2 .. an,p
est notée E ajj  ou encore E ajj.
1<i<n 1<i<n, 1<j<p
1<j<p

Cette somme peut étre obtenue en sommant d’abord sur les lignes, puis sur les colonnes,
ou l'inverse. Elle s’écrit donc de deux fagons comme double somme. Plus généralement :

Proposition (interversion de sommes)

Quand les indices d"une double somme sont indépendants, on peut intervertir les deux sommes.

Autrement dit, iiaij = Zplzn:ﬂij = Z @i

i=1 j=1 j=1 i=1 1<i<n, 1<j<p

Exemple : calculer ), ij et Y.  (p+pg).

1<i,j<n 1<p<5,1<4<10

On peut aussi effectuer des sommes sur des parties du tableau; l'interversion est alors
plus délicate car les indices ne sont plus indépendants. Elle reste cependant assez facile
lorsque 1’'on somme sur un demi-tableau, de part et d’autre de la diagonale principale.

Proposition (sommes triangles)

Ona T Zn:iaij = Zn:iaif et Y@= ) a= ZZ”U

1<j<isn i=1 j=1 =1 i=j 1<i<j<n i=1 j=i j=1 i=1

Exemple : calculer }_ )’ f
=iz

1.6) Le symbole produit

n
Définition |Pour p < n, on note x, X -+ X x, = Hxi. On convient qu'un produit vide vaut 1.
i=p

Exemple : pour toutn € N, ona n! =[]k et 2" =[] 2.
k=1 k=1
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Remarque : ce symbole vérifie des propriétés analogues a celles du symbole somme ... ce qui
n’est pas surprenant puisque I'exponentielle permet de transformer les sommes en produits.
En particulier, les découpages et changements d’indices demeurent identiques.

Proposition (regles de calcul)

Pour tous A et p, on a H( ;

i=1

n 6
Exemple : calculer [] (1 + %) et J] el
k=1 k=1

2/ Les ensembles finis

2.1) Cardinal d’un ensemble fini

Définition |Le nombre d’éléments d’un ensemble fini E s’appelle cardinal de E et se note card (E).

Exemples : card{0,...,n} =n+1; card(0) = 0.

Théoréme

Soient E et F deux ensembles finis.
e [l existe une injection de E dans F si, et seulement si, card (E) < card (F).
o [l existe une surjection de E sur F si, et seulement si, card (E) > card (F).
o Il existe une bijection entre E et F si, et seulement si, card (E) = card (F).

DimonsTrATION — il suffit de raisonner sur des ensembles finis de la forme [1;7].

Exemple : sil’on range n chaussettes dans p < n tiroirs, 'un d’eux en contient au moins 2.

2.2) Opérations sur les ensembles finis

Proposition

Soit E un ensemble fini : card(E) =n € N < il existe une bijection entre Eet [1;n]].

Remarque : cette bijection est simplement la numérotation des éléments de E.
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Proposition

Soient E un ensemble fini et A une partie de E. Alors A est finie et card(A) < card (E).
Si en outre card (A) = card (E), il en découle que A = E.

Théoréme

Soient E un ensemble fini et A, B deux parties de E.
e card (A UB) = card (A) + card (B) — card (A N B).
e card (K) = card (E) — card (A).

Théoréme

Soient E et F deux ensembles finis. Alors E X F est fini et card (E X F) = card (E) X card (F). I

3/ Le dénombrement

3.1) Listes d’éléments d’un ensemble fini

Définition |Soient p € IN* et E un ensemble fini. Une p-liste de E est une suite ordonnée de p
éléments de E, notée (uq,uy, ..., u,) avec u; € Epour touti € [1;p].

Proposition (p-listes d’'un ensemble de cardinal )

Soient p € IN* et E un ensemble de cardinal n € IN. Le nombre de p-listes de E est I

Preuve - il y an choix possibles pour chacun des u;, ce qui donne n” choix pour la p-liste.

p-listes & tirages avec ordre et avec remise de p éléments parmi n

Exemple : avec les lettres A, B, C et D, on peut former 4° = 2! = 1024 mots de cinq lettres.

Proposition
Soient E un ensemble fini de cardinal n € N* et p € [1;n] un entier.
!
Le nombre de p-listes d’éléments distincts de E est " n.p) '

DfMoNSTRATION — il 'y an choix pour uy, puis (n — 1) pour uy, ..., et enfin (n —p + 1) pour u,.

p-listes d’éléments distincts & tirages avec ordre et sans remise de p éléments parmi n

Exemple : 8 coureurs disputent la finale du 100m. Combien de podiums possibles ?
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3.2) Les permutations

Définition |Soit E un ensemble fini. Une permutation de E est une bijection de E dans E.

Remarque : une permutation est un changement de 1’ordre d’énumération ... d’ott le nom.

Proposition (nombre de permutations)

Soit E un ensemble fini de cardinal n € IN*. Le nombre de permutations de E est

Preuve — notons E = {xi,...,x,}. L'application f +— (f(x1); f(x2);...; f(x,)) définit une
bijection entre les permutations de E et les n-listes d’éléments distincts de E ... et il y en a n!

3.3) Les combinaisons

Définition |Soient E un ensemble fini et p € IN.
e On appelle combinaison de p éléments de E toute partie de E de cardinal p.

) . n
e Pour un ensemble E de cardinal n € IN, le nombre de ces combinaisons se note ( )

Remarque : sip > 1, on a bien évidemment (Z) = 0.

combinaisons de p éléments < tirages sans ordre ni remise de p éléments parmi n

Exemples : loto; jeux de cartes (distribution) ; élections de délégués.

Théoréeme

n!

Pour tous n€ Netp e [0;n], ona (Z) = W

PreuvE - avec chaque combinaison de p éléments, on forme p! p-listes d’éléments distincts.

Proposition

Pourtous n€ Netpe[[0;n],ona:

J=1

PrReUVE - aretrouver par le calcul ou en pensant aux tirages de p éléments parmi n.
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Théoréme (relation de Pascal)

Pourtous n€ N*etpe[[1;n],ona (n;1)=(;l)+(pﬁ1)-

Preuve - soit E un ensemble de cardinal #n + 1; on fixe e € E et 'on note E" = E \ {e} ...
ensemble de cardinal n. Parmi les combinaisons de p éléments de E, certaines contiennent e
et p — 1 éléments de E’, les autres sont formées de p éléments de E’. La relation en découle.

Triangle de Pascal : a I’aide de cette relation, on construit les valeurs successives des (Z)

Exemple : un groupe de n personnes (dont A et B) élit un comité de p personnes.

1) Combien peut-on former de comités contenant les deux ? un seul ? aucun des deux?

2) En déduire une relation entre (Z), (n ; 2), (Z B %) et (Z ~ %)

Théoréme (formule du bindme de Newton)

n

Soient (a,b) € C?> et n € N. Alors (a + b)" = Z (Z) ab b" P,

p=0

Preuve — compter les fagcons d’obtenir a? b"™* en développant (a+b) X (a+b) X--- X (a+b).

Exemple : montrer que (1 + x)® > 1 + 8x pour tout x > 0.

Corollaire

Soit E un ensemble a n € IN éléments. Le nombre de parties de E est 2". I

Preuve — le nombre recherché est Z (Z) = (1+1)" = 2" d’apres le bindme de Newton.
p=0

Exercices divers :

1) Calculer (g)+(’21)+(2)+ ot (g’)+(g)+

2) Soit n € IN. En dérivant x — (1 + x)", calculer Zk (Z)
k=1
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XIII - Systemes linéaires

Dans tout le chapitre, K désigne R et ou C : c’est le corps des scalaires.

1/ Généralités
1.1) Définitions

Définition

On appelle systéme linéaire de n équations a p inconnues x1, X, ..., X, € K tout systeme

a1 x1 + aip X + .-+ allp xp = bl (L1)

Ap1 X1 taxpXy+ -+ Aop Xp = bz (L2)

()

Ap1 X1+ AyoXp + o +a,,x, =D, (L)

oit les coefficients a; ; et b; sont des scalaires fixés pour 1 <i<net1<j<p.

Le n-uplet (b1, by, ..., b,) est appelé le second membre du systeme.
Onnote Ly, Ly, ..., L, les lignes du systeme.

Définition | Une solution de ce systeme est un p-uplet de scalaires vérifiant chaque équation.

Exemple : prendre des systémes simples a 2 ou 3 inconnues.

1.2) Résolution d'un systeme linéaire

Définition |On dit que le systeme linéaire (S) est compatible s’il admet au moins une solution.
Sinon, c’est un systéme incompatible.

Exemple : étude de l'intersection de deux droites du plan.

Définition |Si n = p et que le systeme linéaire (S) admet une unique solution, on dit alors que
c’est un systéeme de Cramer.

Exemple : étude de l'intersection de deux droites sécantes du plan.

Définition |On dit que deux systemes sont équivalents s’ils ont le méme ensemble de solutions.

Remarque : on utilisera dans ce cas le symbole « & ».
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Définition |On dit qu'un systeme est homogéene lorsque son second membre est nul.

On appelle systéme homogene associé au systeme linéaire (S) le systeme obtenu en
remplagant le second membre de (S) par 0.

Remarque : tout systéme homogene est compatible car le p-uplet nul est solution.
Théoreme

Un systeme linéaire admet 0, 1 ou une infinité de solutions. I

Exemple : les systemes de deux équations a deux inconnues illustrent ce phénomene.

Proposition

Soient (S) un systeme linéaire compatible, (Sy) le systeme homogene associé et X, une solution
de (S). Alors X est une solution de (S) si, et seulement si, X — X, est une solution de (Sy).

Preuve — bon exercice.

1.3) Opérations élémentaires

Définition |Les opérations élémentaires sur les lignes d'un systeme linéaire sont :
o ['échange de deux lignes;
e la multiplication d’une ligne par un réel non nul ;

o l'addition d’un multiple d"une ligne a une autre ligne.

Proposition

Ces opérations élémentaires transforment tout systeme linéaire en un systéme équivalent.

Remarque : rien de bien nouveau, ces manipulations sont connues depuis longtemps.

2/ Echelonnement et pivot de Gauss

2.1) Systémes échelonnés

Définition |Un systeme linéaire est dit échelonné si :
e des que le membre de gauche d’une ligne est nul, ceux des suivantes le sont aussi;

o le plus petit indice des inconnues apparaissant dans le membre de gauche croit
strictement d’une ligne a I’autre.

On appelle alors pivot le premier coefficient non nul de chaque ligne dont le membre
de gauche est non nul.
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X+5y+6z=3 X+5y+6z=7
Exemple : le systeme 2y +4z = -7 estéchelonné, contrairementa 4z=12 .
3z=1 3z=9

2.2) Laméthode du Pivot de Gauss-Jordan

Voici comment on échelonne un systeme linéaire de n équations a p inconnues.

O On choisit une ligne dont le coefficient de x; est non nul et si possible égal a 1.
On la place en premiere position.

® On ajoute des multiples de cette ligne aux autres lignes afin d’éliminer la variable x;.
® On applique le procédé au systeme de n — 1 équations a p — 1 inconnues ainsi obtenu.

@ On répete ceci jusqu’a l'apparition d'un systéme échelonné.

Proposition

Tout systeme linéaire est équivalent a un systeme échelonné. I

3/ Ensemble des solutions d’un systeme linéaire

3.1) Notion de rang

Définition

o Le rang d'un systeme échelonné est égal au nombre de pivots.

o Le rang d'un systéme linéaire est le rang de tout systeme échelonné équivalent.

Exemple : le rang d’un systéme de Cramer de n équations a n inconnues est égal a n.

3.2) Résolution d’un systeme échelonné

Théoréme

Soit un systeme linéaire échelonné a p inconnues de rang r.
O Si ce systeme comporte une équation du type 0 = b,, avec b,, # 0, c’est un systéme
incompatible.
® Sinon, comparons son rang au nombre d'inconnues.
— Sir =p,alors le systeme posséde une unique solution : c’est un systeme de Cramer.

— Sir < p,alors le systeme possede une infinité de solutions et I'ensemble des solutions
est paramétré par p — r inconnues appelées inconnues secondaires.

Preuve — dans le dernier cas, on fait passer les termes en x,,q, ..., x, au second membre,
ce qui nous donne un systeme de Cramer d’inconnues x, X, ..., X;.
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XIV - Géométrie du plan et de I'espace

1/ Rappels

1.1) Définitions et premieres propriétés

Définition | Un vecteur 1l est la mesure du déplacement d’un point A i un autre point B.

q
e Si les deux points sont confondus, on I'appelle vecteur nul et on le note 14 = 0.
e Sinon, il est caractérisé par sa direction, la droite (AB), son sens, de A vers B, et
—
, la distance AB. On le note 7 = AB.

—_
sa norme || u

Proposition

Soient A un point et U un vecteur. Il existe un unique point B tel que i = AB.

1.2) Opérations sur les vecteurs

Définition (somme de deux vecteurs)

— —
Soient il et ¥ deux vecteurs et A, B, C trois points tels que 1 = AB et ¥ = BC.

On pose alors 1 + 0 = AC.

Proposition (relation de Chasles)

. — > —
Pour tous points A, Bet C,ona |AB + BC = AC. I

Définition (multiplication par un réel)

. - . . - = . —
Soient 1 un vecteurs et k un réel. Sik = 0, on pose ki1 = 0. Sinon, on note ki le vecteur de
A . . — A . L. -
méme direction que 1, de méme sens si k > 0 et de sens opposé sinon, et de norme |k| || U ||

—

— —
Exemple : le milieu I d'un segment [AB] vérifie Al = 1B = %AB.

Définition

bd b d .. e . 2 g - - b d
Deux vecteurs 1 et U sont colinéaires s'il existe un réel k tel que v =k u ou 1 =k U.

—_
Remarque : ceci équivaut a 'existence de deux réels A et  non tous nuls tq A% + v = 0.

79



XIV — Géométrie du plan et de I’espace Repérage dans le plan et dans l'espace

Proposition

Deux vecteurs sont colinéaires si, et seulement si, ils ont la méme direction. I

Application : retrouver le théoreme de Thales et sa réciproque.

Théoréeme

Soient A et B deux points distincts. La droite (AB) est I'ensemble des points M de I'espace
—_— —
tels que les vecteurs AM et AB soient colinéaires.

PP RIT . - = b 4 ’ . - = - .
Définition |Soient 1, U et w des vecteurs de I'espace. On dit que 1, U et w sont coplanaires

H
lorsqu'’il existe des réels a, B et y non tous nuls tels que a1l + T +yw = 0.

Proposition (une caractérisation)

Sozent u, v et T trois vecteurs de espace. On suppose que U et T ne sont pas colzneazres Alors
U, 70 et W sont coplanaires si, et seulement si, il existe des réels A et u tels que @ = Al + 0.

Théoréme

Soient A, B et C trois pomts non alzgnes Le plan (ABC) est I'ensemble des points M de l'espace
tels que les vecteurs AM AB et AC soient coplanaires.

2/ Repérage dans le plan et dans 1’espace

2.1) Définitions

Lo sy . . —_ > P
Définition |Soient O un pointet 1, | deux vecteurs non colinéaires du plan.

e Ondit que (O ;7);_])) est un repere cartésien et (7),_])) une base du plan.

o Si ||_1)|| = ||_])|| =1et 7 L7, ondit que ce repere est orthonormé.

Remarque : tout triangle isocele et rectangle permet de définir un repére orthonormé.

Théoréme

Soit (O;_f;_])) un repere du plan.

e Pour tout point M, il existe un unique couple de réels (x,y) tel que OM = x7 + V7.
Ces réels sont appelés les coordonnées de M dans le repere (O ;7 ,_]))

e Pour tout vecteur il , il existe un unique couple de réels (a, p) tel que U = a7 +f .
5 5 - — =
Ces réels sont appelés les composantes de u dans la base ( U7 )
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Définition

-
Soient O un point de I'espace et 1, j, k trois vecteurs non coplanaires.

H
e Ondit que (O 7Tk ) est un repeére cartésien de l'espace.

® Si ||_l)|| = ||_])|| = H_k)H =lLet 717,71 X, 7 1K, ce repere est orthonormeé.

Théoréeme

Soit (O ;_1);_]);_k)) un repere de I'espace.

. . . . . . pr— — — g
o Pour tout point M, il existe un unique triplet de réels (x,y,z) telque OM =x1 +vy | +zk.
H
Ces réels sont appelés les coordonnées de M dans le repere (O ;_1) ;_]) s k )
ﬁ
e Pour tout vecteur i, il existe un unique triplet deréels (a, B, y) tel qu U=aTl+ ﬁ_]) +vk.

e
H
Ces réels sont appelés les composantes dedl dans la base (_z) Tk )

2.2) Calculs dans un repere

Théoréeme (dans le plan)

’
d

Soient A(xa, ya) et B(xg, ys), u * et T [x dans le plan muni d’un repere (O e ] )
y Yy

H
e Ona AB

Xp—Xa| o S|x+x
, U+ U

| kx
’] et ki ( ] pour tout réel k.
YB— Ya y+y ky

e Si le repere est orthonormé, alors AB = \/(xB —xA)* + (ys — ya)* et Hﬂ) H = X2+ 12

Exemple : déterminer le centre du cercle circonscrit au triangle ABC, ot A(0, 1), B(2,3) et
C(—4, —1). Donner alors une équation cartésienne de ce cercle.

Remarque : choisir un repere adapté a la figure étudiée pour avoir des coordonnées simples.

Théoréeme (dans l’espace)

X x’
Soient A(xa, Ya,za) et B(xs, ¥, zB), o [y] et T [y’] dans le repere (O;_z); ] ,_k>)
z z'

_)
Ona AB

Xp — XA x4+ x kx
Ys—yal| W+ T|y+v| et kil |ky pour tout réel k.

ZB — ZA z+7Z k
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3/ Produitscalaire de deux vecteurs

3.1) Définitions et caractérisations

Définition |On appelle produit scalaire des vecteurs i et O le nombre réel U - T défini par :

- = ¢ - =
e 1i-U=0si1u=0o0uv=0;

- - - - — =\ .
QH'U:||M||X||U||XCOS u, o) simon.

- = 92 . . - — 1|2
Onnotera u - U = 1 le carré scalaire de u. Il vaut ” U || )

Remarques:
L. -2 92 . . ) R
@ Ainsi, | u || = 1/ . C’est une relation essentielle en géométrie.
— - d o d 2 ey 2 . - g « g s
@ De plus, |u - v| < || u || X || U || avec égalité ssi les vecteurs 1 et ¥ sont colinéaires.

— —
Exemple : traiter le cas de 7 = AB et ¥ = AC avec A, B et C trois points alignés.

Proposition

- = . .= =
e Deux vecteurs 1 et v sont orthogonaux si, et seulementsi, 1 - v = 0.

) e Al 4
o Le triangle ABC est rectangle en A si, et seulement si, AB- AC = 0.

3.2) Propriétés fondamentales

Théoréme (symétrie et bilinéarité)

- . .
, U et w trois vecteurs et A un réel. Alors :

- [ > - 2 5 >
u-(0+w):u-v+u-w

Exemple : soient A, B et C trois points du plan.

—_ s = = = —>
1) Montrer que AM - BC + BM - CA + CM - AB = 0 pour tout point M.

2) En déduire que les hauteurs d'un triangle sont concourantes.

Corollaire (identités remarquables)

> >
Soient 1 et U deux vecteurs. Ona :

e d | - = 2 - 2\ [ > -2 52
||u+v||:u +2u -0+ 0 (u+v)-( )

Exemple : soit ABCD un parallélogramme. Montrer que AC? + BD*> = 2AB? + 2BC2.
En déduire que les diagonales d'un losange sont perpendiculaires.
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3.3) Expression dans un base orthonormée

Théoréeme (dans le plan)

s ]

x x
Soient U [ ] et T [ ] deux vecteurs du plan muni d’un repére orthonormé (O ;
y Y

Alors | -7 = xx’ +yy' | et ||7|| = X2+ 12

- —
2;7).

Remarque : ainsi # et ¥ sont orthogonaux si, et seulement si, xx” + yy’ = 0.

Notons que le produit scalaire permet d’accéder aux mesures d’angles, dans le plan aussi
bien que dans l'espace :

Lo sy s . 2 rd v d ’ . 2
Définition |La mesure de I'angle (non orienté) de deux vecteurs non nuls i et U est ['unique réel

U
0 e [0,7’(] telque COS(Q) = W

Théoreme (dans l’espace)

X x'

H

Soient i [y] et T [y’] deux vecteurs de I'espace muni d un repére orthonormé (O 7Tk )
z z’

- = —
Alors |1 - U =xx" +yy +zz'| et ||u||:\/x2+y2+zz.

Exemple : soient A(2,2,3) et B(1, -1, 1). Montrer que le triangle OAB est rectangle en B.

4/ Déterminant de deux vecteurs du plan

On se place ici dans le plan orienté muni d"un repére orthonormé direct (O T ,_]))

4.1) Définition et interprétation

Définition |On appelle déterminant des vecteurs i et @ le nombre réel det (7,7))) défini par :
° det(_u),_v)) =0siu :—0> ouT :6);
° det(_u),_v)) = ||7H X H_7J>|| XSin(ﬂ),_v)) sinon.

Exemple : comme (_z) ,_])) est une base orthonormée directe, on a det (_1),_])) =1.
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Proposition

Interprétations géométriques

e ['aire d’un parallélogramme ABCD est ‘det (AB, AD)|.

e L’aire d’un triangle ABC est 1 'det (zﬁ, R)‘

4.2) Propriétés fondamentales

Théoreme (antisymétrie et bilinéarité)

T e P p
Soient 1, U et w des vecteurs et A un réel. Alors :

det (7,7 + 70)) = det (7,_0)) + det (7,?0))

Théoréeme (expression dans une b.o.n.d.)

Soient U [x] et T [xl] deux vecteurs du plan. Alors
Yy Yy

. . - —> e s s . .
Remarque : en particulier u et U sont colinéaires si, et seulement si, xy’ — yx’ = 0.

5/ Droites et cercles du plan

5.1) Vecteurs directeurs et vecteurs normaux

Définition

Soient 9 une droite du plan et 1, 71 deux vecteurs non nuls du plan. On dit que :

- . ;- . . - -3
e 1 est un vecteur directeur de 7 s'il existe deux points A et B de Z tels que 1i = AB.

o 71 est un vecteur normal de 9 s'il est orthogonal d un vecteur directeur de 9.

Remarques:
1) les vecteurs directeurs d'une droite ont pour direction commune cette droite ;
2) les vecteurs normaux d'une droite sont tous colinéaires car orthogonaux a celle-ci.

3) L'angle entre deux droites est celui entre leurs vecteurs directeurs ou normaux.
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Théoréeme

Soient A un point du plan et U, 7 deux vecteurs non nuls du plan.
o La droite passant A et dirigée par U est (A,ﬂ)) = {M € @/ det (m,ﬂ)) = 0}.
—_— q
[ AM -7 =0},

e La droite passant par A et de vecteur normal 7 est 9 = {M S

Remarque : ne voit-on pas apparaitre des équations de droites ?

5.2) Projection orthogonale sur une droite

Définition |On appelle projeté orthogonal d’'un point M sur une droite & le point M si
celui-ci appartient a 9, et l'unique point H € & tel que (MH) L & sinon.

. - . , . . — —
Remarque:si & = (A, U ), ce projeté est 'unique point H € 7 tel que MH L .

Proposition

Le projeté orthogonal H de M sur & est le point de 9 le plus proche de M.
On dit ainsi que MH est la distance de M a & et on la note dM, 2).

PrReuvE — c’est une conséquence du théoreme de Pythagore.

Théoréeme (produit scalaire et projeté orthogonal)

Soient A, B et C trois points du plan (avec A # B) et H le projeté orthogonal du point C

—_— = — —
sur la droite (AB). Alors |AB- AC = AB- AH =+ AB X AH.

Remarque : ceci permet d’établir les diverses propriétés du produit scalaire.

5.3) Représentations paramétriques et équations de droites

Théoréeme (représentation paramétrique d’une droite)

Soient 9 une droite du plan, A(xo, yo) un point de 9 et U (a, p) un vecteur directeur de 2.
Pour tout point M(x, y) du plan, on a

X=xo+Aa

M(x, y) € Z si, et seulement si, il existe A € R tel que {

Y=Y +Ap

Remarques : a partir d"une telle représentation, on retrouve un point et un vecteur directeur
de 2. On peut également en déduire une équation cartésienne de Z.

x=5+2A

Exemple : appliquer ceci a la droite de représentation paramétrique { L
y=-1+
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Théoréeme

e Toute droite du plan de vecteur normal 1 =ai +b ] admet une équation cartésienne de
la forme |ax + by + ¢ = 0| avec c € R.

e Réciproquement, soient a, b et c des réels avec (a,b) # (0, 0). L'ensemble des points M(x, y)
du plan tels que ax + by + ¢ = 0 est une droite de vecteur normal 1 =ai +bJ.

Remarque : une droite d’équation ax + by + ¢ = 0 est dirigée par le vecteur U=-bil+aj.

Exemple : a quelles conditions les droites d’équations ax + by +c =0 et a’'x+b'y+c =0
sont-elles perpendiculaires ? paralleles ?

Théoréeme

Soient 9 une droite d'équation ax + by +c =0 et M(xo, yo) un point du plan.

|axo + byo + c|

Va? + b?

La distance les séparant est |d(2,M) =

Exemple : soient A(0, 1), B(2,3) et C(—4, —1). Déterminer 'aire du triangle ABC.

Intersections de Droites

L’'intersection de deux droites non paralleles est un point du plan. Pour le déterminer,
on peut procéder de deux fagons distinctes :

1) on résout le systeme linéaire constitué des équations cartésiennes de ces deux droites;

2) on injecte la représentation paramétrique de 1'une dans 1’équation cartésienne de
I'autre, et 'on résout 1'équation du premier degré obtenue.

Exemple : déterminer l'intersection de (AB) et (CD), avec A(1;1), B(2;5), C(3;2) et D(6; 3).

5.4) Cercles du plan

Définition |Soient Q un point du plan et R > 0 un réel.
On appelle cercle de centre C et de rayon R I'ensemble {M € / OM = R}.

Exemple : l'intersection des médiatrices d'un triangle non-aplati ABC est le centre de
I"'unique cercle passant par les 3 sommets de ce triangle.

Théoreme (équation de cercle)

Soit € le cercle de centre ()(a, b) et de rayon R > 0. Pour tout point M(x, y), on a
M(x,y) € ¢ & (x —a)* + (y—b)* =R?

Exemple : déterminer le centre et le rayon du cercle d’équation x* + y* — 4x + 6y — 25 = 0.
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Théoréeme (représentation paramétrique d’un cercle)

Soit € le cercle de centre ()(a, b) et de rayon R > 0. Pour tout point M(x, y), on a

x=a+R cos(0)
Yy =b+R sin(0)

M(x,y) € € si, et seulement si, il existe 0 € R tel que {

Remarque : cette représentation est peu utilisée en pratique car elle se préte mal aux calculs.
En pratique

Pour étudier les intersections de droites et de cercles, on injecte les représentations pa-
ramétriques des droites dans les équations des cercles (noter que la différence de deux
équations de cercles fournit une équation de droite).

Exemple : on considere les points A(0; 1), B(2;5), C(2;2) et D(6; 4).
1) Déterminer l'intersection du cercle de diametre [AB] et de la droite (CD).

2) Déterminer l'intersection des cercles de diametres respectifs [AB] et [CD].

6/ Droites et plans de I’espace

6.1) Plans de l’espace

Définition

Soient 2 un plan de l'espace, i et 1 deux vecteurs non nuls. On dit que :
—
o Ul est un vecteur directeur du plan P s'il existe deux points A et B de 2 tels que 1 = AB.

— = P . ..
° (u , U ) est une base de &2 si 1 et v sont deux vecteurs directeurs non colinéaires de 2.

o 71 est un vecteur normal du plan 2 s'il est orthogonal & tout vecteur directeur de 2.

Remarque : les vecteurs normaux d'un méme plan sont tous colinéaires. Ils permettent
de préciser les positions relatives de deux plans (paralleles ou sécants, perpendiculaires);
en particulier, 'angle de ces plans est 1’angle de deux de leurs vecteurs normaux.

Proposition

Le plan passant par A et de vecteur normal 1 est P = {M €& / AM -7 = O}.

Remarque : les plans jouent dans l'espace le méme role que les droites dans le plan. On
retrouvera ainsi beaucoup de notions similaires (équations, projeté orthogonal, distances).
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6.2) Projection orthogonale sur un plan

Définition |On appelle projeté orthogonal d’un point M sur un plan &7 le point M si celui-ci
appartient a &2, et 'unique point H € & tel que (MH) L & sinon.

Remarque:si & = (A,ﬂ),_v)), alors H est l'unique point de & tel que MH L7 etMH L 7.

Proposition

Le projeté orthogonal H de M sur & est le point de & le plus proche de M.
On dit ainsi que MH est la distance de M a & et on la note d(M, ).

6.3) Représentations paramétriques et équations de plans

Théoréeme (représentation paramétrique)

L’espace est muni d'un repere (O ;7);_]);_k)). Soient & un plan, A(xo, Yo, zo) un point de &,

U(a,B,y) et T(,B,y) deux vecteurs directeurs non colinéaires de 2. Alors

X =xy+ Aa+ ua’
M(x, y,z) € P si, et seulement si, il existe (A, u) € R? tel que {y =1vyo+ AR+ up’

z=zo+ Ay +uy

Remarque : cette représentation n’est pas d'un grand intérét pratique.

Théoréeme

, - _ > > 7 5 : 5ei
o Tout plan de I'espace de vecteur normal = a1 +b j +ck admet une équation cartésienne
de la forme |ax + by +cz+d = 0.

e Soient a, b, c et d des réels avec (a,b,c) # (0,0,0). L'ensemble des points M(x, y,z) tels que
ﬁ
ax + by + cz + d = 0 est un plan de vecteur normal @ =a7 +b] +ck.

Exemple : retrouver un point et deux vecteurs directeurs a partir de I’équation cartésienne.

Théoréeme

Soient & un plan d’équation cartésienne ax + by + cz+d =0 et M(xo, Yo, 20) un point.

|ax0 + byo + czo + d|

La distance les séparant est |d(Z?, M) =

—_
Exemple : soient A(1,0,2), % =37 + k et ¥ = —2_]). Déterminer une équation cartésienne
duplan & = (A;ﬂ);_z}), puis calculer la distance de O a &.
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6.4) Droites de I’espace

De méme que les plans et leurs positions relatives sont caractérisés par leurs vecteurs
normauyx, les droites, elles, le sont par leurs vecteurs directeurs. Ainsi, les angles entre droites
et / ou plans se retrouvent en utilisant les vecteurs directeurs des droites et les vecteurs
normaux des plans.

Théoréeme (représentation paramétrique)

Soient 9 une droite, A(xy, Yo, zo) un point de 9 et 7(0{, B,v) un vecteur directeur de 9.

X =x0+ A
Alors M(x,y,2) € 9 si, et seulement si, il existe A € R tel que ¢y =y + A

z=2zp+ Ay

Remarque : cette représentation est tres pratique pour étudier des intersections. De plus, en
éliminant A entre les équations, on aboutit a un systeme de deux équations de plans sécants.

Exemple : prenons la droite ¥ = (A;ﬂ)) ou A(1;3;-2) etﬂ)(O; 1;,-1).
1) L'écrire comme intersection de deux plans.

2) Déterminer son intersection avec la sphere de centre B(2, 1, 0) et de rayon 4.

Théoréme

o L'intersection de deux plans non paralleles est une droite qui admet un systéme d’équations

. mx+biy+ciz+d; =0 _
cartésiennes avec (a1, b1, c1) et (a, by, c2) non proportionnels.

ax + by +cz+d, =0

e Réciproquement, toute droite de I’espace admet un tel systeme d’équations.

Remarque : en résolvant le systeme d’équations, on aboutit a une représentation paramé-
trique de la droite, d’ot1 les coordonnées d"un point et d'un vecteur directeur.

Projection orthogonale sur une droite

La définition est identique dans le plan et dans 'espace. En particulier, le projeté ortho-
i —\—
. . — . - (AM ' u) u
gonal H d’un point M sur la droite 2 = (A, u) est caractérisé par AH = ||_) || >
u

Tristan Poullaouec 89 http://www.mrpoullaouec. free. fr






XV — Les statistiques descriptives

1/ Généralités

Les statistiques consistent a extraire de l'information a partir d’un ensemble de données.
Contrairement aux probabilités, ot l’on modélise une expérience aléatoire afin de déterminer
la probabilité de certains événements, on utilise en statistiques les résultats d"une expérience
aléatoire pour construire un modéle permettant d’expliquer au mieux ces observations.

1.1) Population statistique

Définition |e Une population (statistique) est un ensemble fini d’éléments soumis a une étude.

Les éléments de la population sont appelés individus.

Le nombre total d’individus est appelé effectif total ou taille de la population.

Une partie de la population est appelée échantillon de la population.

Exemple : les professeurs de la BCPST1 forment une population statistique d’effectif total
égal a 9. Les professeurs de sciences forment un échantillon de taille 4 de cette population.

1.2) Caractere et modalité

Définition |Un caractére (ou variable statistique) est une donnée que I'on peut observer sur
les individus d’une population. Ce caractere est dit quantitatif lorsqu’il prend des
valeurs numeériques mesurables et qualitatif sinon.

Exemple : la taille, le poids et ’age sont des caracteres quantitatifs ; la couleur des yeux ou
des cheveux, le code postal sont des caracteres qualitatifs.

Remarque : on ne traite pas de la méme maniere les caractéres quantitatifs et qualitatifs.
En particulier, les calculs de moyenne ou de variance n’ont aucun sens pour ces derniers.
Dans ce cours, nous nous intéresserons essentiellement aux variables quantitatives.

Définition | Une série statistique est la donnée d'une population et d’un ou plusieurs caracteéres
portant sur cette population. On parle de :

e statistiques univariée lorsque I'on observe un caractere par individu.

e statistiques bivariées lorsque I'on mesure deux caractéres par individu.

Remarque : une fois choisi le caractere étudié, les statistiques ignorent les individus au profit
des valeurs du caracteres. Par exemple, sil’on étudie la taille d"une population, on ne retient
pas la taille de telle ou telle personne mais juste le fait quun individu a une taille donnée.
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XV - Les statistiques descriptives Statistiques univariées

Définition

o Les valeurs (distinctes) prises par un caractere s’appellent les modalités de ce caractere.
Pour décrire un caractere x, on peut donner la liste de ses modalités et noter x = (xy,...,xp).
On dit alors que x est discret.

o Lorsque les modalités sont trop nombreuses, on les regroupe en intervalles de valeurs appelés
classes et dont les longueurs sont appelées amplitudes. On dit alors que x est continu.

Exemple : sil’on étudie la taille d"une population, on peut utiliser les classes suivantes
{]0;140[,[140;150[,[150;160[,...,[190;200[,[200;+oo[}

Remarques:

O Les différentes classes doivent former une partition de I’ensemble des modalités, ce
qui signifie qu’elles sont deux a deux disjointes et que leur réunion vaut cet ensemble.
De la sorte, toute modalité appartient a une et une seule classe.

® En outre, on suppose souvent que la répartition au sein de chaque classe est uniforme,
ce qui permet de la remplacer par son centre lors des calculs de moyenne (par exemple).

2/ Statistiques univariées

Dans cette partie, une population d’effectif total N est étudiée a travers un caractere
quantitatif discret x dont les modalités (x1, x2, x3, - - - , x,) sont rangées dans 'ordre croissant.
Les diverses notions exposées s’adaptent facilement au cas d'un caractere continu.

2.1) Effectifs et fréquences

Définition (effectifs)

e Pour tout k € [1;p], on appelle effectif de la modalité x; le nombre ny d'individus pour
lesquels le caractere prend la valeur xi. Ces données, qui constituent la série statistique de x,
sont habituellement rangées dans un tableau a deux lignes modalités / effectifs :

Modalités || x1 | x2 | X3 | ... | Xp

Effectifs ||ny |ny |n3|...|n,

e Pour tout k € [1;p], on appelle effectif cumulé croissant de la modalité x) le nombre
ny + - - + ni d'individus pour lesquels le caractére prend une valeur inférieure ou égale a x;.

Remarque : la somme des effectifs vaut I'effectif total, c’est-a-dire ny + 1, + -+ + 1, = N.

Exemples :
® On classe suivant leurs pointures les chaussures vendues dans un magasin en un mois
Pointure |34 35|36 | 37 | 38 | 39 | 40 | 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46
Effectif |10 [ 20 | 30 | 131 | 241 | 122 | 112 | 154 | 290 | 124 | 30 | 20 16
Eff. cumulé | 10 | 30 | 60 | 191 | 432 | 554 | 666 | 870 | 1160 | 1284 | 1314 | 1334 | 1350
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® On classe en fonction de leur nombre d’habitants les villes d'un département donné :

Nombre d’habitants | [0, 100[ | [100, 1000[ | [1000, 10000] | [10000, 80000]
Effectif 102 143 27 2
Effectif cumulé 102 245 272 274

L’effectif d'une modalité n’est pas une information suffisante en soi car elle ne prend pas
en compte 'effectif total. Pour remédier a ce probleme, on introduit la notion de fréquence
(on conservera les notations de la définition précédente tout au long de la partie 2).

Définition (fréquences)

o Pour toutk € [1;p], on appelle fréquence de la modalité x; le réel fi = %
C’est la fréquence d’apparition d'individus pour lesquels le caractere prend la valeur xy.
e Pour tout k € [1;p], on appelle fréquence cumulée croissante de la modalité x; le réel
f Ny +mnp+ -+ 1y
k =

prend une valeur inférieure ou égale a xy.

. C’est la fréquence d’apparition d’individus pour lesquels le caractere

Proposition

La somme des fréquences vaut toujours 1. I

Exemple : reprendre les exemples précédents.

2.2) Représentations graphiques

Pour faciliter la visualisation des séries statistiques, les fréquences sont représentées
graphiquement sous forme de diagrammes. Voici les plus usuels.
(@) Lediagramme en batons

C’est une suite de fins rectangles de hauteurs proportionnelles aux fréquences.

(b) Le diagramme circulaire

C’est un disque découpé en différents secteurs dont les angles au centre sont proportion-
nels aux fréquences. Les normands parlent aussi de diagramme camembert.
(c) L'histogramme

On I'utilise pour les caracteres continus. C’est une suite de rectangles dont les bases
sont proportionnelles aux amplitudes des différentes classes et dont les surfaces (et non les
hauteurs) sont proportionnelles a leurs fréquences.
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(d) Le polygone des fréquences cumulées croissantes

Il représente la fonction qui a x associe la fréquence d’apparition d'individus pour lesquels
le caractere prend une valeur inférieure ou égale a x. C’est une courbe en escalier qui effectue
un saut de f; au niveau de chaque modalité xy.

Dans le cas d’un caractere continu, on trace une ligne brisée qui monte de f; le long de
la k¢ classe. On peut déterminer son équation pour calculer précisément les intersections
utilisées plus loin.

2.3) Caractéristiques de position

Elles permettent de voir autour de quelles valeurs se concentrent les valeurs prises par
le caractere étudié dans la série statistique.

Définition (mode et classe modale)

On appelle mode d'un caractere discret une valeur d’effectif maximal, et classe modale d'un
caractére continu une classe de rapport effectif / amplitude maximal.

Remarque : sur un diagramme en batons ou un histogramme, cela correspond aux rectangles
de hauteur maximale (et il peut y en avoir plusieurs).

Exemples : ce sont 42 pour les chaussures, et [ 0; 100 [ pour les villes.

Définition (moyenne)

\ Y p
On appelle moyenne du caractere x le réel x = N;le X = kZ:; fre X

Dans le cas d'un caractere continu, on prendra les centres des classes a la place des xy.

Remarque : la moyenne est tres sensible aux valeurs hors-norme. Pour y remédier, on exclut
souvent les 10% des valeurs les plus hautes et les 10% des valeurs les plus basses.

Proposition (linéarité de la moyenne)

Soient x et y deux caracteres d’une méme population tels que y = ax + b, avec a et b deux réels.
Alors y=ax +D.

Remarques:
O Si le caractere x vérifie x; € [a; D] pour tout k, alors x € [a;b].
De la méme maniere, si x; < y; pour tout k, alors x < y.

® Si x a une moyenne x; sur une population de taille N; et une moyenne X, sur une

autre population de taille N, alors sa moyenne sur la réunion des deux populations

- Nixi +Noxp . .y . S U
est x = NI N, Ceci permet ainsi d’actualiser une moyenne apres 1’acquisition
1 2

de nouvelles données.
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Définition (médiane)

e On appelle médiane de la série statistique la valeur M, qui partage la population en deux
parties égales : le caractere x prend une valeur strictement inférieure a M, pour la moitié des
individus et une valeur supérieure a M, pour I'autre moitié.

o Lorsque N = 2n + 1 est impair, la médiane est x,,1.
Lorsque N = 2n est pair, on prend pour médiane la moyenne de x,, et X,.1.

Remarques:
O Contrairement a la moyenne, la médiane est insensible aux valeurs extrémes.

® Graphiquement, la médiane est 1’abscisse du point d’intersection du polygone des
fréquences cumulées croissantes et de la droite d’équation y = 1/2 (si cette intersection
est un segment horizontal, on prend son milieu).

® Dans le cas d'un caractere continu, on appellera de méme classe médiane la classe qui
partage la population en deux. Elle contient la médiane.

Exemples : la médiane est 42 (chaussures) / la classe médiane est [ 100; 1000 [ (villes).
2.4) Caractéristiques de dispersion

On s’intéresse désormais a la dispersion du caractere autour des valeurs de référence.

Définition (étendue)

On appelle étendue du caractére x la différence entre la plus grande valeur et la plus petite valeur
de la série statistique. Elle donne une idée de son étalement.

Exemples : 12 pour les chaussures / 80 000 pour les villes.

Remarque : I'étendue est tres sensible aux modalités extrémes de la série.

Définition (variance et écart-type)

p p
e On appelle variance de x le réel positif V, = %an (e — %) = Z fe (e = %)
k=1 k=1

o On appelle écart-type du caractére x le réel positif s, = VV..

Remarques:

O lavariance est en fait la moyenne des écarts quadratiques. Elle mesure la dispersion de
la série statistique autour de sa moyenne et est peu sensible aux rares valeurs extrémes.

® [’écart-type s, possede la méme unité que le caractere x, et il est nul uniquement pour
un caractere constant.

Proposition (formule de Kcenig-Huygens)

ey -2 . z . 5
Ona V,=x2-x" :lavariance est la moyenne du carré moins le carré de la moyenne.
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Proposition

Soient x et y deux caracteres d'une méme population tels que y = ax + b, avec (a, b) € R?.
Alors V, = a*V, et s, = |a]sy.

On généralise la notion de médiane en découpant la population en 4 puis en 10 parties.

Définition (quartiles)

o Le premier quartile Q, est la plus petite valeur de x telle qu’au moins 25 % des valeurs de la
série lui soient inférieures ou égales.

o Le deuxiéme quartile Q, est la médiane.

o Le troisieme quartile Qs est la plus petite valeur de x telle qu’au moins 75 % des valeurs de
la série lui soient inférieures.

o [’écartinterquartile est la différence Q3 —Qy. C'est la longueur de I"intervalle interquartile
[ Q1 Qs ], qui contient environ la moitié de la population.

Remarque : graphiquement, le k¢ quartile Q est en fait 1’abscisse du point d’intersection du
polygone des fréquences cumulées croissantes et de la droite d’équation y = k/4.

Définition (déciles)

e Pourk € [1;10], le ke décile Dy est la plus petite valeur de x telle qu’au moins 10k % des
valeurs de la série lui soient inférieures ou égales.

o L'écart interdécile est la différence Dy — Dy. C'est la longueur de l'intervalle interdécile
[Dy; Dy ], qui contient environ 80 % de la population.

Remarque:

O Graphiquement, le k* décile Dy est 1’abscisse du point d’intersection du polygone des
fréquences cumulées et de la droite d’équation y = k/10.

® [’écartinterdécile est un indicateur que I’on préfere a 1’'étendue car on s’est débarrassés
des valeurs extrémes souvent peu significatives (erreurs de mesure, etc...)

On retrouve ces différents indicateurs sur les « boites & moustache » croisées dans le
secondaire.
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3/ Statistiques bivariées

Dans toute cette partie, une population d’effectif total N est étudiée a travers deux carac-
teres quantitatifs discrets x et y dont les modalités (xy, ..., x,) et (y1, ..., y,) sont rangées dans
I’ordre croissant.

3.1) Effectifs et fréquences conjoints

Définition (effectifs conjoints et marginaux)

o Soientk e [1;pllet £ € [1;q]. Le couple (x, y¢) est une modalité conjointe de (x, y) et
son effectif conjoint est le nombre ny, d’individus pour lesquels x = xy et y = yy.

o Pour tout k € [1;p], on appelle effectif marginal de x; le nombre ny, d'individus pour

q
lesquels le caractere x prend la valeur xy. Il vérifie nye = Y, Ny
=1

e Pour tout € € [1;q], on appelle effectif marginal de y, le nombre n,, d'individus pour

P
lesquels le caractere y prend la valeur y,. Il vérifie nep = Y, Ny .
k=1

Remarques:
O L’'ensemble de ces données constitue la série statistique double de (x, y).

® On peut ranger les effectifs conjoints dans un tableau a double entrée, en rajoutant les
effectifs marginaux au bout des lignes et des colonnes (ce sont les sommes des effectifs
de la ligne ou de la colonne correspondante).

® Les effectifs marginaux ont pour somme l'effectif total.

Définition (fréquences conjointes et marginales)

On définit de la méme facon la fréquence conjointe et la fréquence marginale en divisant les
effectifs conjoints et marginaux par I'effectif total.

3.2) Représentation graphique

Pour visualiser une série statistique double, on utilise un nuage de points défini de la
maniére suivante : chaque modalité (x;, y,) est représentée par un disque de centre Cy ¢(xx, y¢)
et de surface proportionnelle a la fréquence conjointe f; .

Définition (point moyen)

Le point moyen de la série statistique double de (x, y) est le point de coordonnées (x, ).

Remarques:
O Le point moyen est le barycentre des points du nuage pondérés par leurs fréquences.

® (C’est le seul indicateur de position dont on dispose en statistique bivariée.
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3.3) Covariance et coefficient de corrélation

On cherche maintenant a savoir si les caracteres x et y sont liés. On va pour cela généraliser
aux couples la notion de variance.

Définition (covariance)

On appelle covariance des caracteres x et y le réel

o= Y =D (=D = Y for (=D (v~ 9)

1<k<p 1<k<p
1<t<g 1<t<g

Remarque : c’est une mesure de I'influence mutuelle de x et i, qui ont tendance a varier dans
le méme sens lorsqu’elle est positive et dans des sens opposés lorsqu’elle est négative.

Proposition (formule de Kcenig-Huygens)

Ona s,, =xy—XxYy :lacovariance est la moyenne du produit moins le produit des moyennes.

Proposition
OTl a Sx,x = Vx et Vx+y = Vx + 2ery + Vy-

Définition (coefficient de corrélation)

Sx,y

On appelle coefficient de corrélation (affine) des caracteres x et y le réel 1y, =

SxSy

Remarque : c’est un nombre sans unité qui a le méme signe que la covariance.

Proposition

e Le coefficient de corrélation appartient a l'intervalle [-1;1].
o Il vaut +1 si, et seulement si, il existea et b € R tels que y = ax + b.

Remarque : le coefficient de corrélation affine indique si les caracteres x et y sont liés.

e S’il est proche de 1 ou -1, ils sont fortement liés ou corrélés et le nuage de points se
concentre autour d’une droite.

e S’il est proche de 0, ils ne sont pas corrélés et le nuage de points mérite son nom.

Attention cependant, il n’y a pas forcément de lien de causalité entre deux caracteres
corrélés, qui peuvent tout simplement dépendre d’un tierce caractere.
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3.4) Ajustement affine

On suppose dans cette derniére partie que 1'on a mesuré les caracteres x et y sur les
N individus de la population, et que l'on dispose des N couples deux a deux distincts

(xll ]/1)/ (x2/ ]/2)/ ceey (xN/ ]/N)

Les effectifs conjoints ny; valent dans ce cas 1 si k =1 et 0 sinon. De plus, le nuage de points est
constitué de points et non plus de disques de tailles variées.

Lorsque le coefficient de corrélation est proche de *1, le nuage de points se concentre
autour d’une droite ... que I'on va chercher a déterminer.

Définition (droite de régression)

On appelle droite de régression linéaire de y par rapport a x la droite passant par le point
Sx
moyen G (x,y) et de pente a = V_y

X

Proposition

La droite de régression linéaire a pour équation Y = aX + b, avec a = — et b =y —ax.

Théoréeme

Cette droite est I'unique droite d’équation Y = aX + b qui minimise la somme des carrés des
distances verticales entre la droite et les points du nuage, c’est-a-dire la grandeur

N
S=Y" (v - (axc + b))
k=1

Remarque : on dit pour cette raison que 1’on obtient la droite de régression linéaire a I'aide
de la méthode des moindres carrés. C’est une bonne approximation du nuage de points
lorsque le coefficient de corrélation est grand.

Autres ajustements

On est amenés a croiser d’autres relations entre les caracteres x et y, que 'on peut déter-
miner a l’aide d"un ajustement affine sur d’autres caractéres. Par exemple :

O Sil'on penche pour une relation de la forme y = C exp(ax), on étudie alors (x, In ).

® Sil’on opte pour une relation de la forme y = Cx”, on étudie (Inx, Iny).

Tout dépend du modele qui se cache derriere les caracteres.
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XVI - Les polynomes réels

1/ Les fonctions polynomiales

1.1) Définitions

Définition |On appelle fonction polynomiale ou polyndme toute fonction réelle de la forme

(o0
P:x+— Y a,x",avec (a, une suite de réels nulle a partir d’un certain rang.
nelN
n=0

Remarques:

O Un tel polyndme se note formellement P = Zan X" al'aide d'une indéterminée X.
n=0

® Les nombres (a,) sont appelés les coefficients du polynome.
® Le polynome dont tous les coefficients sont nuls est appelé polynéme nul et noté 0.

® L’ensemble des polyndmes a coefficients dans IR et d'indéterminée X se note R[X].

Proposition

L'écriture d’un polynome est unique. Par conséquent :
o Un polynome est nul si, et seulement si, tous ses coefficients sont nuls.
e Deux polyndmes sont égaux si, et seulement si, tous leurs coefficients sont égaux.

Définition | On associe a tout polynome P € R[X] son degré noté deg(P) et défini par

-0 si P=0

deg(P) = -
es(P) n si P:Zakxk avec a, # 0

k=0

Exemples : ona deg(4) =0 et deg(X +4X® — 5X* + 3) = 3.

Remarques:
e Si P # 0, le coefficient a4ee(r) s’appelle le coefficient dominant du polyndéme P.
e Un polynome de coefficient dominant égal a 1 est appelé polynéme unitaire.
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Définition | Soit n € IN. On note R,[X] = {P € R[X] / deg(P) < n}.

Exemple : montrer que cet ensemble est en bijection avec R".

1.2) Opérations sur les polynémes

Théoréeme

Les sommes, produits, composées et dérivées de polynomes sont encore des polynomes. I

Proposition

Soient A € R, Pet Q € R[X]. Alors :
o deg(P + Q) < max {deg(P); deg(Q)} avec égalité si deg(P) # deg(Q).
o deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) et deg(AP) = deg(P) si A #0.

Exemple : pour P=X?+1etQ = —X? ona deg(P) = deg(Q) = 1 mais deg(P + Q) = 0.

Proposition

Soient P et Q deux polynomes tels que P #0, Q #0 et PoQ # 0.
Ona |deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q).

Remarque : attention quand on applique cette formule avec Q constant, le polynéme P o Q
peut étre nul ou pas et la formule deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q) est invalide.

Contre-Exemples: Q=2et P=X-2;Q=0et P=X>+1.

Proposition

Soit P(x) = Zan X" € R[X]. Son polyndme dérivé est |P’(x) = Z(n +1)a,,1 X"
n=0 =0

Remarque : on retrouve toutes les régles de calcul classiques sur les dérivées.

Exemple : Soient m, n € IN. Calculer la dérivée m-ieme de X".

Proposition

Soit P un polynome. Si P est constant, P’ = 0. Sinon, |deg(P’) = deg(P) — 1.

En particulier, P™ = 0 pour tout entier m > deg(P).
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2/ Racines d’un polynoéme

2.1) Définitions

Définition |Un réel a est une racine du polynome P si P(a) = 0.
On dit que c’est une solution de I'équation algébrique P(x) = 0 d’inconnue x € R.

Exemple : X? — 1 a pour racines 1 et —1, mais X* + 1 n’a pas de racine réelle.

Proposition

Tout polyndme P de degré impair admet au moins une racine réelle. I

PreuvE - en effet, sa continuité et ses limites impliquent que P(R) = IR.

Théoréme (factorisation)

Un réel a est racine d’un polyndme P si, et seulement si, P se factorise par (X — a). I

Remarque : cela marche aussi avec plusieurs racines distinctes.

Exemple : 2 est racine de X? — 3X + 2, qui se factorise en (X —2)(X — 1)

On dispose de trois méthodes pour effectuer la factorisation :
1) procéder par identification (pas terrible, source d’erreurs multiples)
2) poser la division euclidienne (mieux ... cela permet aussi de simplifier des quotients)

3) utiliser I'algorithme de Horner (trés puissant et sans danger!)

Exemple : factoriser si possible P = X® + 4X? — 4X + 5 par X + 5 et par X — 3.

2.2) Nombre de racines

On peut noter que le polyndme nul possede une infinité de racines sur IR. C’est le seul :

Proposition

Un polyndme de degré n posséde au plus n racines. I

PReUVE — notons m le nombre de racines du polynome P. Comme P est divisible par un
produit de m facteurs de degré 1, alors deg(P) > m.

Corollaire

Un polynome de R, [X] qui possede au moins n + 1 racines est le polyndme nul. I

Exemple : deux polyndmes de degré n qui ont n + 1 valeurs en commun sont égaux.
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Proposition

Un polynéme P de degré n € IN* possédant exactement n racines s’écrit sous la forme

P=ag,(X-a)X—-az) ... X—ay)

Remarque : c’est le cas des trindmes de discriminant strictement positif.

2.3) Racines multiples

Définition |Soient P € R[X] et m € N*. On dit que a € R est racine de P de multiplicité m
lorsque I'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :

(i) Pla)=P(a)="---=P" D(@)=0 et P™(a)#0
(ii) P est divisible par (X — a)™ mais pas par (X — a)™*1.

Remarque : une racine « est racine multiple ssi P’(a) = 0.

Exemple : déterminer les racines de P = X* — 2X3 + 2X? — 2X + 1 avec leurs multiplicités.
On pourra montrer que 1'algorithme de Horner permet d’effectuer des factorisations.

Proposition

Un polyndme P de degré n € IN* possédant exactement n racines comptées avec leurs ordres
de multiplicité s’écrit sous la forme

P=a,X—a))"X—a)™ ... X—a,)™

.
ot m; € IN* pour tout i € [1;r] et Zmi =n.

i=1
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1/ Définition et premieres propriétés

Soit f une fonction numérique définie au voisinage de 0, sur un intervalle I

1.1) Développements limités en 0

Définition |On dit que f admet un développement limité a l'ordre n au voisinage de 0
s'il existe des réels ay, ay, .. .,a, tels que

n

Vxel f(x):Zakxk+ oo(x”)

k=0

On parlera en abrégé de DL, en 0. Cette expression sert aussi a désigner la somme.

n

1 — xn+l n 1 1
Exemple : on a ] _xx = kZ:(;Xk donc = kZ:(;Xk + o (x™). Que dire alors de 1

+
X

Proposition (unicité du DL)
Si f admet un DL, en 0, celui-ci est unique. I

Corollaire (troncature de DL)

n
On suppose que la fonction f admet Y axx* pour DL, en 0.
k=0

p
Pour tout p € [0;n ], elle admet alors Zakxk pour DL, en 0
k=0

Corollaire (DL et parité)

On suppose que f admet un DL, en 0.
e Sila fonction f est paire, alors son DL, est pair.
e Sila fonction f est impaire, alors son DL, est impair.

Exemples : les DL des fonctions sin et cos, que 'on verra plus bas. Cas des polynomes.
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DL et régularité

On montre facilement les propriétés suivantes :
e Si f admet un DL en 0, elle est continue en 0.
e Si f admet un DL; en 0, elle est dérivable en 0.

Attention, une fonction ayant un DL, en 0 n’est pas forcément deux fois dérivable en 0.
Penser au cas de la fonction f: x — x° sin(1/x).

1.2) Développements limités usuels

Soit n € IN. La formule de Taylor-Young nous assure que si f est n fois dérivable et de
dérivée n-iéme continue sur I, alors

()
Vxel f(x):z“%xk+ oo(x”)

k=0

C’est le cas des fonctions usuelles, pour lesquelles on obtient les DL, suivants en 0 :
2 n

X X X
° ex:1+ﬂ+5+---+a+xgo(x”)
x2 x4 (_1)n x2n - o
o cosx:1—5+ﬂ+---+w+xgo(x ) ... car cos(x) = Re(e')
. X x3 (_1)7’1 x2n+1 2n+1 . i
. smx:ﬁ—§+---+m+xgo(x” )...car sin(x) = Im(e'")
1 2
. =l+x+x"+---+x"+ o (x").
1-—x x—0
1 — 2 3 1 41 n
° 1+x_1 X+x"—x+ +(1)x+x20(x).

-1 -1) ... 1-
. (1+x)“:1+ﬁx+Mx2+---+a(a ) ... (@t n)x”+ o (x").
1! 2! n! x—0

1.3) Développements limités en a et en 1'infini

Si l'on veut étudier une fonction f au voisinage d'un réel a, on pose h = x — a et 'on
établit un DL en 0 de la fonction g : h > f(a + h). Ceci nous fournit un développement de
f enx —a, que l'on appelle DL en a.

Exemple : donner le DL; en 2 de exp.

Si l'on veut étudier une fonction f au voisinage de +co ou —oo, on pose h = 1/x et 'on
établit un DL en 0 de la fonction g:h+— f(1/h). Ceci nous fournit un développement de f
en 1/x, que I'on appelle DL en l'infini.

Exemple : donnerle DL, en +code f:x+— x/(x+1).
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2/ Opérations sur les DL

L'utilisation de la formule de Taylor-Young n’est pas la meilleure méthode pour obtenir
des DL, car les dérivées n-iemes peuvent s’avérer rapidement difficiles a calculer. Il faudra
plutot utiliser et combiner les DL des fonctions usuelles.

Proposition (manipulation des fonctions négligeables)

Soient n et p € N. Alors :
e 0 W)+ 0o (x")= o (x") sip=n et ¥+ o (x")= o (x")sip>n.
x—0 x—0 x—0 x—0 x—0

e 0 (W)X o (x")= o (X"P) et X o (x")= o (x"*P).
x—0 x—0 x—0 x—0 x—0

Remarque : ces regles de calcul permettent d’effectuer des sommes et produits de DL.

Proposition (opérations de base)

Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de 0. On suppose qu'il existe P et Q € R,[X]
tels que f(x) = P(x) + oo(x”) et g(x) =Q(x) + oo(x”). Alors :

¢ (f+R®=P+QW+ o (x*)

e (f9)(x) =R(x) + oo(x”), ot R € R,[X] est le polynome obtenu en ne conservant que les

termes de degré inférieur ou égal a n dans le produit PQ.

Exemples : déterminer les DL; en 0 de cos(x +2) etde T+x

Développement limité d’une composée

Pour calculer le DL, en 0 de f o g dans le cas out g(0) = 0, il suffit de remplacer f et g par
leurs DL, en 0 sans oublier les o (x") et d’utiliser les regles de calcul vues précédemment.
Cela revient a injecter le DL,, de g dans celui de f. Attention toutefois a la valeur de g(0).

Exemples : déterminer les DLs en 0 de In(cos x) et de e~

Développement limité d’un quotient

Pour calculer le DL, en 0 du quotient de deux fonctions, il suffit de se ramener a une

u(x) avec limv(x) = 0. Les DL, en 0 de u et v permettent alors de
1-9(x) X0

conclure par composition et produit.

expression de la forme

Exemple : établir le DLs en 0 de tan. Montrer la division selon les puissances croissantes.
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Proposition (intégration de DL)

=

Si une fonction continue f admet en un DL, de la forme f(x) = Xt + oo(x”), toute
=0 X—
primitive F de f admet un DL, en 0 de la forme F(x) = F(0) + kL_Z: 1xk+1 + 0 (x””).
x—

Remarque : attention, on peut intégrer terme a terme les DL mais surtout pas les dériver!
Ceci nous permet d’établir de nouveaux DL usuels en 0 :

2 3 n+1

. 1n(1+x):x—%+%+...+(_1)n;+1_,_xgo(xnﬂ)
x2 x3 x?’H’l »

® ln(l—x):—x—E_g ..... n+1+x—)0(xn )

3/ Applications des développements limités

3.1) Ftude locale d’une fonction
Un DL a l'ordre n d"une fonction f en a nous permet :

e de calculer lim f(x)

. (1 1
Exemple : calculer }gr(}(; - m)

e de trouver un équivalent simple de f ena
Exemple : trouver un équivalent en 0 de x(1 + cos(x)) — 2 tan x.

e de trouver la tangente a 45 en a ainsi que sa position (si n > 2).

ex

Exemple : étudier cette tangente pour a =0 et f(x) = .
COSs X

3.2) Ftude asymptotique d’une fonction

Un DL en l'infini d"une fonction f nous permet encore d’étudier des limites et de trouver
des équivalents simples en +oco ou en —oo. De plus, il nous donne les asymptotes a ¢ ainsi
que leurs positions relatives.

1
Exemple : étudier I'asymptote en +oo a la courbe de f : x +— x*In (1 + ;)
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1/ Les fonctions valeur absolue et partie entiére

1.1) La fonction valeur absolue

Proposition

La courbe représentative de la fonction valeur absolue est la réunion des deux demi-droites
[OI) et [OT'), oir I(1;1) et I'(=1;1).

PReUVE — en effet, cette courbe a pour équation y = x si x > 0 et y = —x sinon.

Proposition

o La fonction valeur absolue est dérivable sur R* mais elle n’est pas dérivable en 0.
e Sa dérivée est la fonction f définie par f(x) = =1six <0 et f(x)=1six>0.

PrReEUVE — sesrestrictionsa |—o0;0[ et ]0;+oo[ sont en effet des fonctions affines. Penser a
donner le tableau de variations.

1.2) Lafonction partie entiére

Proposition

o Sur chaque intervalle [n;n + 1[ avec n € Z la partie entiére est constante et vaut n.
e Sa courbe est la réunion de segments horizontaux qui forment un escalier infini.

2/ Logarithme népérien et exponentielle

2.1) Lafonction logarithme népérien

Définition |On appelle logarithme népérien la primitive sur 10 ; +oo [ de la fonction inverse qui
s’annule en 1. On la note In.

T dt 1
Remarque : ainsi In(x) = f — pour tout x > 0; de plus, In est dérivable et In’(x) = ot
1
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Théoréeme

o La fonction In est une bijection strictement croissante de 10;+oo [ sur R,
e Deplus, In <0 sur ]0;1[ et In> 0 sur ]1;+co].

e Enfin, |lim In(x) = —oo| et | lim In(x) = +co.

x—0 X—>+00

Exemple : montrer que la courbe de In est située sous sa tangente en A(1, 0).

Proposition (propriété caractéristique)

On a pour tous réels x > 0, y > 0 et pour tout entier n € Z
In(xy) = In(x) + In(y) ln(i) = In(x) — In(y) In(x") = nln(x)
- I\ __ _ In(x)
In(1)=0 ln(x) = —In(x) ln(\/i) ==

PrReUVE — pour la premiere relation, dériver a y fixé la fonction g, : x + In(xy) — In(x).

2.2) Lafonction exponentielle

Définition |La bijection réciproque de la fonction logarithme népérien est appelée la fonction
exponentielle. On la note exp.

Remarque : exp est donc définie sur RR et elle vérifie exp(x) > 0 pour tout x € R.

Théoréme

e La fonction exponentielle est une bijection strictement croissante de R sur ]0; +oo .

e De plus, elle est dérivable et exp’ = exp.
e Enfin

lim exp(x) = 0| ef | lim exp(x) = +oo.

X—+00

Proposition (propriété caractéristique)

On a pour tous réels x, y et pour tout entier n € Z.
exp(x)
exp(x + y) = exp(r) X exp(y)|  |exp(x—y) = ex; ol el =expr
1 x
exp(0) =1 exp(—x) = o) exp (E) = /exp(x)

Preuve - il suffit de prouver 1'égalité des logarithmes.
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Définition |On pose |exp(l) = e | et I'on note alors |exp(x) = e*| pour tout x € R.

Remarques:
e Leréel e s’appelle le nombre d’Euler; il vaute =~ 2,72.

e La notation exp(x) = e* est motivée par le fait que exp(n) = e" pour tout n € Z et
que l'exponentielle vérifie les mémes regles de calcul que les puissances entieres.

3/ Puissances réelles

3.1) Définition et premieres propriétés

Soit un réel a > 0. Pour tout entier n € Z, on a In(a") = nln(a) si bien que a" = e""®,
Ceci nous pousse a définir les puissances réelles de a de la maniere suivante :

Définition |Soienta > 0 et b € R. On pose alors m

Corollaire |Pourtousa>0et be R, ona et |In (a”) =blna.

Remarque : on vient ainsi de définir les puissances réelles de nombres strictement positifs ;
elles vérifient les mémes regles de calcul que les puissances entieres. Pour mémoire :

ax
axay = ax+y _x = a_x _y = ax—y
a a

@)Y = a* a*b* = (ab)* a _ (E)x

Méthode a retenir :

Lorsque une fonction est définie a 1'aide de puissances réelles, on 'exprime comme
composée d’exponentielle et de logarithme afin de 1'étudier facilement.

3.2) Exponentielles et logarithmes de base quelconque

Définition |Soit a € ]0;1[ U ]1;+co[. On appelle exponentielle de base a et I'on note exp,
la fonction définie sur R par | exp, : x — a*.

Remarque : elle vérifie les mémes régles de calcul que 1’exponentielle « normale ».

Proposition

Pour touta > 0, 0na ‘a" =e*lna > 0‘ et |In(@*) = xIna. I
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Proposition (comportement de exp, )

o La fonction exp, est une bijection de R sur 10 ; +oco .
o Elle se comporte comme exp sia > 1et comme 1/exp si0<a<1.

e Dans tous les cas, exp, est dérivable sur R et |exp’(x) = a*Ina.

Définition | On appelle logarithme décimal et 'on note log la bijection réciproque de exp;,.

Elle est définie sur ]0; +oco [ par | log : x +— Inx :

Corollaire |Soient x € Ret y > 0. Alors log(1) =0, log(10) =1 et

y=10" & x =log(y) log(10%) = x 1080 = y

Proposition (comportement de log)

e La fonction log est une bijection strictement croissante de 10 ; +oo [ sur R.

o De plus, elle est dérivable sur 10 ; +oo [ et

3.3) Fonctions puissances et racines

Définition |Soit @ € R. On appelle fonction puissance d’exposant « la fonction définie sur

Vintervalle 10;+oo [ par | f, : x — x% = eoInx,

Remarque : ne pas confondre les fonctions puissances et les fonctions exponentielles!!!

Proposition

La fonction f, est dérivable sur 10;+co[et 'ona |(fy) (x) = ax*™'| pour tout x > 0.

Exemple : donner les courbes et discuter les prolongements en 0 selon les valeurs de a.

Théoréeme (cas particulier)

o Sin € IN" est pair, la fonction f, : x — x" réalise une bijection entre [0 ; +co[ et [0;+oco].

o Sin € IN" est impair, la fonction f, : x — x" réalise une bijection entre R et R.
Sa bijection réciproque est appelée racine n*™ et notée g, : x — /x.
V0 =0] et | {/x = x| pour tout x > 0.

Elle vérifie de plus les relations

Exemple : montrer que V16! = 2048 et que 4/x = (—x)" pour x < 0 lorsque 1 est impair.
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3.4) Les croissances comparées

Théoréeme

Soient a>0et b>0.0na:

b bx
() _ lim |x[* e = 0 lim = = +oo

lim x*|Inx|’ =0 lim

x—0 X—+00 x4 X—-00 x—+00 X7

Remarques:
O Lorsquea et bsont de signes opposés, ces limites ne sont pas des formes indéterminées.

® Attention a bien se ramener a 1'une de ces formes pour les calculs de limites.

Exemple : étudier les limites des fonctions suivantes

Inx Vex+l e

(a) W (b) g:xr— (c:)h:x|—>ex+x2

4/ Les fonctions circulaires

4.1) Rappels

Les fonctions sinus et cosinus sont appelées fonctions circulaires car elles permettent de
repérer la position d’un point sur le cercle trigonométrique d’équation x* + y* = 1.

Proposition

e Les fonctions sin et cos sont définies sur R et sont 2m-périodiques.
o Pour tout x € R, on a cos?(x) + sin’(x) = 1.
e La fonction sin est impaire et la fonction cos est paire.

e Elles sont dérivables sur R. De plus, |sin’ = cos‘ et |cos’ = —sin. |

Exemple : montrer que [sinx| < |x| pour tout x € R et |tan y| > |y| pour tout =7 <y < 7.

Proposition

, sin . o
e La fonction tan = — est définie sur IR \ {% +km / ke Z} et elle est m-périodique.
cos

e La fonction tan est impaire.

e Elle est dérivable sur son ensemble de définition et |tan’ = 1 + tan? = 1/ cos?.

Remarque : donner la courbe de la fonction tan pour visualiser tout ca.
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4.2) Les fonctions Arcsinus et Arccosinus

Définition

e La fonction sinus est une bijection continue et croissante de [—% 5 ] sur[-1;1].
Sa bijection réciproque est appelée Arcsinus et notée arcsin.

e La fonction cosinus est une bijection continue et décroissante de [0; ] sur[-1;1].
Sa bijection réciproque est appelée Arccosinus et notée arccos.

e On a les équivalences suivantes :

x = arcsin(y) — y = sin(x) ot x = arccos(y) — Y = cos(x)
yel[-1;1] xe[—%;%] yel[-1;1] xe[0;m]

. Nl =z - —n\\-=x i in(2)) = &
Exemples : arcsm(2) = &, arccos(0) = 7, arccos (cos( 1 )) = et arcsin (sm( 3 )) =3

Théoréeme

e La fonction arcsin est une bijection impaire et croissante de [ —1;1] sur [ -3 ]
e La fonction arccos est une bijection décroissante de [—=1;1]sur [0;m].
1

V1 —x2

e La fonction arcsin est dérivable sur | =1;1[ et |arcsin’(x) = pour x € ]-1;1[.

e Pour tout x € [-1;1], on a |arccos(x) + arcsin(x) = /2.

Exemple : tracer les courbes, grace a la symétrie par rapport a la droite d’équation y = x.

4.3) La fonction Arctan

Définition |La fonction tangente est une bijection continue et croissante de , -2, [ sur R.
Sa bijection réciproque est appelée Arctangente et notée arctan. On a donc :

{x = arctan(y) — { y = tan(x)
yeR ve|-2;%]

Théoréme

e La fonction arctan est une bijection impaire et croissante de R sur ] -255 [
1

pour tout x € R.

e La fonction arctan est dérivable sur R et |arctan’(x) =

1+ x2

Remarque : insister sur la symétrie entre les asymptotes des courbes.
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Argument d’'un nombre complexe z € C \ iR

Afin de stopper la propagation d’idioties que l'on peut trouver sur internet, je vous
donne la seule et unique facon de calculer proprement et simplement l’argument d’un nombre
complexe a I'aide des fonctions trigonométriques réciproques.

Im(z)

Re(z)

Soit z € C \iR. Alors Re(z) # 0 donc tanarg(z) =

I
arg(z) = arctan (%ﬁ) si Re(z) >0

I
arg(z) = arctan (%ﬁ) + 7 si Re(z) <0

sans oublier que ceci est valable a 27 pres.

Exemples : déterminer les arguments de z; = —6 + 6i et z, = —12 — 4.
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XIX — Les matrices

Dans tout le chapitre, K désigne R et ou C : c’est le corps des scalaires.

1/ Espaces de matrices

1.1) Les matrices de type (1,p)

Définition |Soient n et p € IN*. On appelle matrice de type (n, p) ou encore matrice a n lignes
et p colonnes a coefficients dans K tout tableau de la forme

ain a2 ... al,p
ara dyp ... Oop
=1 . . = (ai,j)l<1<n
: : : 1<j<p
An1 An2 .. Auyp

aveca;; € K pour touti € [1;n] et tout j € [1;p]. Leur ensemble est noté ., ,(K).

Ainsi, le nombre 4;; est le terme situé sur la i-eme ligne et la j-iéme colonne de A.

Remarques:
e On parle de matrice ligne lorsque n = 1 et de matrice colonne lorsque p = 1;
e On assimile en général .#,,(K) a K" : on parle alors de vecteur colonne.
e On note 0,, la matrice dont tous les coefficients sont nuls : c’est la matrice nulle.

Le Mystére des Origines

En fait, les matrices permettent de manipuler les applications linéaires de plusieurs variables.
Par exemple, I'application de R® dans R* définie par f(x,y,z) = (2x — z,x + 3y + 22) est
entierement déterminée par sa matrice

(20 <1
M_(13 2)

Définition |Latransposéede A = (ai,j)lgign € My p(K) estlamatrice 'A = (a;]-)lgigp € Myn(K),

1<j<p 1<j<n

ol azf,]. =aj;pourtouti € [1;pJlettout je[[1;n].

Remarque: 'A est ainsi obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de A.

Proposition

Pour toute matrice M, on a '(‘M) = M. I
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1.2) Les matrices carrées

Définition |Soit n € N*. On note .#,(K) = 4, ,(K) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n.

Exemple : on notera 0, = 0,, la matrice nulle carrée d’ordre n.

Définition |Soient n € N* et A = (al-,]-) € #,(K).

1<i j<n
e Ondit que A est diagonale lorsque i # ] = a;; = 0.
On note 1,, la matrice diagonale dont les termes diagonaux a;; valent tous 1.

e Ondit que A est triangulaire supérieure lorsque i > j = a;; = 0.
o Ondit que A est triangulaire inférieure lorsque i < j = a;; = 0.

Proposition

Soient n € IN" et A € #,(K). La matrice A est triangulaire supérieure si, et seulement si,
la matrice 'A est triangulaire inférieure.

Définition |Soient n € N* et A = (a,,j)m o € AK).

o On dit que A est symétrique lorsque a;; = aj; pour tout (i,j) € [1;n]*

o On dit que A est antisymétrique lorsque a;; = —a;; pour tout (i,j) € [1;n]*

Proposition
Soient n € N* et A € #,(K). Alors :

1) La matrice A est symétrique si, et seulement si, 'A = A.

2) La matrice A est antisymétrique si, et seulement si, 'A = —A.

Remarque : les ensembles des matrices carrées d’ordre n diagonales, triangulaires supé-
rieures, triangulaires inférieures, symétriques et antisymétriques sont notés respectivement
D,(K), T;(K), T,(K), S,(K) et A,(K).

Définition

n

€ A,(K). On appelle trace de A le nombre |tr(A) = Zai""

1<i,j<

Soient n € N* et A = (az-,]-)

i=1

Remarque : c’est tout simplement la somme des termes diagonaux de cette matrice.

Exemple : quelle est la trace d"une matrice antisymétrique ?

Tristan Poullaouec 118 http://www.mrpoullaouec. free. fr



XIX - Les matrices Opérations sur les matrices

2/ Opérations sur les matrices

2.1) Définitions

Définition |Pournetpe N, A €K, A= (ai,j)lgign et B= (b,‘,]‘)lglz@ € M, (K), on définit

1<j<p 1<j<p

A+B=(a+bij)icicn € Mp(K)| et A A=(Aa;)1gen € Ap(K)

1<j<p 1<j<p

Motivation du produit matriciel

Une application linéaire de plusieurs variables est représentée a l'aide d’une matrice.
Mais comment calculer I'image d’'un vecteur par 'application en manipulant cette matrice et
le vecteur ? Et que se passe-t-il quand on compose deux applications linéaires ? L'utilisation
d’un produit matriciel subtilement défini permet de répondre a ces questions.

Exemple : s’intéresser a deux applications de matrices 2 x 2 a coefficients inconnus.

Définition |Soient A = (az-,]-) € Myu,(K) et B= (bi,]-) € My p(K) deux matrices.
On appelle produit de A par B la matrice AB = (cz-, ]-) € Mup(K) définie par

VG )ell;mIxTLpl  cj=) ab
k=1

Ainsi, le terme c; j s'obtient en effectuant le produit scalaire de la i-iéme ligne de
la matrice A par la j-iéme colonne de la matrice B.

Remarque : il faut que les formats des matrices A et B soient compatibles pour pouvoir
définir leur produit AB. En particulier, ce produit matriciel n’est pas du tout commutatif.

4 1 1

1 215 2\ (2
Exemples . In A = AIP =A pour A e %n,p(K); calculer |3 0 ( ), (1 2)( ) et ( )(1 2)
2

2.2) Propriétés des opérations

Proposition (associativité)
Soient A € My, (K), B € ,,(K) et C € .4,,(K).
Alors | A (BC) = (AB) C| que I'on note plus simplement

Proposition (bilinéarité)
Soient A, A’ € M, ,(K), B, B € 4,,(K) et A, A" € K.
Alors |[A(AB+A'B) =AAB+ A" AB'| et |[(AA+AA’)B=AAB+ A" A’B.
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Proposition (propriétés de la transposée)

o Soient A, Be #,,(K) et A, uycK. Ona |"(AA+ uB) = A'A + u'B.

o Soient A € M, (K) et B e #,,(K). Ona |'(AB) = 'B'A.

Cas des matrices carrées

Proposition

Soient A, B € #,(K) et A, p € K Ona |tr (AA+ uB)=Atr(A) + utr(B)| ainsi que
tr(AB) = tr(BA) | ; cependant tr(AB) # tr(A) X tr(B) en général.

Définition |Soient n € N et A € #,(K). Pour tout k € N, on pose Ak = AXAX---xA.

k fois

Exemple : calculer les puissances des matrices diagonales.

Proposition (formule du binéme de Newton)

Soientn € IN et A, B € #,(K) telles que |AB = BA.

p
Pour tout entier p € N,ona (A + B) = Z (Z) AFBP,

k=0

Upe1 = 2Uy + 0y
Uns1 = 20,

Exemple : calculer les puissances de (% %) Application au systeme {

3/ Application aux systémes linéaires

3.1) Ecriture matricielle d"un systéme linéaire

Définition

a1 X1 tadipXp+ -0+ al,p Xp = b]

s N Ar)1X1 +aopXo+ -+, X, =b
Considérons le systéme linéaire (S) { > 71" 72272 AR

Ap1 X1 + Ay Xp + o+ + 0y, X, = by,

On dit que A = (ai,j) € M,,p(K) est la matrice associée au systeme (S). En lui ajoutant en
derniere colonne les valeurs by, by, ..., b,, on obtient la matrice augmentée du systéme.

Exemple : prendre un systeme linéaire 3 x 3 et montrer sur cet exemple que les opérations
sur les équations se traduisent au moyen d’opérations sur la matrice augmentée.
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XIX - Les matrices Application aux systémes linéaires

Proposition

Tout systeme linéaire (S) de n équations a p inconnues x1, ..., X, s'écrit matriciellement

avec X = (Xi)i<icp € #p1(K), A € M, (K) sa matrice et B € #,1(K) son second membre.

Pour résoudre un systeme linéaire, on le transforme en un systeme équivalent a 'aide
d"une succession d’opérations élémentaires sur les lignes. En 1’occurrence :

Proposition

Si l'on passe d’un systéme linéaire (S) a un autre systeme (S’) au moyen d’une succession
d’opérations élémentaires sur les lignes, alors la matrice augmentée de (S’) s’obtient en faisant
subir la méme suite d’opérations a la matrice augmentée de (S).

Remarque : ceci justifie la présentation matricielle de la résolution d’un systéme linéaire.

Exemple : mener un pivot de Gauss sous cette forme.

Définition |Deux matrices A et A’ sont dites équivalentes en lignes si elles se déduisent 'une de
I'autre au moyen d’une suite finie d’opérations sur les lignes. On note alors A > A

3.2) Echelonnement et pivot de Gauss

Définition | Une matrice est dite échelonnée en lignes si elle est triangulaire supérieure et que :
e des qu’une ligne est entierement nulle, toutes les suivantes le sont aussi
o le nombre de O en début de ligne croit d’une ligne non nulle a la suivante

On appelle alors pivot le premier coefficient non nul de chaque ligne non nulle.

156 156
Exemple : la matrice (0 2 4] est échelonnée en lignes mais pas la matrice [0 0 4].
003 003

Remarque : un systéme linéaire est échelonné ssi sa matrice est échelonnée en lignes.

L’algorithme du pivot de Gauss-Jordan permet d’échelonner un systéme linéaire quel-
conque. Appliqué a une matrice, il va de la méme maniére I'échelonner en lignes. Ainsi :

Proposition

Toute matrice est équivalente en lignes a une matrice échelonnée en lignes. I

Remarque : lorsque 1’on implémente la résolution d’un systéme linéaire, on fait travailler
I'ordinateur sur la matrice augmentée du systeme.
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XIX - Les matrices Les matrices inversibles

Définition (rang d"une matrice)

o Le rang d"une matrice échelonnée en lignes est égal au nombre de pivots.
o Le rang d'une matrice est le rang de toute matrice échelonnée en lignes équivalente en lignes.

Remarque : le rang d"un systeme linéaire est le rang de la matrice associée.

4/ Les matrices inversibles

Définition |Une matrice M € #,(K) est dite inversible s’il existe une matrice M’ € #,(K)
telle que MM’ = M’ M = 1,,. On la notera alors M.

On note de plus GL,(K) "ensemble des matrices inversibles de .#,(KK).

Remarque : on verra plus tard que la condition MM’ = I, implique M'M = I,,.

Proposition (inverse et opérations)
Soient A, B € GL,(K) et A € K*. Alors A~!, AB, A A et 'A sont inversibles et
1

(a7 =4l (@B =Blat]  aat=gaT] (A= (A7)

Proposition

Une matrice M € .#,(KK) est inversible si, et seulement si, rg(M) = n. I

Recherche pratique de l'inverse

Pour savoir si une matrice M € .#,,(KK) estinversible et calculer le cas échéant son inverse,
on cherche a résoudre pour Y € K" fixé le systéme linéaire AX =Y d’inconnue X € K". On
exprime ainsi X en fonction de Y, ce qui nous donne X = A™'Y.

10 -1
02 1 ] :

Exemples : cas particulier des matrices carrées d’ordre 2 ; la matrice A =
00 3

Théoréme

Si A est inversible, le systeme AX = B admet pour unique solution X = A™' B. I

Exemple : résoudre A X =" (4 2 1), oul A est la matrice inversée plus haut.

Définition |La matrice M = (Z Z) a pour déterminant le nombre det(M) = ch Z = ad — bc.

Proposition

Une matrice M € .#,(IK) est inversible si, et seulement si, det(M) # 0. I
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XX — Nombres et suites réels

1/ Autour de la relation d’ordre

Soit A une partie non vide de R.

1.1) Plus grand et plus petit élément

Définition |e On dit que a € A est le plus grand élément de A si x < a pour tout x € A.
Quand il existe, le plus grand élément de A et unique et se note max(A).

e Ondit que a € A est le plus petit élément de A si x 2 a pour tout x € A.
Quand il existe, le plus petit élément de A est unique et se note min(A).

Exemples : chercher les max et min des intervalles I, =[0;1], L, =]0;1] et I; =]0;1[.

1.2) Minorants et majorants

Définition |e On dit que a € R est un majorant de A si x < a pour tout x € A.
Dans ce cas, on dira que la partie A est majorée.

e Ondit que a € R est un minorant de A si x > a pour tout x € A.
Dans ce cas, on dira que la partie A est minorée.

Remarque : une partie majorée / minorée admet une infinité de majorants / de minorants.

Exemple : déterminer les minorants et majorantsde I =[1;2].

1.3) Borne inférieure, borne supérieure

Définition

e La borne inférieure de A est, s'il existe, le plus grand des minorants de A, noté inf(A).

o La borne supérieure de A est, s'il existe, le plus petit des majorants de A, noté sup (A).

Théoréme (fondamental)

o Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.
o Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.

Remarque : ces bornes n’appartiennent pas toujours a 'ensemble (penser a [0;1[). En fait,
max (A) existe ssi sup(A) € A, et dans ce cas max(A) = sup(A). Idem pour min et inf.
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XX — Nombres et suites réels Généralités sur les suites

Proposition (caractérisation du sup)

Soient M € R et A C IR une partie non vide et majorée.
(1) Vae A, a<M
2) Ve>0,dacA, a>M-¢

Alors M = sup(A) {

DiMONSTRATION — larelation (1) signifie que M est un majorant de A. La relation (2) signifie
qu’aucun réel strictement inférieur a M n’est un majorant de A. Ainsi, (1) & (2) signifient que
M est le plus petit majorant de A, donc sa borne supérieure.

Proposition (caractérisation de 1’inf)

Soient m € R et A C R une partie non vide et minorée.
(1) VaeA,a>m
2) Ve>0,daceA,a<m+e¢

Alors m = inf(A) & {

Exemple : montrer que sup (]1;2[) =2 et inf (]0; +co[) = 0.

2/ Généralités sur les suites
2.1) Définition

Définition

Une suite réelle est une application de N dans R.
e On note u, l'image de n € IN par u : c’est le terme de rang n (ou terme général) de .
o La suite u est alors notée (u,),en 04 (Uy).

Exemples : on peut définir les suites de deux maniéres.

® La suite (u,),en telle que u, = = pour tout 17 € IN est définie explicitement.
On peut déterminer ses termes indépendamment les uns des autres.

@ La suite (1), telle que 1y = 2 et 1,41 = 1-3u, pour n € N est définie implicitement.

I1 faut calculer ses termes les uns apres les autres.

Remarque : on peut aussi définir une suite sur IN* ou méme sur {n € N /n > ngp}, ot ny € IN.
Dans ce cas, on notera (i,),,cn- Ou bien (i) 5, -

Définition |Soit (1), une suite réelle. On dit qu’elle est :
e constante si U, = u, pour tout n € IN;

e stationnaire s’il existe ny € N tel que u,+1 = u, pour tout n > ny;

Remarque : une suite stationnaire est tout simplement constante a partir d"un certain rang.
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XX — Nombres et suites réels Généralités sur les suites

2.2) Sens de variation

Définition |Soit (u,),cn une suite réelle. On dit qu’elle est :

e croissante lorsque u,,1 > u, pour tout n € IN.

e strictement croissante lorsque u,.1 > u, pour tout n € IN.
e décroissante lorsque 1,1 < u, pour tout n € IN.

e strictement décroissante lorsque u,.1 < u, pour tout n € IN.

Remarques:

O On dira qu'une suite est monotone si elle est croissante ou décroissante.
On parlera de méme de suite strictement monotone.

® Une suite n’est en général ni croissante ni décroissante, comme ((—1)"),,cn OU (COS 17),,cp-

Il y a trois fagons d’étudier les variations d"une suite réelle.

(@) Technique algébrique

On étudie le signe de u,41 — u, afin de comparer u,,1 a u,.

. . A . s s . Up+1
Dans certains cas, il pourra étre intéressant d’écrire u,,1 —u, = u, ( -1}
n

Exemples : u, = —2n + (—=1)" pour tout n € N ; v, = 3" pour tout n € IN.

(b) Technique fonctionnelle

Lorsque la suite (1), est définie par une formule du style u,, = f(n), on peut déduire
les variations de la suite (1), de celles de la fonction f.

e Si f est monotone sur [0; +oo [, alors (f(1)), 4 €st monotone et de méme monotonie.
e Cependant, la réciproque est fausse : penser a la fonction f : x + sin(rx) —x.

Exemples : u, =1+ n? pour toutn € N; v, = —n* + 6n pour tout n € IN.

(c) Raisonnement par récurrence

Si la suite (u,),cn est définie par récurrence, on représente graphiquement ses premiers
termes afin d’observer son comportement avant d’établir par récurrence le résultat pressenti
(en général, un encadrement permettant d’étudier les variations ... mais pas forcément).

Exemple : la suite (u,),n définie par uy = 1/2 et 1,41 = u, (1 — u,,) pour tout n € IN.
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2.3) Suites bornées

Définition | Une suite réelle (u,), o est dite :

e majorée s'il existe M € R tel que u,, <M pour tout n € IN.

<
> m pour tout n € IN.

e minorée s'il existe m € R tel que u,

e bornée si elle est a la fois majorée et minorée (c’est-a-dire que |u,| est majorée).

Exemples :

@ la suite (ﬁ) o Ot majorée par 1 et minorée par 0.
n

@ les suites (cos 1),y €t (sin 1), sONt Majorées par 1 et minorées par —1.

@ la suite ((—2)"),n N'est ni majorée ni minorée.

Remarque : la technique d’étude dépend de la définition de la suite (1),
e Si elle est définie par une relation explicite u, = f(n), il suffit d’étudier la fonction f.
e Sielle est définie par une relation implicite u,.1 = f(u,), il faut procéder par récurrence.

3/ Limite d’une suite

3.1) Suites convergentes

Définition |On dit qu'une suite (1,),cn est convergente s'il existe un réel € tel que

(Ve>0 dneN Vn>ny  |u,—l<e]

On note alors £ = lim u, : c’est la limite de la suite (1), -

n—+0o

) converge vers 0.
+1 nelN

Exemple : la suite (

Théoréme

e Toute suite convergente admet une unique limite. On peut ainsi parler de la limite.
o Toute suite convergente est bornée. Attention, la réciproque est fausse.

Proposition

Une suite (uy,),en converge vers un réel £ si, et seulement si, les suites (Uan)eny € (Uans1)pen
convergent vers {.

Remarque : pour montrer qu’une suite (1), N'admet pas de limite, il suffit de vérifier que
(Uzn)nen € (Uzns1),en cOnvergent vers des réels différents ... comme pour ((=1)"),.en-
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XX — Nombres et suites réels Opérations sur les limites

Proposition

Une suite convergente de limite € non nulle est de signe constant a partir d'un certain rang. I

PreuveE - on applique la définition de la limite pour ¢ = |£] /2.

3.2) Suites divergentes

Définition |On dit que (u,),en diverge si elle ne converge vers aucun réel.

Définition |e On dit que (u,),en tend vers +oo et ['on note lim u, = +oo si

n—+00

IVA€R dngeN Vn>ny  u,>A]

e On dit que (u,),en tend vers —oo et I'on note lim u, = —oco si

n—+00

IVA€R dnpeN Vn>ny  u, <A

Remarque : il y a deux types de suites divergentes, les unes de limite infinie comme (1),
et les autres sans limite, comme (cos 1), et (sin 11),,. Dans le premier cas, les suites (12,) ,en
et (U2,41),,cny @dmettent encore la méme limite.

3.3) Les suites de référence

Proposition (suites associées a une fonction)

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme 1 = [a;+oo[. Si la fonction f admet
une limite en +oo, alors la suite (f(n)), . admet aussi une limite et | lim f(n) = lim f(x).
n—+00 X—+00

Proposition (suites géométriques de raison g)

e Sig>1,alors lim q" = +oo.
n—>+00

e S5i —-1<q<1,alors lim gq" = 0.

n—+00

o Siq < —1,lasuite (q"), 1'a pas de limite.

Remarque : lorsque g € C, la suite converge uniquement pour g = 1 et |q| <1

4/ Opérations sur les limites

Aucune différence avec les limites de fonctions.
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5/ Comparaisons de suites

5.1) Regles de passage a la limite

Théoréme

Soient (Uy),en et (Un),en deux suites réelles et convergentes.
Si u, < v, a partir d'un certain rang, alors lim u, < lim v,.

n—+0o n—+00

Corollaire |Soient (u,),on une suite convergente et (a; b) € R?.
e Si u, <b pour tout n € N, alors lim u, <b.

n—+0o

e Si u, > a pour tout n € N, alors lim u, > a.

n—+co

Remarque : attention, ceci n’est valable qu’avec des inégalités larges.

5.2) Regles de comparaison

Théoréme (des gendarmes)

On considere trois suites réelles (i) ,en, (Vn)pens (Wn)pen et un réel € tels que :

® u, < v, < W, apartir d'un certain rang e lim u,= lim w,=¢

n—+00 n—r+00

Alors la suite (vy,),en €St convergente et | lim v, = £.

n—r+00

Corollaire | On considere deux suites réelles (,),cn et (Un),en, €t un réel € tels que :

o |u, — €| < v, dpartir d'un certain ran e limuv,=0
n n n

n—+00

Alors la suite (1), est convergente et | lim u, = £.

n—+00

2n+(—1)"
3n+1

_ sinn

etv, = o

Exemple : étudier les suites de termes généraux u, =

Corollaire |Le produit d'une suite bornée et d'une suite de limite nulle converge vers 0.

Théoréme (de minoration / de majoration)

Soient deux suites réelles (uy),cn et (Un),en telles que u, < v, a partir d’un certain rang No.

e Si lim u, = +oo, alors lim v, = +oo

n—r+00 n—r+00

e Si lim v, = -0, alors lim u,, = —co

n—+00 n—r+00

Exemple : étudier les suites de termes généraux u, =2n— Vn?+1 et v, =3n+ 2 + cosn.
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5.3) Utilisation des relations de comparaison

Théoréeme

Soient (Uy),en et (Un),en deux suites réelles, avec v, # 0 a partir d’'un certain rang.
o Siu, =0(v,) et que (v,),en €st bornée, lim u, = 0.

n—+00

® Siu, ~v, et lim v, =€ (réelle ou infinie) alors lim u, = ¢£.

n—+00 n—+0o

, TN . Uy
DEMONSTRATION — on écrit a chaque fois u, = — X v,,.
On

Théoréme (croissances comparées spécifiques aux suites)

Soient a > 1 et b > 0 deux réels. Alors

6/ Les suites monotones
6.1) Limites des suites monotones

Théoréme (suites croissantes)

Soit (uy),cn Une suite réelle croissante.

1) Si (uy),en est majorée, alors elle converge vers € = sup {un / ne IN}.

2) Sinon, lim u, = +oo.

n—+00

Remarque : c’est un des théoremes les plus puissants du chapitre. Il permet en particulier
d’établir les convergences de suites récurrentes, dont 1’étude était jusque la frustrante.

Exemples :

1 1 1

n
1
® En comparant a—-— , montrer que U, = Z
k=1

(k+1)

IR A n ned converge.

@ Etudier la suite définie par up =0 et u,1 = V6 +u, pour n € N.

Théoréme (suites décroissantes)

Soit (uy),en Une suite réelle décroissante.

1) Si(uy),en est minorée, alors elle converge vers £ = inf {un / ne IN}.

2) Sinon, lim u, = —oo.

n—+00
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XX — Nombres et suites réels Les suites monotones

6.2) Les suites adjacentes

Définition |Deux suites réelles (u1,),cn €t (Un),en SOnt dites adjacentes lorsque :

o ['une des suites est croissante et I'autre est décroissante ;

e lim (u,—v, =0.

n—+00

Théoréme

Soient (Uy),en €t (Un),en deux suites adjacentes, avec (1), croissante. Alors :

o ilexisteunréel £ € R tel que lim u, = lim v, =¢ ;

n—+00 n—+00

e ona u, <{<v, pourtout n € N.

DEMONSTRATION — notons w, = U, — v, pour tout n € IN.
e D’apres les hypotheses du théoreme, la suite (w,), oy est croissante et de limite nulle.
On déduit alors que 0 = sup {wn / ne IN} d’ott w, < 0 soit u, < v, pour tout n € IN.
e La suite (v,),en est décroissante donc v, < vy si bien que u,, < v, < vy pour tout n € IN.
La suite (u,),n étant croissante et majorée, elle converge vers un réel £.

e Comme v, = u, + (v, — u,) pour tout n € N, la suite (v,),oy est convergente en tant que
somme de suites convergentes et lim v, = +0 = {.

n—+0o

e Enfin, £ = sup {un/n € IN} = inf {vn /n € IN} si bien que u, < £ < v, pour tout n € IN.
Remarque : attention, ce résultat ne permet pas en général de déterminer la limite.

n
Exemple : cas des suites définies par u, = }, = et v, =u, + 1 pour n € N".
k=1

6.3) Comparaison de sommes et d’intégrales

Soient f une fonction monotone positive définie sur ] 0; +oo [ et (S,),cn- la suite de terme

n
général S, = Z f(k). On souhaite étudier le comportement asymptotique de cette suite.
k=1
k+1

k
® Grace a la monotonie de f, on encadre f(k) entre f(t)dtet f f(t) dt pour k > 1.
k k-1

7 n+1
® On déduit en sommant que S, — f(1) est encadré entre I, = f f(t)dt et f f(t) dt.
1 2

® La suite (5,),cn- étant croissante, deux cas se présentent.
o Si(I,),en- estbornée, alors (S,),on- €t une suite croissante majorée donc convergente.

e Sinon, I, tend vers +oo et S, aussi d’apres le théoreme de minoration.
wl!
Exemple : étudier la suite de terme général S, = Zk_a pour a >0 et n € IN".
k=1
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XXI — Limites et continuité

Soient f une fonction définie sur un intervalle I et 2 un point ou une borne de L.

1/ FEtude locale d’une fonction

1.1) Limite finie

Définition |Soit € un réel.
e Sia € R :ondit que f tend vers € en a et I'on note lim f(x) = € si
X—a

YVe>0 da>0 Vxel |x—a|<a:>|f(x)—£|<e
e Sia=+oo :ondit que f tend vers £ en +oo et 'on note lim f(x) = ¢ si
Ve>0 IAMeR Vxel x>M=|f(x)-{]<e

e Sia=—oo :ondit que f tend vers £ en —co et I'on note lim f(x) ={ si
X—-00

Ve>0 dAmeR Yxel x<m= |f(x)-{|<e

Remarque : c’est simplement la traduction rigoureuse de la notion intuitive de limite vue
précédemment. Elle permet de retrouver les limites usuelles et les opérations sur les limites.

1
Exemple : lim x> =4 et lim — =0.

x—2 x—+00 X

1.2) Limites infinies

Définition |e Sia € R :on dit que f tend vers +oco en a et I'on note lim f(x) = +oo si
X—a

YVMeR da>0 Vxel Ix—al<a= f(x) >M

e Sia = +oo :ondit que f tend vers +oo en +oo et I'on note xl_i)rflof(x) = +00 si
YMeR IM;eR Vxel x>M = f(x) >M

e Sia = —oo :ondit que f tend vers +oo en —oo et I'on note xl_i)r_rlof(x) = +00 si

YMeR dmeR Vxel x<m= f(x)>M

Remarque : autrement dit, la fonction f est minorée par tout réel au voisinage de a.

Définition |On dit que f tend vers —co en a et I'on note lim f(x) = —oo si lim (—f(x)) = +oo.
xX—a X—a

.1 ) .
Exemple : lim — =400 ; lim x% = +00 ; limIlnx = —co.
x—0 X X—+00 x—0
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XXI - Limites et continuité Propriétés des limites

1.3) Limites et suites

Théoréeme

Soit (Uy,),en une suite d’éléments de 1 tels que lim u, = a.

n—+00

lim f (i) = .

Si la fonction f admet une limite € en a, alors

Utilisation pratique : pour montrer que f n’admet pas de limite en g, il suffit d’exhiber deux
suites (Uy),en €t (Un),en tendant vers a et telles que lim f(u,) # Lim f(v,).
n—>+00 n—+00

Exemples : étudier lim sin(x) et hl’l’ll Lx].
2/ Propriétés des limites
2.1) Généralités

Théoréme (unicité de la limite)

Si une fonction f admet une limite en a € R U {~o0, +o0}, celle-ci est unique.
On parle alors de la limite de f en a.

Proposition

Les limites de f a gauche et a droite de a sont celles de ses restrictionsaIN] —oco;aetIN]a; +oo [.

Soit { € RU {-o00,+00} :ona |lim f(x) = ¢ < lim f(x) =lim f(x) = ¢

x<a x>a

Remarque : c’est un résultat essentiel des que f est définie par différentes expressions.

2.2) Cas des limites finies

Proposition (continuité ponctuelle)

Supposons que f admette une limite finie en un point a € 1. Nécessairement lim f(x) = f(a).
xX—a

PrReuveE — on applique la définition de la limite dans le cas x = a pour toute valeur de ¢ > 0.

Proposition

Si la fonction f admet une limite finie € = lim f(x) en a, elle est bornée au voisinage de a.
xX—a

Plus précisément : pour (m,M) € R?,si m < £ <M alors m < f(x) <M au voisinage de a.

Remarque : ainsi, une fonction de limite non nulle en a ne s’annule pas et reste de signe
constant (celui de la limite bien évidemment) au voisinage de a.
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2.3) Fonctions monotones

Théoréeme

Soit f une fonction croissante sur un intervalle |a; b]|.

1) Si f est majorée sur Ja;b[, alors lirrblf(x) = sup f(x) € R. Sinon, lingf(x) = +00.
x= x€la;b| x=

2) Si f est minorée sur Ja;b[, alors lim f(x) = i]nfb[f(x) € R. Sinon, lim f(x) = —co.
x—a x€la; x—a

Théoréeme

On suppose que f est croissante et que 1 est un intervalle ouvert. Alors f admet des limites
finies a gauche et a droite de tout point adelet |lim f(x) < f(a) < lim f(x).
X—a X—a

Remarque : on a des résultats analogues pour une fonction décroissante f.

Exemple : soit f une fonction croissante sur l'intervalle I = ]0; +oo [ et telle que la fonction
g :x > f(x)/x soit décroissante sur 1. Montrer que f est continue en tout point de I.

3/ Continuité
3.1) Généralités

Définition

e On dit que la fonction f est continue en a € 1 lorsque lim f(x) = f(a).
xX—a
o On parlera de méme de continuité a gauche et a droite en a.

e On dit que la fonction f est continue sur I lorsqu’elle est continue en tout point de L.

Exemples : les fonctions usuelles vues au lycée sont continues sur leurs ensembles de
définition. Par contre, la fonction partie entiére est discontinue a gauche en tout point n € Z.

Proposition

Si une fonction f est continue sur un intervalle I, on peut tracer sa courbe sans lever le crayon.
Ce n’est évidemment plus le cas pour une fonction définie sur une réunion d’intervalles.

Théoréme (opérations sur les fonctions continues)

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle Let (A, u) € R?.
Alors les fonctions fg et Af + g sont continues sur 1.
Si de plus g ne s’annule pas sur 1, alors la fonction f/g est également continue sur 1.

Exemple : les polynomes et quotients de polyndmes sont des fonctions continues.
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Théoréeme (de composition)

Soient f une fonction continue sur un intervalle 1 de R et g une fonction continue sur un
intervalle | de R. On suppose que f(I) C J. Alors la fonction g o f est continue sur 1.

Remarque : la plupart des fonctions définies par une expression explicite sont obtenues par
composition, produit et somme des fonctions continues, ce qui prouve leur continuité.

Exemple : étudier la continuité des fonctions suivantes définies sur IR :
e f(x)=2xsix>0et f(x) =x*-3 si x<0;

six>0.

— 942 o __X
o g(x)=-2x"six <0 et g(x) o1

Proposition

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Pour toute suite (u,),on d’éléments de 1
convergeant vers a € 1, la suite (f(u,)), o converge vers f(a).

Remarque : si f est une fonction continue, une suite définie par la relation u,,; = f(u,) ne
peut donc converger que vers un point fixe de f, cad une solution de 1'équation f(x) = x.

Exemple : illustration graphique avec la suite définie par uy = 8 et 1,1 = cos(u,).

3.2) Restrictions et prolongements

Proposition

Soient 1 et | deux intervalles de R tels que 1 C ], et f une fonction définie sur ].
Si la fonction f est continue sur J, alors sa restriction a I est continue sur 1.

Proposition

Soient f une fonction définie sur un intervalle ouvert 1 = ]a;c[ et b un point de L.
Si f est continue sur Ja;b], en bet sur[b;c], alors elle est continue sur ]a;c|.

Remarque : on utilise ceci quand f est définie par différentes expressions selon les intervalles.
Par exemple, étudier la continuité de la fonction f:x +— x |x] surl'intervalle |-1;1].

Théoreme (prolongement par continuité)

Soit f une fonction continue, définie au voisinage de a € R\ %y et telle que lim f(x) = £ € R.
X—a

On définit la fonction F sur %5 U {a} par F(x) = f(x) si x € s et F(a) = L.

Alors cette fonction F est continue et vérifie f = F| g elle prolonge f par continuité.

sinx Vxz+1-1

Exemples : prolonger les fonctions définies par f : x +— — et g:x+— .
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3.3) Fonctions continues sur un intervalle

Théoréme (des valeurs intermédiaires)

Soient f une fonction définie sur un intervalle [a;b] et k un réel. On suppose que :

1) la fonction f est continue sur [a;b];
2) leréel k est compris entre f(a) et f(b).

Il existe alors un réel c € [a;b] tel que f(c) = k.

DEMONSTRATION — on construit par récurrence une suite croissante (a,),y €t une suite
décroissante (b,),cn telles que Z(n) : «b, —a, = b{f et k est compris entre f(a,) et f(b,) »

soit vraie pour tout n € N de la maniére suivante (méthode de dichotomie) :

e On pose ay = a et by = b, de sorte que Z(0) est vraie.

a,+b,
2

— Si k est compris entre f(c,) et f(a,), on pose a,.1 = a, et b,41 = cy.

e Soit n € IN; supposons que #(n) est vraie et posons ¢, =

— Si k est compris entre f(c,) et f(b,), on pose a,+1 = ¢, et by = by,

Comme lim (b, —a,) = 0, ces deux suites sont adjacentes et convergent ainsi vers un méme

n—+co

réel c € [ag;by] = [a;b]. La fonction f étant continue, la proposition «k est compris entre
f(ay) et f(b,) pour tout n € N » nous conduit apres passage a la limite a k = f(c).

Application a la résolution d’équations de la forme f(x) = k.

On montre l'existence de solutions avec le TVI et les cerne par balayage avec la calculatrice.
De plus, la démonstration du TVI est a la base d’un algorithme de résolution approchée.

Exemple : étudions I'équation x*> — 3x — 4 = 0 sur [2;4] et cernons ses solutions.

Remarque : on peut également énoncer le TVI avec des limites en 2 ou en b et non plus des
images par f. Une formulation plus générale permet d’englober tous les cas de figure :

Théoréme (image d’un intervalle)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R. L'ensemble f(I) est un intervalle. I

Définition |On appelle segment tout intervalle fermé borné, cad de la forme [ a ; b ] avec (a,b) € R?.

Théoréeme (image d'un segment)

L’'image d"un segment par une fonction continue (sur ce segment) est un segment.

En particulier, toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

Remarque : Si la fonction f est continue sur un segment I de IR, on a donc f(I) = [m;M]
ou m= mi%n f(x) et M = max f(x). I ne reste qu’a débusquer ces extrema.
XE XE
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3.4) Continuité et bijectivité

Théoreme (de la bijection)

Soient f une fonction définie sur un intervalle [a;b] et k un réel. On suppose que :
1) la fonction f est continue sur [a;b]
2) la fonction f est strictement monotone sur [a;b]
3) le réel k est compris entre f(a) et f(b)

1l existe alors un unique réel c € [a;b] tel que f(c) = k.

Remarque : on peut maintenant dénombrer les solutions d'une équation f(x) = k en se
restreignant a des intervalles ol f est strictement monotone.

Théoréme (bijection entre deux intervalles)

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 1 de R. Alors :

1) f réalise une bijection entre 1 et l'intervalle ] = f(I).

2) Les courbes de f et f~ sont symétriques par rapport a la droite A d’équation y = x.

3) f~1est continue sur ] et de méme monotonie que f.

Exemple : définition et courbes des racines n-emes, de In.

3.5) Continuité et valeur moyenne

Proposition

La valeur moyenne sur un segment d’une fonction continue fait partie des valeurs atteintes par
la fonction. Autrement dit, elle admet un antécédent par f.

PrReuvE - en effet, elle est comprise entre le minimum et le maximum de la fonction.
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1/ Dérivée en un point et fonction dérivée

Soient I un intervalle et f une fonction définie sur L.

1.1) Définitions

Définition |e On dit que f est dérivable en a € 1 lorsque la quantité % admet une limite
finie en a. Celle-ci est notée f'(a) et s’appelle le nombre dérivé en a.

o On dit que f est dérivable sur 1 lorsqu’elle est dérivable en tout point de 1.

Définition |e On dit que f est dérivable a gauche en a si sa restriction a 1N ]-oco;a] est
dérivable en a. On note alors lim {2-1@ — fe(a) sa dérivée a gauche.

x—a- ¥4 B
e On dit que f est dérivable a droite en a si sa restriction a 1 N [a;+oo[ est
f®-f@

dérivable en a. On note alors lim
x—at xX-a

= fi(a) sa dérivée a droite.

Exemple : la fonction valeur absolue est dérivable a gauche et a droite en 0.

Théoréeme

Soit a un point de 1 qui n’est pas une de ses bornes. Alors f est dérivable en a si, et seulement si,
elle est dérivable a gauche et a droite en a et fi(a) = f(a), cette valeur commune étant f'(a).

Exemple : dérivabilitten0de f:x+— x*six > 0,0six <0.Notion de point anguleux.

1.2) Fonction dérivée

Définition |L’application f’:x +— f'(x) est appelée la fonction dérivée de f.

Théoréeme

Si f est dérivable en a € 1, alors elle est continue en a. La réciproque est fausse. I

Remarque : de méme, la dérivabilité a gauche/droite implique la continuité a gauche/droite.

Exemples : la fonction partie entiere n’est pas continue, donc pas dérivable a gauche en 1.
Les fonctions valeur absolue et racine carrée sont continues, mais pas dérivables en 0.
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2/ Opérations sur les fonctions dérivables

2.1) Développement limité a I’ordre 1

Proposition

Soient I un intervalle de R, f une fonction définie sur et a € 1. Il y a équivalence entre :

O [a fonction f est dérivable en a;
® ilexiste £ € R tel que f(x) = f(a)+(x—a)l+ o (x—a) (c’estle DL, de f ena).

Lorsque ces propriétés sont vérifiées, alors | f'(a) = L. |De plus, I'expression f(a)+ (x —a) f'(a)
s’appelle I’approximation affine de f en a.

Remarque : I'approximation affine est la fonction affine la plus proche de f au voisinage du
point considéré ; elle permet de calculer des ordres de grandeur et des valeurs approchées.
On la retrouve dans I'équation de la tangente, ce qui n’a rien de surprenant puisque celle-ci
est la droite la plus proche de ¢ au voisinage du point considéré.

Exemples : sinh =h+ hoo (h), Vi+h=1+h/2+ hoo(h) et 1/Q+h)=1-h+ hoo (h).

Remarque : en utilisant le DL, on retrouve facilement les dérivées des sommes, produits,
quotients et composées de fonctions dérivables.

Exemple : retrouver les dérivées de sommes et de composées.

2.2) Dérivée d’une réciproque

Considérons une fonction f continue et strictement monotone sur I : c’est une bijection
de l'intervalle I sur l'intervalle f(I) et sa réciproque f~! est continue.

Proposition

On suppose de plus que cette fonction f est dérivable en un point a € L.
Alors 1 est dérivable en f(a) si, et seulement si, f'(a) # 0 et 'ona (f‘l)’ (f@) =

1
'(a)

f

Remarque : ceci provient de la symétrie des courbes de f et f~! par rapport a la droite A
d’équation y = x et de la dérivation de la relation f'o f =1Id.

Théoréeme

Plus généralement, on suppose que f est dérivable sur 1 et que f’ ne s’annule pas sur 1.

Sa réciproque f~' est alors dérivable sur f(I) et ( f—l)’ = 1

Remarque : cette formule se retrouve en dérivant la relation fo f' =Id.
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3/ Dérivées successives

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de RR.

Définition |On définit la suite des dérivées successives de f de la maniere suivante :
e On pose tout d’abord f© = f.

e Soit n € IN;si f™ est dérivable sur 1, on définit sur 1 la fonction f0+1) = ( f(”))

d"f
dxn

’

Remarques : ainsi, f = f), f” = f@ etc... on notera également f =

Exemples : si f = sin, alors f"(x) = sin (x + n7t/2) pour tout réel x.

Définition |e Si f est n fois dérivable et que " est continue, on dit que f est de classe €™ sur L.
o Si f estdeclasse €" pour tout n € IN, on dit qu’elle est de classe ¢ sur L.

Remarque : I'ensemble des fonctions de classe ¢ sur I se note ¢"(I).

Exemples : la plupart des fonctions usuelles sont de classe ¢’ sur leur domaine de déf.

Proposition

Les sommes, produits, quotients et composées de fonctions de classe €" sont de classe €. I

Remarque : les dérivées successives de sommes / combinaisons linéaires ne posent pas de
probleme. Pour les produits, la formule qui suit se démontre par récurrence.

Théoréme

Soient n € N et f, g deux fonctions n fois dérivables.

1) Ona f™ = (f(p))(n_p) pour tout p € [0;n].

k

2) Deplus, (f g)" = Z [nJ f®g=b " (c’est la formule de Leibniz - Hors-programme).
k=0

Exemple : déterminer la dérivée n-iemede f:x+— 2x+1)e™ .

Remarque : pour les composées, ¢ca devient vite affreux car on est amenés a dériver des
produits de plus en plus complexes. Si tout se passe bien, une formule « simple » apparait
lors des dérivations successives ; il ne reste qu’a la prouver par récurrence.

Exemple : soit w = a + ib une racine n-iéme de l'unité. Calculer la dérivée n-ieme de la
fonction f:x +— e™ cos(bx).
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4/ Propriétés des fonctions dérivables

4.1) Le théoréme de Rolle

Proposition

Soit f une fonction dérivable sur 'intervalle Ja; b|.
Si f admet un extremum local en c € Ja;b[, alors f'(c) = 0.

Preuve - les dérivées a gauche et a droite de c sont de signes opposés, donc nulles.

Théoréme (de Rolle)

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a;b] et dérivable sur l'intervalle 1 a; b.
Si f(a) = f(b), il existe alors ¢ € Ja;b][ tel que f'(c) = 0.

PreuvE — si f est constante, c’est évident. Sinon, elle admet un max. et un min. sur [a4;b];
I'un d’eux étant distinct de f(a) = f(b), il est local et f* s’Tannule.

Remarque : si f s’annule n fois sur [a;b], alors f’ s’"annule n — 1 fois sur ]a;b][.

Exemple : soient n > 2, (1,b) € R? et P(x) = x" + ax + b. Montrer que le polyndme P ne peut
admettre plus de trois racines réelles distinctes.

4.2) Formule des accroissements finis

Théoréme (des accroissements finis)

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a ;b ] et dérivable sur l'intervalle 1a;b][.
Il existe alors c € |a;b[ tel que | f(b) — f(a) = f'(c) (b — a).

Preuve — on applique le théoréme de Rolle a la fonction g:x +— f(x) — (x —a) X %ﬂf@ .
Remarque : ceci permet de faire le lien entre sens de variation et signe de la dérivée.

Corollaire (inégalité des accroissements finis)

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a;b] et dérivable sur l'intervalle 1 a; b.
o Si m< f'(x) <M pour tout x € ]a;bl, alors |m( —a) < f(b) — f(a) < M( — a).

e Si

f’(x)| < k pour tout x € Ja;b|, alors |f(b) —f(a)| <k|b—al.

Remarques:

O Ce résultat hors-programme doit étre établi a partir du TAF a chaque utilisation ; on le
retrouve également en appliquant I'inégalité de la moyenne a la fonction f’.
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® Il permet d’établir des encadrements relativement fins et pratiques. En particulier,
lorsque f laisse I stable et que k < 1, on peut facilement montrer que f admet un
unique point fixe sur I et construire une suite récurrente convergeant vers celui-ci.

Exemple : on considere la fonction f : x + cos(x/2) sur l'intervalle [0;1] et la suite
(tn),en définie par uy = 0 et u,41 = f(u,) pour tout n € IN.

1) Montrer que f admet un unique point fixe sur [0;1]. On le note a.
2) Etablir que |f(x) - oc| <|x—al/2 pourtoutx € [0;1]

3) Prouver enfin que |u, —a| < 1/2" pour tout n € IN.

4.3) Limites de dérivées

Théoréeme

Soient I un intervalle, a € I et f une fonction continue sur I et dérivable sur I \ {a}.

e Si lim f'(x) = £ € R, alors f est dérivable en a et sa dérivée vaut | f'(a) =

En particulier, la fonction f’ est continue en a.

o Si 11mf (x) = +00 ou —o0, alors lim ————— f(x) f(a) = 400 01 —00,

xX—a

Ainsi, la courbe € admet une demi- tangente vertzcale au point d’abscisse a.

Remarque : attention, lorsque lim f’(x) n’existe pas, on ne peut pas conclure.
X—a

Exemple : on définit la fonction f par f(0) =0 et f(x) = x sm( ) six # 0.

1) Déterminer I'expression de sa dérivée f’(x) pour x # 0.

2) Montrer que f’(x) n"admet pas de limite en 0 mais que f’(0) existe.

Tristan Poullaouec 141 http://www.mrpoullaouec. free. fr






XXIII — Les espaces vectoriels

Dans ce chapitre, K =R ou C, n € IN* et E désigne K" = {(xl,...,xn)/Vie [1;n], x; € ]K}.

1/ Structure vectorielle de K"

On va munir 'ensemble E d’opérations qui généralisent les opérations sur les vecteurs
du plan (soit IR?) ou de 'espace (c’est-a-dire R®).

Définition |e Les éléments de E sont appelés vecteurs. On les note parfois avec une fléche.
o L'élément (0,...,0) de E est appelé vecteur nul et noté Og ou simplement 0.
o Les éléments de K sont appelés les scalaires.

Remarque : ¢’est un vocabulaire que 1’on a déja croisé dans le cours de géométrie.

Définition |Soient A € K, % (uy,...,u,) € Eet T (v, ...,0,) € E.
o On définit I'addition de deux vecteurs parﬂ) +7T = (uy +vq,...,u, +v,) € E.

e On définit le produit d"un vecteur par un scalaire par A- 1 = (Auy, ..., Auy,) € E.

Remarque : pas de surprise ici, cela correspond bien aux opérations sur les vecteurs du plan
ou de l'espace. Attention toutefois, on ne multiplie pas les vecteurs entre eux!

Théoréeme (propriétés fondamentales)

Pour tous (A, p) € K? et (7,_0)) € B2, on a les relations suivantes :
D W+(T+T) = @+T)+T  5) 1% = W
2) W+T = T+d 6 A(ud) = (W
3) T+0 = W 7) A-(7+7) = AU+AT
9 T+(-W) =T 8 N+w- 7 = AT+u-
On dit alors que (E, +, -) est un K-espace vectoriel ou encore un K-ev.

Remarque : plus généralement, on dit qu"un ensemble possede une structure de K-ev s’il est
muni d'une addition interne + et d’une multiplication externe - vérifiant les huit propriétés
ci-dessus. Ainsi C, R,[X], .#, ,(R) ou encore 4*(IR) sont des R-ev, de méme que I'ensemble
des suites réelles et I'ensemble des solutions d’un systeme linéaire homogene ou d’une
équation différentielle linéaire homogene. Ils sont partout!!!
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Proposition (propriétés du produit)

Soient A € K et 1 € E. Alors :

(AW =A(-d)=-A-T

. — — ) -
Remarque : ainsi, (1) - v vaut —u/, 'opposé du vecteur .

Définition |Soient p € IN* et (74)1,72, .. .,7p) € EP. On appelle combinaison linéaire de ces

p
- - -

vecteurs tout vecteur i dela forme | v = Y A;- ;| avec Ay, Ay, ..., A, €K
i=1

Remarque : c’est encore un élément de E grace a la structure d’espace vectoriel. On dira ainsi
qu'un K-ev est stable par combinaison linéaire.

Exemple : tout complexe est combinaison linéaire de 1 et i.

2/ Sous-espaces vectoriels de K"
2.1) Définition et premieéres propriétés

Définition

Soit F une partie de E. Si F est aussi un K-ev, on dit que c’est un sous-espace vectoriel de E.

Exemple : les droites et les plans passant par 0 sont des sous-ev de IR>.

Théoréeme

Soient F une partie de E. Alors F est un sous-ev de E si, et seulement si :

q
1) 0€F
2) VA, p ek, vV (4,T)eP, A +u-TeF

Exemples : A = {(a +b,2b,b—a) / (a,b) € ]RZ} et B= {(x, y,z) € R /x = 22} sont des sous-ev
mais pas C = {(x,y,z) € ]R3/x =2z+ 1} ni D= {(x, Y,z) € 1R3/ x| = 22}.

Proposition

L’intersection de deux sous-ev de E est également un sous-ev de E. I

Remarque : attention, c’est faux pour la réunion de deux sous-ev. Penser a (0x) U (Oy).

Exemple : soient F; = {(x,y,z) eR’ /x+ y+z= 0} et F, = {(x,y,z) €eR® /x +2y+3z = 0}.
Montrer que F; et F, sont des sous-ev de R® et déterminer F; N F,.
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2.2) Sous-espace engendré

Soientp € N* et ¥ = {?1), ?2), .. .,?;} une famille de p vecteurs de E.

L0 eqe ’ . . o, 2 — — —
Définition |L’ensemble des combinaisons linéaires de ces vecteurs est noté Vect (61 , 63,0, ep).

Exemples : C = Vectr(l,i);1’ensemble des solutions d"une équa. diff. homogene.

Proposition

e Vect (?f, e_z), .. .,?p)) est un sous-ev de E et s’appelle le sous-espace engendré par 7.
On dit aussi que . est une famille génératrice de cet espace vectoriel

o (C’est l'intersection de tous les sous-ev de E contenant F.

o C'est le plus petit sous-ev de E contenant 7.

Remarque : établir que F = Vect(.%#) permet de prouver facilement que 'ensemble F est un
sous-ev de E, donc un K-ev. C’est le cas lorsque ’on résout un systeme linéaire par exemple.

Exemple : montrer que 'ensemble F = {(x, y,z) € R® / X+2y—z= O} estun R-ev.

3/ Familles finies de vecteurs

On conserve les notations du paragraphe précédent.

3.1) Familles libres

Définition |e On dit que la famille .7 est libre si, et seulement si,
F —>

V(xl,xz,...,xp)ele in?i):O = x1=x=-=x,=0
i=1

Dans ce cas, on dit que les vecteurs de .7 sont linéairement indépendants.
o On dit que cette famille est liée dans le cas contraire, c’est-a-dire lorsque
p
—_
3(x1,x2,...,xp)ele\{(O,O,...,O)} xi?l?: 0

i=1

Dans ce cas, un des vecteurs est combinaison linéaire des autres.

Remarque : la famille .7 est libre si, et seulement si, le systéme linéaire de n équations
p

< s - _ . g .

a p inconnues E x;e; = 0 est de rang p. Cela signifie aussi que tout vecteur de Vect(.%)
72 . . \i=1 . . . . L, . o

s’écrit de maniere unique comme combinaison linéaire des vecteurs de .%.

Exemple : deux vecteurs non colinéaires ; les familles étagées ; les familles orthogonales.
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Proposition

o Toute famille contenue dans une famille libre est libre.
o Toute famille contenant une famille liée est liée.

Remarque : une famille libre ne peut pas contenir le vecteur nul ou deux vecteurs colinéaires.

3.2) Familles génératrices

Définition |e On dit que la famille F est génératrice si Vect(#) = E.
e Dans ce cas, tout vecteur de E est combinaison linéaire des vecteurs de % :

- - -
VveE 4 (x1,x2,...,xp)€]KP U= X; €;

2 2

Remarque : la famille .7 est génératrice si, et seulement si, le systeme linéaire de 1 équa-
4

tions a p inconnues in?f =77 est compatible quel que soit 7 € E.
i=1

Exemple : la famille {(1,0); (0, 1)} est génératrice de IR?.
Proposition

Toute famille contenant une famille génératrice est génératrice. I

3.3) Bases d'un sous-espace vectoriel

Définition |Soit F un sous-ev de E. Une base de F est une famille libre et génératrice de F.

Exemples :
1) La famille {(1,0,0);(0,1,0);(0,0,1)} est une base de R®.

2) Les familles étagées de n vecteurs de K" sont des bases.

Théoréme (admis)

Tout sous-ev de E autre que {_0>} admet une base.

—_
Remarque : par convention, on dit que @ est une base de { 0 }

Proposition

Si l'on ajoute un vecteur a une base, elle devient liée.
Si l'on retranche un vecteur a une base, elle devient non-génératrice.
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Théoréeme

Soit F un sous-ev de E. La famille .7 est une base de F si, et seulement si,
p

VT eF Al(x,x,...,x)eK  T=)xe
i=1

. - - >
On appelle alors (xl, Xy, ..., xp) les coordonnées du vecteur v dans la base { €1,62,...,

Remarque : la famille .# est une base de E si, et seulement si, le systeme linéaire de
P

5 ; N - _=
n équations a p inconnues E x;e; = U estderangp = n.
i=1

Méthode pratique pour déterminer Vect (%)

On effectue un pivot sur les coordonnées des vecteurs de .# dans une base de E afin de
faire apparaitre une famille étagée puis éventuellement des vecteurs nuls.

e Les vecteurs de la famille étagée constituent une base du sous-ev engendré par 7.
e Si des vecteurs nuls apparaissent, la famille .% est liée. Sinon, elle est libre.

En effet, Vect(.%#) = Vect {alﬁ,@g + byx, .. .,apY; + pr)} pour a;ay...a, # 0.
4/ Dimension d'un espace vectoriel

4.1) Notion de dimension

Théoréme (de la dimension)

Toutes les bases d’un sous-ev E de K" ont le méme nombre d’éléments.
Ce nombre est appelé dimension de E et noté dim(E).

Exemples : dim {0} =0 ; dim(K") =n ; dim(C) =2 (en tant que R-ev).

Remarque : on en déduit que tout K-ev de dimension n est en bijection avec K", via
I'application qui associe a tout vecteur ses coordonnées dans une base donnée.

Proposition (familles libres)

Soit E un K-ev de dimension n € IN.
o Toute famille libre de E peut se compléter en une base de E.
o Toute famille libre de E contient au plus n éléments.

o Une famille libre de E a n éléments est une base de E.

Exemples : une famille de trois vecteurs du plan est liée ; cas des familles orthogonales.
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Proposition (familles génératrices)

Soit E un K-ev de dimension n € IN.
e On peut extraire une base de E de toute famille génératrice de E.
o Toute famille génératrice de E contient au moins n éléments.

o Une famille génératrice de E a n éléments est une base de E.

Exemple : trois vecteurs non coplanaires forment une base de ’espace.
Remarque : si 4 une famille génératrice finie de E et . une famille libre de E contenue

dans ¥, il existe une base # de E telle que .2 ¢ # C ¥. Ceci permet de construire des
bases a notre convenance.

4.2) Sous-espaces vectoriels en dimension finie

Théoréeme

Soient E et F deux sous-ev de K" avec F C E.

1) Ona dim(F) < dim(E).

2) Si dim(F) = dim(E), alors F = E.

Exemples :
O Les seuls sous-ev de K sont {0} et K.

® Un sous-ev de R’ strictement plus grand qu'un plan est égal a R® entier.

Définition |Soit .¥ = {71), YZ), .. .,7;} une famille de vecteurs de K".

On appelle rang de cette famille la quantité | rg(#) = dim Vect ().

Remarque : ce rang se calcule grace a un pivot sur les coordonnées dans une base de K".

Proposition

Soit ¥ = {71), Yﬁ, .. .,?p} une famille de vecteurs de K".
1) rg(#)
2) rg(%F)

p avec égalité si, et seulement si, . est libre.

NN

n avec égalité si, et seulement si, F est génératrice.

PreuvE - c’est un bon exercice!
1) La famille .% est génératrice de Vect(.#) donc card (%) = p > dim(Vect(¥)) = rg(#).
L’égalité a lieu uniquement si .# est une base, donc une famille libre.
2) Ona Vect(.#) c K" donc dim(Vect(.#)) = rg(#) < dim(K") = n.
L’égalité a lieu uniquement si Vect(.#) = K", donc si .# est une famille génératrice.
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On notera E, F et G les K-espaces vectoriels K7, K" et K" (pour p, n et m € IN").

1/ Définitions et premiéres propriétés

Définition |e Une application f : E — F est appelée application linéaire si elle vérifie

v (7, 7)eB VA,weK:  f(A7+pT)=Af(3)+pf(7)

e Onnote £(E,F) l'ensemble des applications linéaires de E dans F.

Remarque : lorsque F = K, on parle de forme linéaire (comme 1'intégrale sur [a;b]).

Exemples : les applications f +— f" sur €>(I) et ¥ > # - 0 sur R* (on fixe ).

Définition |e Une application linéaire de E dans E est appelée endomorphisme de E.
L’ensemble des endomorphismes de E se note Z(E).

o Une application linéaire bijective est appelée isomorphisme.

o Un endomorphisme bijectif de E est appelé automorphisme de E.
L’ensemble des automorphismes de E se note GL(E).

Exemple : que dire des exemples précédents ?

Proposition (combinaisons d’applications linéaires)

Soient fet g€ L(E,F) et A € K. Alors f + g€ Z(E,F)et Af € Z(E,F). I

Remarque : I'ensemble .Z(E, F) a en fait une structure de K-espace vectoriel.

Proposition (compositions d’applications linéaires)

o Sife LEF) et ge LEFG)alors go f e Z(E,Q).

o Si f € L(E,F) est un isomorphisme, alors ' € Z(F,E).
Corollaire

La composée de deux automorphismes de E et la réciproque d’un automorphisme de E sont
également des automorphismes de E.
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2/ Noyaux et images

On considere dans cette section une application linéaire f € Z(E, F).

2.1) Définition et premieéres propriétés

l

Définition |e On appelle noyau de f I'ensemble Ker(f) = {7 €E / f (7) =
o On appelle image de f I'ensemble Im(f) = f(E) = {f (7) € F/

L

€ E}

=l £

Proposition

Ker(f) est un sous-ev de E et Im(f) est un sous-ev de F. I

Exemple : pourﬂ> € R? fixé, on considere ¢ : T+ 1l - U. Déterminer Ker () et Im(¢p).

Théoréeme

—_>
e f est injective si, et seulement si, Ker(f) = { 0 E}

e f est surjective si, et seulement si, Im(f) = F.

Exemple : montrer que ¢ : (x,y) — (2x + y,x — 3y) est un automorphisme de R?.

2.2) Caractérisation et étude pratique

Déterminer Ker(f)

Par définition, U € Ker( = f (_u)) =7

De ce fait, Ker(f) est ’ensemble des solutions
=
dans E du systeme linéaire f (_u)) =0

Déterminer Im(f)

Par définition, T elm(f) & Iu €E T = f(1)
De ce fait, Im(f) est I'’ensemble des vecteurs J €F pour les-

quels le systéme linéaire f (_u)) =7 est compatible

Exemple : appliquer cecia f: (x,y,z) — (2x + y — z,5x — 2y + 32).
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2.3) Equations linéaires

Définition |Une équation linéaire est une équation du type (u(x) =b|oiu € Z(E,F) et b € F.

Exemples : systemes linéaires ; équations différentielles ; suites récurrentes.

Théoréme

Soient u € Z(E,F) et b € F. On note . I'ensemble des solutions de I'équation u(x) = b
et Ay l'ensemble des solutions de I'équation homogeéne associée u(x) = 0.

e [’ensemble ./, est un sous-ev de E. 1l est donc non vide.
e Si . + 0, on considere xy € . :alors . = {xo + y/y € %}

Remarque : on retrouve ici la structure de 1’ensemble des solutions d’une équation différen-
tielle linéaire ... que de souvenirs !

3/ Applications linéaires en dimension finie

On considere dans cette section une application linéaire f € Z(E, F).

3.1) Applications linéaires et familles de vecteurs

Théoréme

Soient {?{,?2), .. .,?p)} une base de E et {71)122)/ .. .,7;} une famille de F. Il existe alors une

unique application linéaire f € £ (E,F) telle que u (Z)) = 7 pour tout i€ [1;p]l.

Remarque : une application linéaire est ainsi entierement déterminée par I'image d"une base
del’espace de départ. Mieux : cette image nous donne les propriétés de I’application linéaire.

Théoréeme
Soit % une base de E.

1) Ona |Im(f) = Vect f(A).

2) f est injective si, et seulement si, la famille f(28) est libre dans F.

3) f est surjective si, et seulement si, la famille f(28) est génératrice de F.

4) f est bijective si, et seulement si, la famille f(28) est une base de F.

Remarque : on commencera par effectuer un pivot sur les vecteurs de la famille f(%) afin
de voir si elle est libre et de faire apparaitre une base de Im(f).
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3.2) Rang d’une application linéaire

Définition |On appelle rang de f le réel |rg(f) = dim Im(f).

Proposition

Ona rg(f) < dim(E) et rg(f) < dim(F).

Remarque :si % = {?{,...,?p)} est une base de E, alors rg(f) =rg {f(?f),...,f@)}.

Théoréme

e f est injective si, et seulement si, rg(f) = dim(E).
o f est surjective si, et seulement si, rg(f) = dim(F).
o f est bijective si, et seulement si, rg(f) = dim(F) = dim(E).

3.3) Le théoréeme du rang et ses conséquences

Théoréeme (du rang)

Ona |dim(E) = rg(f) + dim(Ker f).

Exemple : une forme linéaire non nulle de IR? a pour noyau un plan.

Corollaire |Si dim(E) = dim(F), alors | f injective <= f surjective <= f bijective.

Exemple : cas de 'endomorphisme ¢ : (x,y) — (2x + y,x — 3y).

4/ Matrice d’'une applications linéaire
Soient & = {el,...,ep}, B ={fi,..., fu} et B” ={g1,...,9m} desbasesdeE, FetG.

4.1) Définition et propriétés fondamentales

Définition |Soit u € Z(E,F) : on appelle matrice de u relativement aux bases % et %’
la matrice Maty 4 (1) € M,,(K) dont la j-ieme colonne fournit les coordonnées

du vecteur u (ej) dans la base %’ pour tout j€[1;p].

n
Ainsi, I'écriture Maty » (1) = (ai,j)lgign signifie que u (ej) = Zai,j fi pour 1 <j<p.
1<j<p =1

Exemple : donner les matrices des applications croisées précédemment.
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Corollaire

Les vecteurs colonnes de Maty 4 (1) sont les coordonnées des vecteurs de u(%). I

Remarque : par conséquent, ils forment une famille génératrice de Im ().

Proposition

Soient u € Z(E,F),ve Z(E,F)et A € K.
Alors Maty 4 (1 + v) = Maty 4 (1) + Maty (1) et Maty 4 (Au) = A Maty 2 (1).

Remarque : I'application u — Maty 4 (1) est un isomorphisme entre Z(E, F) et .#, ,(KK).

Proposition (Ecriture matricielle d’une application linéaire)

Soient u € £(E,F) une application linéaire et A = Maty 4 (u) € 4, ,(K) sa matrice.
Pour tout x € E, on pose y = u(x) € F et I'on note :

o X e .#,,(K) la matrice colonne des coordonnées de x dans 2.
o Y € #,1(K) la matrice colonne des coordonnées de y dans %’'.

Alors :

Remarque : c’est la notation la plus couramment adoptée car elle est tres pratique pour
les calculs. Cependant, tout ceci va fortement dépendre des bases % et %’ choisies.

Exemple : reprendre les exemples précédents et calculer une ou deux images.

4.2) Matrice d'une composée

Proposition

Pour tous v € ZL(E,F) et u € £ (F,G), ona |Maty 4 (u ov) = Maty 4 (u) X Maty 4 ().

Preuve — Soient U et V les matrices deu etv, x € E, y = v(x) € F et z = u(y) de coordonnées
X, YetZ AlorsY = VXetZ = UY = (UV)X, si bien que u o v a pour matrice UV.

Remarque : on conserve 'ordre de 'écriture, bien que u soit appliquée apres v.

Théoréeme

Pour tout u € Z(E, F), la matrice A = Maty 4 (1) est inversible si, et seulement si, u est un

isomorphisme. Dans ce cas, son inverse est | A™' = Matg o (u™!).
B,B
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5/ Rang d’une matrice

5.1) Définition et premieres propriétés

Définition |Soit A € ., ,(K). On appelle rang de A le rang de la famille de ses vecteurs colonnes.

Remarque : on calcule le rang en effectuant un pivot sur les vecteurs colonnes de la matrice.
Ceci fait également apparaitre une base de Im (1) ot u est le morphisme associé a A.

Théoréeme

o Le rang d'une matrice de .#,,(K) est le rang du morphisme associé de K? dans K".
e [Is sont tous deux inversibles lorsque leur rang r vérifie r = n = p.

Proposition

Soit A € A, ,(K). Alors rg(A) < min(n,p) et rg(A) =rg ('A).
En particulier, le rang d’une matrice est égal au rang de ses vecteurs lignes.

5.2) Opérations élémentaires sur les matrices

Définition |On appelle opérations élémentaires sur les matrices les actions suivantes :
1) L'échange de deux lignes ou de deux colonnes.
2) La multiplication d"une ligne ou d"une colonne par un scalaire non nul.

3) L'addition d’une ligne ou d’une colonne a une autre.

Remarque : ce sont les opérations que 1'on effectue pour résoudre les systemes d’équations
et pour calculer les rangs de familles de vecteurs.

Théoréeme

Les opérations élémentaires sur les matrices conservent le rang. I

Ainsi, pour déterminer le rang d"une matrice, on va essayer de se ramener a une matrice
échelonnée a l'aide d’opérations élémentaires : c’est encore une fois le pivot de Gauss. Rien
de surprenant ici puisque le rang d"une matrice est simplement le rang du systéme associé.
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1/ Généralités

1.1) Introduction

Considérons une expérience. On dit que c’est une expérience aléatoire quand on ne peut
pas prédire avec certitude son résultat et que le hasard entre en ligne de compte.

Exemples : lancer de dés; corrections de copies; tirage de boules dans une urne.

Prenons une expérience aléatoire qui ne possede qu'un ensemble fini Q = {xy,...,x,}
d’issues possibles. Supposons que l'on répete N fois cette expérience : si I'on note N; le
nombre d’occurrences de l'issue x; pour i € {1,...,n}, la fréquence statistique de cette issue

estalors f; = % €[0;1]. Onade plus Zfifl =1.

On définit une probabilité sur Q) en associant a chaque issue x; la fréquence attendue ou
probabilité de cette issue notée p;. On a nécessairement p; € [0;1] pour tout i € {1,...,n}
ainsi que i pi = 1. Les valeurs des p; vont en outre dépendre du modéle aléatoire choisi
(définitionl:dles issues, protocole expérimental, etc...)

Exemple : on lance deux fois de suite un dé équilibré.
1) Représenter au moyen d’un tableau toutes les issues possibles.

2) Celles-ci ayant toutes la méme probabilité, calculer les probabilités d’obtenir :
A «undouble» B «des numéros consécutifs »  C «une somme égale a 7 »

Le modele aléatoire choisi est bon si les fréquences statistiques se rapprochent des fré-
quences attendues quand on répete un grand nombre de fois 'expérience. Ainsi, on peut
tester si une piece est bien équilibrée en répétant les lancers et en calculant les fréquences
des événements "Pile" et "Face".

1.2) Univers et événements

Définition |Soit Q I'ensemble fini des issues d’une expérience aléatoire.

o On dit que cet ensemble ) est un univers.

o Un événement de 'univers ) est une partie A de Q).

o Un événement élémentaire est un événement de cardinal 1 (une des issues).

Exemple : on lance un dé a six faces; l'univers est E = {1;2;3;4;5;6}.

A partir de maintenant et jusqu’a la fin du chapitre, Q désigne un univers fini.
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Définition |Soient A et B deux événements de |'univers Q.
o ['événement « A ou B » est I'événement A U B.
o [événement « A et B » est I'événement A N B.

o [événement contraire de A est 'événement A.

Exemple : donner les événements élémentaires composant A, B, AU B et AN B dans le
premier exemple. Comment décrire en francais les événements A et B?

Définition |e Deux événements A et B de Q) sont dits incompatibles lorsque AN B = 0.
o [’ensemble Q) est I'événement certain.
o [’ensemble () est I'événement impossible.

Exemple : les événements A et A sont incompatibles mais I’événement A U A est certain.

Définition |Onappelle systéme complet d’événements de |'univers Q un ensemble d’événements
{A1, Ay, ..., Ay} tels que :

e Vie[1;n], A;#0

e V(i )ell;nl? i#j=ANA=0

e AfJUAU---UA, =Q

Utiliser un tel systeme revient a raisonner par disjonction des cas.

Exemple : soit A un événement de Q; alors {A, K} est un systeme complet d’événements.

2/ Calculs de probabilités

2.1) Notion de probabilité

Définition | Une (loi de) probabilité sur Q est une application P : 2(Q) — [0;1] vérifiant :
e |[P@)=0]et |PQ))=1
o si A et B sont des événements incompatibles, alors |P(A U B) = P(A) + P(B)
On dit alors que (€, P) est un espace probabilisé fini.

Proposition

e Pour toute partie A de (3, ona |P (K) =1-P(A).

e Pour toutes parties A et B de Q) telles que A C B, on a |P(A) < P(B).
P(A UB) = P(A) + P(B) — P(A N B).

e Pour toutes parties A et B de Q), ona

Remarque : P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) ~-P(ANB)—P(ANC)—-P(BNC)+ P(ANBNC)
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Proposition

Soient Ay, Ay, ..., A, des événements deux a deux disjoints de I’espace probabilisé (€3, P).

Alors |[P(AUA,U---UA,) = ¥ P(A).
i=1

Corollaire | Soit Ay, A,, ..., A, unsysteme complet d’événements de (Q, P). Alors ), P(A;) = 1.
i=1

n
o En particulier, si QO = {x1,...,x,},alors }, P(x;) = 1.
i=1

Exemple : on lance un dé pas vraiment équilibré, pour lequel P(1) = P(2) = P(3) = 0.2 et
P(4) = P(5) = 0.15. Que vaut P(6) ?

Théoréme

Soient Q) = {xy, ..., x,} un univers fini et py, po, ..., pn des réels positifs de somme 1.
o [l existe une unique probabilité P sur () telle que P(x;) = p; pour touti € [1;n].

e Deplus, |P(A) = ), P(w)| pour tout événement A de Q.

weA

Exemple : reprenons l'exemple précédent. Calculer alors les probabilités des événements
A : «obtenir 2 », B : « obtenir un impair » et C : « obtenir un diviseur de 6 ».

2.2) Equiprobabilité

Définition |e Deux événements A et B de (2 sont dits équiprobables si P(A) = P(B).

e La probabilité P est dite équiprobable ou équirépartie lorsque tous les événements
élémentaires sont équiprobables.

Remarque : c’est le cas des lancers ou tirages lorsqu’il n’y a pas de trucage. Attention,
tout dépend de la définition des événements élémentaires : si 'on lance 2 dés sans noter
I'ordre des numéros obtenus, on obtient 21 événements élémentaires non équiprobables.
Ainsi, il vaudra mieux tenir compte de 1’ordre.

Théoréme

Soient () un univers fini et P une probabilité équiprobable sur ().
_ card(A)
~ card(Q)

e Pour tout événement A de Q, on a|P(A)

e En particulier, tout événement élémentaire est de probabilité

1
card (QQ)
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3/ Conditionnement et indépendance

3.1) Evénements conditionnés

Définition |Soit A un événement de ) de probabilité non nulle. On appelle probabilité

conditionnée par A l'application P, : Z(Q) — [0;1] définie par

P(ANB)
P(A)

Pour tout B € Z(E), Pa(B) =

La quantité P, (B) se lit probabilité de B sachant A et se note aussi P(B/A).
C’est la probabilité que B ait lieu sachant que A a eu lieu.

Remarque : elle correspond a la fréquence de I'événement B au sein de l'univers A.

Exemple : on lance deux dés cubiques équilibrés. L'un des dés donne 3, tandis que 1'autre
est caché. Montrer que la probabilité que le second dé donne 6 est 2/11.

Proposition

Reprenons les hypothéses précédentes : la fonction P définit une probabilité sur I'univers €.

Remarque : dans beaucoup de problemes, la probabilité P,(B) se calcule directement.
On accede alors a P(A N B) en utilisant la formule |P(A N B) = P(A) X PA(B).

Théoréeme (formule de Bayes)

P(B
Soient A et B deux événements de Q) de probabilités non nulles. Alors |PA(B) = L) Pg(A).

P(A)

Exemple : au lycée, 40% des garcons et 10% des filles mesurent plus de 1m75 (talons
compris). De plus, 60% des éleves sont des filles. Sil’on prend au hasard un éleéve de plus de
1m?75, quelle est la probabilité pour que ce soit une fille ?

3.2) Arbres de probabilité

Quand on effectue plusieurs tirages successifs, on peut représenter les différentes issues de
I'expérience aléatoire au moyen d'un arbre de probabilité construit de la maniere suivante :

e Au premier niveau, on représente par des branches toutes les issues du premier tirage;
sur chaque branche, on note la probabilité de 'issue correspondante.

e Au second niveau, on trace, a partir de chaque issue du premier tirage, de nouvelles
branches représentant les issues du second tirage ; sur chaque branche, on note une
probabilité conditionnée par 1'issue du premier tirage.

e Et ainsi de suite.

Exemple : on tire successivement et sans remise deux boules dans une urne qui en contient
5 vertes, 3 jaunes et 2 rouges indiscernables au toucher. Tracer 1’arbre de probabilités.
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Une fois I'arbre fini, chaque chemin nous donne une des issues de I’expérience. Sa probabilité
est alors égale au produit des probabilités rencontrées en cours de route :

Théoreme (formule des probabilités composées)

Soient Ay, Ay, ..., A, des événements de () tels que P(Ay N A, N---NA,_1) # 0. Alors

P(A1 N Az N---N An) = P(A1) X PAl (Az) X PAlﬂAz(ACS) XX PAIQAZQ...QAVH(An)

Exemple : 13 garcons et 31 filles sortent de maniere désordonnée de la salle ES105. Calculer
la probabilité que les 3 premiers dehors soient des filles et le quatrieme un gargon.

On procéde de méme lorsque 1’on considere un groupe d’objets ou d’individus et que
I'on s’intéresse aux valeurs prises par plusieurs criteres. Chaque critére correspond alors a
un niveau de l'arbre.

Exemple : le quart de la population frangaise a été vaccinée contre la grippe A.
e Parmi les personnes vaccinées, un douzieme sont tombées malades.

e Parmi les personnes malades, un cinquieme n’est pas vacciné.

Calculer la probabilité pour qu'une personne non-vaccinée soit malade.

3.3) Laformule des probabilités totales

Théoréme

Soit Ay, Ay, ..., A, un systeme complet d’événements de I’espace probabilisé (€2, P).

e Pour tout événement Bde QQ, ona |P(B) = Y, P(A; N B)
i=1

e Sienoutre P(A;) > 0 pour touti € [1;n], alors |P(B) = } Pa.(B) X P(A))
i=1

Remarque : sur un arbre de probabilités, il suffit donc d’additionner les probabilités de tous
les chemins conduisant a I'événement B pour obtenir la probabilité de celui-ci.

Exemple : un patissier confectionne des gateaux a la créme et d’autres au chocolat; les uns
sont parfumés au grand marnier et les autres au rhum. On sait que : 60% des gateaux sont au
chocolat; 30 % des gateaux a la creme sont au grand marnier ; 40 % des gateaux au chocolat
sont au rhum. Quelle est la proportion de gateaux au rhum?
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3.4) Indépendance d’événements

Définition | Deux événements A et B de () sont indépendants si |P(A N B) = P(A) X P(B).

Remarque : lorsque 1'on répete des lancers ou des tirages avec remise, les résultats sont
indépendants. Attention, ce n’est plus du tout le cas en absence de remise.

Proposition

Considérons deux événements A et B de Q tels que P(B) # 0.
Alors A et B sont indépendants si, et seulement si, | Pg(A) = P(A).

Théoréme

Soient A et B deux événements indépendants. Alors A et B, A et E, A et B sont indépendants.

Exemple : dans un avion trimoteur, les moteurs fonctionnement avec la probabilité P; = %

pour le central et P, = 35 pour ceux des ailes, indépendamment les uns des autres. Sachant
qu'un seul moteur lui permet de tenir en l'air, quelle est la probabilité que I’avion s’écrase ?

Définition |Soient Ai, A,, ..., A, des événements de Q.
e On dit que ces événements sont deux a deux indépendants si, et seulement si,

VG j)ell;n?  i#j = PANA)=PA)xPA)

o On dit que ces événements sont mutuellement indépendants si, et seulement si,

Vic[1;n] (avecl#0) P(mAi):HP(Ai)

iel iel

Remarque : il est clair que des événements mutuellement indépendants sont deux a deux
indépendants. Par contre, la réciproque est fausse et il faut faire attention a ce que 1’on fait
des que I'on manipule plus de deux événements.

Exemple : on lance deux dés équilibrés. Soient les événements A :«le premier dé est pair »,
B: «lesecond est pair» et C: «les deux dés ont méme parité ». Alors P(A) = P(B) = P(C) =1/2,
P(ANB)=P(ANC)=P(BNC)=1/4mais PLANBNC) = 1/4 # P(A)P(B)P(C).

Théoréme

Soient (Ai)i<ic, des événements de QO mutuellement indépendants.
Soient (B;)i<ic, des événements de Q) tels que B; = A; ou B; = A; pour toutie[1;n].
Alors les événements (B;) <<, sont mutuellement indépendants.

Remarque : c’est la généralisation du théoreme précédent.
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Dans tout ce chapitre, on considere un espace probabilisé fini (€, P).

1/ Variables aléatoires

1.1) Définitions

Définition |e Une variable aléatoire sur Q est une application X : (3 — R.

o L'ensemble X(Q) des valeurs prises par X s’appelle le support de X.

Exemple : le nombre de "Pile" obtenus quand on lance 3 pieces.

Cas des fonctions indicatrices

Définition |Soit A C Q. On appelle fonction indicatrice de l'événement A et 'on note 1a
la variable aléatoire définie par 1a(w) =1 si w € A et 1a(w) = 0 sinon.

Proposition (regles de calcul)

Soient A et B deux événements de Q3. On a alors :

]lle—]lA ‘ILAQB:]IAX]lB‘ ‘]IAUB:]IA-F]IB—]IAX]IB‘

n

Remarque : si (Aj);<;c, est une famille d’événements, la variable aléatoire ) 1, correspond
i=1

au nombre d’événements réalisés. C’est une idée fréquemment utilisée en pratique.

Dans toute la suite du chapitre, on considere une variable aléatoire X sur Q).

Définition (notations usuelles)

o Si A est une partie de R, on note « X € A » I'événement {a) € Q/X(a)) € A}.
e Si x € R, on utilisera de méme les notations « X = x», « X < x», « X > x», ...

Proposition

Les événements « X = x », avec x € X(Q), forment un systeme complet d’événements de Q).
On l'appelle systéeme complet d’événements associé a la variable aléatoire X.

Remarque : cela revient a regrouper les issues selon les valeurs prises par X.
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1.2) Loi d’une variable aléatoire

Définition (loi de probabilité d'une v.a.)

L’application Px :| X(Q) — [0;1]  s’appelle la loi de probabilité de X.
x —PX=x)

Exemple : on lance 3 fois une piece équilibrée. On touche 100 € sil’on obtient 3 "Pile", 50 €
si ’on obtient 2 "Pile" et 'on perd 75€ sinon. Déterminer la loi de probabilité du gain.

Théoréeme

La loi de probabilité de X définit une probabilité sur 'univers X(Q2).
Pour toute partie A de X(Q2), on a Px(A) = P(X € A).

Exemple : loide 15

Proposition

n
Soient (x;)1<;<, des réels distincts et (p;), ., des réels positifs tels que )}, p; = 1.
i=1

11 existe alors une variable aléatoire X sur un univers fini C telle que
X(Q) = (Xi)1<i<n et Vie[l,n] PX=x)=p;

Définition (fonction d’une v.a.)

Soit f une application numérique définie sur I'ensemble X(Q2).

L’application f o X est une variable aléatoire sur () notée f(X).

Remarque : attention, la notation f(X) désigne non pas une valeur mais une fonction.

Exemple : on lance trois fois de suite une piece équilibrée; soient X le nombre de "Pile"
obtenus et Y = (X — 1)%. Déterminer les lois de probabilité des variables aléatoires X et Y.

1.3) Fonction de répartition

Définition |On appelle fonction de répartition de X la fonction Fx:|R—[0;1]
x — P(X<x)

Proposition (lien avec la loi)

e Pourtoutx e R,ona Fx(x) = Y, PX=a).
aeX(Q) , a<x

e Pour tout a € X(Q)), on a P(X = a) = Fx(a) — lim Fx(x)

x<a
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Théoréeme

1) La fonction Fx est croissante sur R.
2) lim Fx(x) =0 et lim Fx(x) =1.
X——00 X—+00

3) P(X>a) =1-Fx(a) pourtout a € R.
4) P(a < X < b) = Fx(b) — Ex(a) pour tous réels aet b tels que a < b.

Cas ou X(Q) ={x1,x3,...,x,} avec x; < xp < +++ < X,

1) La fonction Fx est caractérisée par :

(@) Fx =0 sur |-o0;xq[.

(b) Fx = Zk: P(X =x;) sur [xg; X1 [ pourtoutke[1;n-11].

(c) Fx = 11_1sur [x,;+o0].

C’est une fonction en escalier dont la courbe présente n sauts aux abscisses x;.

2) La fonction Px est caractérisée par :

(@) P(X = x1) = Fx(x1)

(b) P(X = x;) = Fx(x;) — Fx(xi-1) pour tout i € [2;n].

On peut la représenter graphiquement a 1’aide d"un diagramme en batons.

2/ Espérance et variance

2.1) Définitions

Soit X une variable aléatoire sur 'univers Q.

Définition |On appelle espérance de X le nombre réel |E(X) = Z xP(X = x).
xeX(Q)

Interprétation : E(X) est la moyenne théorique des valeurs prises par X lorsque 'on répéte
I'expérience un grand nombre de fois. Dans le cas d"un jeu d’argent ot X représente le gain,
alors E(X) correspond au gain moyen attendu par partie.

1) SiE(X) > 0, le jeu est favorable au joueur.
2) Si E(X) =0, le jeu est équilibré.

3) Si E(X) <0, le jeu est défavorable au joueur.

Remarque : I’'espérance de X n’est en rien une valeur typique de cette variable, ni la valeur
la plus probable, ni méme une valeur permettant d’estimer une probabilité.

Exemple : si A est un événement de (), ona E (1) = P(A).
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Définition

e On appelle variance de X le réel | V(X) = E((X - E(X))Z) = Z [x — EX)]* P(X = x).
xeX(Q)

o On appelle écart-type de X le nombre réel |o(X) = /V(X).

Interprétation : V(X) et o(X) sont des parametres de dispersion, qui mesurent les écarts de
X par rapport a son espérance E(X). Ils n’ont pas de sens en soi, mais peuvent étre utilisés
pour comparer deux variables aléatoires ou deux stratégies différentes.

Exemple : on lance deux dés et I’on considere les deux jeux suivants

1) Jeun®1:on gagne 8 € sil’onsort un 5 ou un 6, on perd 10 € sinon.

2) Jeun®2:on gagne 350 € sile double-6 sort, on perd 10 € sinon.

On note X le gain réalisé. Calculer I'espérance et la variance de X pour chaque jeu.

2.2) Propriétés

Proposition

L'espérance de X s'écrit également |E(X) = ZX(a)) P(w).

we)

Théoréeme (formule de Konig-Huygens)

La variance de X vaut |V(X) = E(X?) — E(X)2.

Remarque : ceci simplifie grandement les calculs de variance ... cf. exemple précédent.

Proposition (effet d’une transformation affine)

Pour tous les réelsaet b,ona |E@X +b) =a E(XX) +b| et |V(@aX + b) = a*> V(X)

Définition | e On dit que X est une variable centrée si E(X) = 0.

e On dit que X est une variable réduite si V(X) = 1.

Proposition

e On appelle variable centrée associée a la variable X la variable X* = X — E(X).
X = E(X)
a(X)

e On appelle variable centrée réduite associée a la variable X la variable X* =
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Théoreme (inégalité de Bienaymé-Tchebychev)
VX
2

Pour tout réel € >0,0na P( X - EX)| > e) <

Remarque : on retrouve grace a cette formule que lorsque V(X) est faible, les valeurs de X
sont concentrées autour de E(X). Elle est tres pratique lorsque card (X(Q2)) est grand.

Exemple : on lance 1000 fois de suite une piece équilibrée et 1’on note X le nombre de "Pile"
obtenus ; en admettant les résultats sur les lois binomiales, majorer P(|X — 500| > 50).

Théoréme (de transfert)

Soit f une fonction numérique définie sur I’ensemble X(Q).

L’espérance de la variable aléatoire Y = f(X) est |E(Y) = Z f(x)P(X = x).
xeX(Q)

Exemple : un sac contient n jetons numérotés de 1 a n. On extrait simultanément 2 jetons
et 'on note Y le plus petit des numéros obtenus. Déterminer la loi de Y. Calculer E(Y),
E(Y(Y + 1)) puis V(Y).

2.3) Indépendance de variables aléatoires

Définition

On dit que deux variables aléatoires X et Y définies sur () sont indépendantes lorsque

Y (x, y) € X(QQ) X Y(Q) P((X =x)N((Y = y)) =PX=x)xP(Y =y)

Remarques:

O Si I'on effectue simultanément des expériences aléatoires totalement indépendantes,
les variables aléatoires associées aux diverses expériences sont indépendantes.

® 11 suffit de trouver deux valeurs i € X(Q)) et j € Y(Q) telles que P((X =N = ])) =0
pour justifier que les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

Exemple : une urne contient 6 boules numérotées de 1 a 6. On en tire une et note X son
numéro. On la remet et enleve toutes les boules de numéros strictement supérieurs. On tire
une nouvelle boule dont le numéro est noté Y. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

Théoréme

Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si, et seulement si,

VACX(@Q) YBcY(@Q P((XeA)n(YeB))=P(XeA)xP(YeB)

Remarque : on va surtout utiliser I'implication directe en pratique.
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Cas des fonctions indicatrices

Deux événements A et B sont indépendants si, et seulement si, 1 et 15 le sont aussi.

Théoréeme

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, f et ¢ deux fonctions de R dans R.
Les variables aléatoires f(X) et g(Y) sont également indépendantes.

Théoréeme

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur (.
e Pour tous les réels a et b, on a | E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y).

E(XY) = EX) x E(Y)| et [VOX+Y) = V(X) + V(Y).

o Si XetY sont indépendantes, alors

Exemple : on tire successivement et sans remise deux boules dans une urne qui contient
n boules numérotées de 1 a n; on note X; le premier numéro tiré et X, le second. Calculer
alors E(X;), E(X7) et E(X; Xy). Les variables aléatoires X; et X, sont-elles indépendantes ?

Définition

Les variables aléatoires (X;), <, définies sur Q) sont dites mutuellement indépendantes si pour
n

tout (xi)1<icy € 1 Xi(Q), les événements (X; = xi)<;c, sont mutuellement indépendants.
i=1

Théoréme

Soient Xy, Xy, ..., X, des variables aléatoires de () mutuellement indépendantes.

Toute sous-famille de (X;) <<, est formée de variables aléatoires mutuellement indépendantes.

Soient fi1, fa, ..., fu des fonctions définies sur R et a valeurs dans R.
Les variables aléatoires (fi(X;)),,c, sont encore mutuellement indépendantes.

Soient f : R¥ — R et ¢ : R"” — R deux fonctions de plusieurs variables.
Les variables aléatoires f(Xi, Xy, ..., X,) et §(Xp11, ..., X,) sont alors indépendantes.

Ona EXy +---+X,) =EXy) +---+E(X;) et V(X3 +---+X,)=V(Xq)+---+ V(X))

3/ Lois usuelles

3.1) Loi certaine

Définition |On dit que X suit une loi certaine si X(Q) = {x} et que P(X = x) = 1.

Théoréeme

Dans ce cas, on a E(X) = x et V(X) =0.
Réciproquement, si V(X) = 0 alors X suit une loi certaine.
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3.2) Loiuniforme

Définition |Soit E un ensemble fini de R. On dit que X suit la loi uniforme sur E si
1
card (E)

X(Q) =E et VxeE PX=x)=
Ceci se note X ~ % (E).

Remarque : c’est tout simplement une situation d’équiprobabilité sur 'univers X(€2).

Exemple : sil’on lance un dé équilibré, le chiffre obtenu suit la loi uniforme sur [1;6 J.

Théoréeme

On suppose que X ~ % ([1;n]) : alors

Exemple : si X ~ % ([[a;b]), retrouver E(X) et V(X) en considérant Y = X +1 —a.

3.3) Loide Bernoulli
Soit désormais p € ]0;1[.

Définition

On appelle épreuve de Bernoulli de parameétre p toute expérience aléatoire ne comportant que
deux issues possibles, le succes S et I'échec E de probabilités respectives p et 1 —p.

Exemple : lancer d’une piece de monnaie.

Définition
On dit que X suit la loi de Bernoulli de paramétre p si | X(Q) =1{0,1}|et |P(X=1) = p.
Ceci se note X ~ A(p).

Remarque : lorsque l'on a affaire a une épreuve de Bernoulli, il suffit de poser X(S) = 1 et
X(E) = 0 pour obtenir une variable aléatoire X suivant une loi de Bernoulli.

Exemple : miser a la roulette (sur une couleur / sur un numéro); 1.

Théoréme

On suppose que X ~ A(p) :alors |E(X) =p| et |V(X) = p(1 - p).

Exemple : effectuer les calculs dans les cas précédents.
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3.4) Loi binomiale

Définition |Lorsque I'on répete plusieurs fois et de facon indépendante une épreuve de Bernoulli
de parametre p, on dit que I'on a affaire a un schéma de Bernoulli.

Dans ce cas, notons X le nombre de succés obtenus. Quelle est donc la loi suivie par X?

Définition |Soit n € IN*. On dit que X suit la loi binomiale de paramétres n et p si

X(Q) =[0;n] et Vke[0;n] p(x:k):(Z]pk(l_p)n_k

Ceci se note X ~ B(n, p).

Remarque : les curieux noteront que P(€2) = 1. On a donc bien défini une loi de probabilité.

Proposition

On répete n fois et de fagon indépendante une épreuve de Bernoulli de parameétre p.
Soit X le nombre de succes obtenus : la variable aléatoire X suit alors la loi %(n, p).

Exemple : on lance 20 fois de suites une piece parfaitement équilibrée ; quelle est la proba-
bilité d’obtenir 13 fois le coté « pile » ? au moins 3 fois le coté « pile » ?

Théoréme

On suppose que X ~ ZB(n,p) : alors|E(X) = np| et | V(X) = np(1 - p).

Exemple : on extrait au hasard 2n lapins de leur cage. Chaque animal posséde, indépen-
damment des autres, la probabilité 0.5 d’étre un male. Soient M le nombre de males extraits
de la cage et C le nombre de couples male-femelle formés avec les 2n animaux.

e Quelle loi suit la variable aléatoire M ?
e Exprimer C en fonction de M. En déduire la loi de C.
e Alaide de la formule de transfert, calculer E(C).

Théoréeme

Soient X1,Xy,..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes qui suivent une
loi de Bernoulli de parametre p sur Q. Alors la variable aléatoire X = Xq + Xg + -+ + X, suit
la loi binomiale A(n, p).

Théoréeme

Soient m € IN* et X3, Xy, ..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes sur ().
On suppose que pour tout i € [ 1;m ], la variable X; suit la loi %(n;, p) avec n; € IN* et p fixé.
Alors la variable aléatoire X = X1 4+ Xy + - - - 4+ X, suit la loi binomiale B(ny + ny + - - - + 1y, p).
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1/ Généralités

1.1) Sous-ensembles fondamentaux de ]R?

Définition |On appelle disque ouvert de R? de centre (a,b) € R? et de rayon R > 0 I'ensemble
2 ={(x,y) e R? [ (x—a)* + (y - b)? < R?}.

Définition | On appelle pavé ouvert tout ensemble 1X ] avec I et ] deux intervalles ouverts de IR.

Proposition (demi-plans ouverts)

Les axes (Ox) et (Oy) partagent le plan R? en quatre demi-plans ouverts :
o & :{(x,y)elR2/x>0,y€]R} et é"zz{(x,y)ell{2/x<0,y€][{}.
. 53:{(x,y)eR2/y>0,xE]R} et 54:{(x,y)eR2/y<0,x€]R}.

Ce sont en fait des pavés ouverts particuliers, tout comme R?.

Remarque : on dira que ces ensembles sont des ensembles ouverts. Cela signifie que chacun
de leurs points est au centre d’un disque ouvert qui est totalement contenu dans 1’ensemble.
En pratique, on peut tendre vers ce point selon toutes les directions possibles et cela permet
d’étudier les comportements de fonctions au voisinage de ce point.

Contre-Exemple : si 'on prend un disque fermé, les points du cercle ne vérifient plus cette
propriété (on dit qu’ils sont au bord de notre ensemble).

1.2) Fonction de deux variables

Définition |On appelle fonction de deux variables réelles une application définie sur une partie
9 de R? et a valeurs dans R. On la notera f : (x,y) — f(x, y).

Exemples :
® La fonction f : (x,y) — \/m est définie sur R%.
® La fonction g : (x,y) — x In(y) est définie sur R x ]0; +oo .
® La fonction & : (x,y) — W est définie sur {(x, y) € R? / Yy —x* > 0}.

On considere dans la suite une partie Z de R? et une fonction f : 2 — R.
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Définition |Les applications partielles de f au point (a,b) € & sont les fonctions suivantes :
o f(,b) : x+— f(x,b) définiesur 7 = {xeR[(x,b) € 7.
e f(a,’) : y+— f(a,y) définiesur 9, = {y € lR/(a, Y) € .@}.

Remarque : cela revient simplement a fixer ]"'une des variables.

Exemple : reprendre les fonctions précédentes avec (4, ) = (1, 2).

Les applications partielles étant des fonctions numériques d’une variable réelle, on peut
leur appliquer tous les résultats vus en cours d’année. Attention cependant, la connaissance
de ces applications ne nous fournit que des informations partielles et parfois trompeuses.

Exemple : que dire des applications partiellesde f : (x,y) — xy en (0,0)?

1.3) Représentation graphique

Définition |L’ensemble .7 = {(x, y,z) € R® / (x,y) € Z et z= f(x, y)} s’appelle la surface
représentative de f. On dit encore que 9y est la surface d’équation z = f(x, y).

Remarque : sans trop de surprise, les fonctions d’une variable sont représentées par des
courbes (un parametre) et celles de deux variables par des surfaces (deux parametres).

Exemples : voici trois surfaces usuelles et les fonctions associées
® /s est une demi-sphere lorsque f(x,y) = /1 — (x2 + ) sur le disque unité.

® .7 est un cone lorsque f(x,y) = /x% + y2.
® .7 est un plan lorsque f(x,y) =2x+y + 1.

Il n’est pas toujours évident de bien visualiser la surface représentative d’une fonction.
Pour remédier a cela, on utilise des sections de cette surface, c’est-a-dire des intersections
avec des plans simples qui vont nous permettre de mieux appréhender la surface.

Définition |On appelle courbe de niveau A € R I'ensemble €, = {(x, YED / flx,y) = /\}.

Exemple : pour la fonction f : (x, y) — xy, on obtient des hyperboles.

Remarque: c’est la projection sur le plan (Oxy) del'intersection de .#; avecle plan & : z = A.
On les utilise en cartographie pour visualiser les reliefs (cf. cartes IGN).

Proposition (courbes des applications partielles)

o La courbe de f(-, D) est la projection sur (Oxz) de l'intersection de ./ et du plan & : y = b.

o La courbe de f(a,-) est la projection sur (Oyz) de I'intersection de /5 et du plan & : x = a.

Exemple : avec la fonction précédente, on obtient des droites cette fois.
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2/ Limites et continuité

Commengons par définir la notion de limite finie en un point du plan. Pour une fonction
d’une variable, lim f(x) = ¢ signifie que | flx)=¢ | tend vers 0 lorsque |x —a| tend vers 0.
X—a
Pour une fonction de deux variables, c’est la méme chose en utilisant la norme euclidienne
dans le plan a la place de la valeur absolue.

Définition |On dit que f admet le réel £ pour limite en (a, b) et I'on note( 1)111(1 ) flx,y)=1¢si
x,y)—(a,

Ve>0 dAn>0 Y,y e I, y)— @b <n = |fay-{<e

Exemple : ainsi, lim +x>+y>=0-et lim x+2y=>5.
(xy)—(0,0) (y)—(1,2)

Remarques:
® On ne s’intéressera ni aux limites infinies, ni aux limites en l'infini.

® Les opérations sur les limites déja croisées restent valables.

® Rappelons quand méme que ||(x,y) — (@,b)|| = /(x —a)? + (v — b)2.

Définition |e On dit que f est continue en un point (a,b) € 7 si ( 1)111(1 , flx,y) = f(a,b).
x,y)—(a,

e On dit que f est continue sur 7 si elle est continue en tout point de 9.

Proposition

Les sommes, produits, quotients et composées de fonctions continues sont également continues. I

Exemples : les fonctions croisées jusqu’ici sont continues ... avec les justifications habituelles !

Proposition

Si f est continue en un point (a,b) € 9, ses applications partielles en (a, b) sont continues en a
et en b respectivement. Attention, la réciproque est fausse.

Contre-Exemple : la fonction f : (x,y) — |xy| n’est pas continue en (0,0) bien que les
applications partielles f(-,0) et f(0, -) soient toutes deux continues en 0.

Remarque:les applications partielles vont ainsi nous servir de contre-exemples pour prouver
I’absence de limite ou de continuité. Plus généralement, pour prouver que « ¢a cloche » en
un point (a,b), on étudiera le comportement de f le long de différentes droites passant par
ce point a I’aide des fonctions ¢ : t — f(a + th, b + tk), avec % (h, k) un vecteur non nul.

Exemple : considérer t — f(t, —t) et t — f(t,t) pour prouver que f n’a pas de limite en 0.
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3/ Dérivées partielles du premier ordre

3.1) Définitions

Dans toute la suite, on consideére 2 = I X ] un pavé ouvert de IR? et (a,b) € 2.

Définition |e Si f; = f(-, ) est dérivable en a, on dit que f est dérivable par rapport a x en a et
I'on note a—i(a, b) = fi'(a) sa premiére dérivée partielle.
e Si f, = f(a,-) est dérivable en b, on dit que f est dérivable par rapport a y en b

d
et l'on note —f(a, b) = f'(b) sa seconde dérivée partielle.

dy

Remarque : ce sont des dérivées de fonctions d’une variable, donc on retrouve toutes les
regles de calcul et propriétés usuelles. En particulier,

Jd , b) — § b 0 ’ _ , b
_f(a,b):hmf(x )~ fla,b) ot —f(a,b):limf(a y) — f(a,b)
ox x—a X—a ay y—b = b
of . 9f . ,
Par contre, ne pas perdre de vue que P et @ sont encore des fonctions de deux variables

- of of .
définies sur 'ensemble 2’ = < (a,b) € 2 / g(a, b) et 8_y(a’ b) existent ;.

Exemples : reprendre les fonctions croisées précédemment.

Définition |On dit que f est de classe € sur 9 si elle admet des dérivées partielles en tout point
de 9 et que ces dérivées sont continues sur Z.

Remarque : on note alors ¢’}(Z) ’ensemble des fonctions de classe ¢ sur 2.

3.2) Propriétés des applications dérivables

Proposition

Soient f et g deux fonctions de classe € sur 9. Alors f + ¢, fget f/g (si ¢ # 0) sont aussi
de classe € sur 9 et I'on retrouve les régles de calcul usuelles.

Proposition

Soient f : Z+—>1et ¢ : I — R des fonctions dérivables sur leurs ensembles de définition.
Alors la fonction h = @ o f est dérivable sur & et

oh of o of
P et @—(P(f)xa—y

3 = P (f)x

DimonsTrATION — en effet, h(x, y) = ¢(f(x, y)) de sorte que h(-, y) = p o f(-, y) ...
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Proposition

Soient f : P +— R, @ : la;b[+—Tet ¢ : ]a;b[ — ] trois fonctions dérivables.
Alors la fonction F : t +— f((p(t),gb(t)) est dérivable sur 1a;b| et

2 0
Viela;bl szwvwgi@wwﬁ»+wmx;5wmwm)

Remarque : on a fait le tour des différents types de composées que 1'on peut croiser.

Définition | Une fonction admet un extremum local en un point si c’est un extremum sur un
disque ouvert le contenant.

Remarque : c’est la méme notion que pour une fonction d"une seule variable.

Théoréme

d d
Soit f € €ND). Si f admet un extremum local en (a,b) € 2, alors a—ir(a, b) = a—f;(a, b) = 0.

Attention, la réciproque est fausse : il faut prouver que (h, k) — f(a+h,b+k) — f(a,b) est
de signe constant au voisinage de (0, 0) pour montrer que f admet un extremum local en (a, ).

Exemple : f(x,y) = (x = 1)*(y +2)* + L et g(x, y) = x* + y* — 2x — 4y.

3.3) Approximation locale

Dans toute la suite, on considére une fonction f € €(2).

Théoréme

La fonction f admet un développement limité a l'ordre 1 en (a,b) qui s’écrit

J J
fmw=ﬂmw+£meu—m+£mme—wﬁ 0 oy N0 ) = @ D)[)

xy)—(a,b)

En particulier, la fonction f est continue.

Remarque : la proposition et le théoreme précédents en découlent.

Définition | On appelle plan tangent a ./ en (a, b) le plan d’équation

af(a, b) X (x —a) + g—f(a, b)x (y —b)

ox y
of

dx

z = f(a,b) +

(a,b), a—f(a, b), —1|.

1l passe par le point (a, b, f(a, b)) et a pour vecteur normal 2y

Remarque : c’est le plan passant par (a, b, f(a, b)) le plus proche de la surface ..
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3.4) Gradient

PP . — af af
Définition |On appelle gradient de f en (a, b) le vecteur grad ) f = g(a, b), —y(a, b)|.

Remarque : d’aprés le DL;, ona f(x,y) — f(a,b) = grad f - (x —a,y — b) et cette quantité est

—
maximale lorsque les deux vecteurs sont colinéaires et de méme sens. Ainsi, le vecteur grad f
indique la direction de la plus forte variation de f.

Point de vue topographique

Dans ce cas, la surface représentative de la fonction f correspond a un relief. Les courbes
de niveau permettent de visualiser les points de méme altitude, comme sur une carte IGN,
et le gradient donne la direction de la pente la plus forte.

Pour aller plus loin, supposons que la courbe de niveau A ait pour paramétrage x = x(t)
et y = y(t) avec t € Ij. En dérivant la relation f(x(t), y(t)) = A sur l'intervalle Iy, on obtient

x'(£) X ‘;—f;(xa), y(®) +y'(6) % %(x(t» y(h) =0

—_
ce qui montre que grad f est orthogonal au vecteur tangent a la courbe T = (K@), y' ().
Ainsi, les lignes de niveau sont orthogonales au gradient en tout point.

- —
Exemple : le champ électrostatique E = —gradV est normal aux équipotentielles.

Définition |On appelle point critique tout point d’annulation du gradient.

Exemple : les extrema locaux sont des points critiques mais la réciproque est fausse.

4/ Dérivées partielles du second ordre

Définition |Soit f € €(2). On définit, lorsqu’elles existent, les dérivées partielles d’ordre deux

3 3 %) %3

ox

Définition |On dit que f est de classe €7 si ces dérivées partielles existent et sont continues.

Théoréme (de Schwarz)

»’f Pf

: 2
Si f € €%(2), alors Jyox - axdy

sur 9.

Contre-Exemple : considérons la fonction définie par f(x, y) = y*sin(x/y) si y # 0 et 0 sinon.
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