MATHEMATIQUES DS

Mathématiques — DS,

Les problémes sont indépendants. Ils peuvent étre traités dans l’ordre de votre choix.
Les résultats doivent étre justifiés et encadrés (ou soulignés).
Numérotez chaque page de votre devoir.
La calculatrice est interdite.
Bon travail!

1 point sera accordé aux copies qui répondent aux exigences ci-dessus.

Probléeme 1 : Algebre linéaire

Dans tout ce probléme, n désigne un entier naturel non nul, et a et b sont deux nombres réels.
La notation R,[X] désigne le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients dans R et ayant un degré inférieur ou
égal a n.

Pour tout P € R,[X], on pose :

a+b

(pn(P)=(X—a)><(X—b)><P’—n(X— )xp.

Partie 1 : Etude de ¢;

Dans toute cette partie, on suppose que n = 1. On pose donc, pour tout P € R;[X], on pose :

a+b
2

(pl(P):(X—a)x(X—b)xP'—(X— )xP.

Q1. Montrer que ¢; est un endomorphisme de R;[X].
Q2. Soit %1 =(1,X) la base canonique de R;[X]. Déterminer M1 = Matg, (¢1).
Q3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que ¢; soit bijective.

Q4. On suppose dans cette question seulement que a # b.
(a¢) Démontrer que la famille 98 = (X — a,X — b) est une base de R;[X].

(b) Calculer ¢1(X —a) et p1(X —bd), puis en déduire M = Matg(¢1).

(¢) Déterminer la matrice de passage de la base 281 a la base 9%, notée Py, 5.
Déterminer de méme la matrice de passage de la base 9 a la base 981, notée Py g, .

(d) Donner sans démonstration, une égalité reliant les matrices M, M1, P, % et P o, .

(e) Soit p € IN. Calculer M? puis en déduire, grace a la question Q4.(d), une expression de M’ f (on donnera
Pexpression de chacun des coefficients de cette matrice).

Q5. On s’'intéresse dans cette question au sous-espace vectoriel
T = Vect(I2, M1,M?,M?).
(a) Montrer que M % et M :f sont des combinaisons linéaires de M7 et I5.
(b) Déterminer une base de I'.

Q6. On suppose dans cette question que a =4 et b = 2. En utilisant les résultats de la question Q5.(a), déterminer
Papplication (p%. En déduire la nature de ¢; et préciser ses éléments caractéristiques (on donnera une base de
chacun des deux espaces vectoriels concernés).
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—— Réponse

Q1. Soit e Ret (P,Q)eR1[X]xR;1[X].Ona:

pIAP+Q) = (X—a)x(X—b)x(/l.P+Q)’—(X—a+b)x(/l.P+Q)
_— (X—a)x(X—b)xP’—(X—a+b)xP +(X—a)x(X—b)><Q’—(X—a;b)xQ
= Lo1(P)+¢1(@).
Donc,
@1 est linéaire.
Onnote P=ag+a1X.0Ona:
<P1(P):(X—a)><(X—b)><a1—(X—a+b)><(a0+a1X):—(a+bxa1+a0)X+aba1+a+bxaoelRl[X].

Donc,
¢1 est un endomorphisme.

a+b

Q2. Ona:¢pi(1)=-X+

Donc,

b
et 1(X) = —%X +ab

Q3. On sait que ¢ est bijective si, et seulement si, la matrice M est inversible.
De plus, M est inversible si, et seulement si, det(M1) # 0.
Or,ona:

a®—-2ab + b2 _ (a—b)?
4 T4

2
det(Ml)z—(a+b) +ab

Donc,

@1 est bijective si, et seulement si, a # b.

Q4. (a) Soit (A,u) € R? tel que A.(X —a) + u(X-56)=0.
En évaluant en a, il vient u x (a —b) =0.
Comme a #b, u=0.
De méme, en évaluant en b, on a 1 =0.
Donc, . De plus, cette famille est composée de 2 = dim(IR1[X]) vecteurs de R;[X].
Par théoreme

la famille 28 = (X —a,X — b) est une base de R1[X].

(b) Ona:

a+b a+b) a-b

)(X—a):(X—a)X X-b-X+ 5 |~ x (X —a),

(pl(X—a)z(X—a)X(X—b)—(X— 2
et, de méme,
a-b

p1(X-b)=— x (X - b).

Donc,

e[ 0 )_aezb( o
Lo -%2) 2 |0 -1)
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(¢) Par définition :
-a -b 1 1 1 b
P‘@l"@:( 1 1) et P@’%:P%,@:m(—l )

(d) Par la formule de changement de base :

M=Pg 3 M1Pgp, .

a-b\? (1 0
Mp:( 5 ) (0 <—1>P)'

Or, par la formule de changement de base :

(e) Comme M est diagonale,

My =Py sMPz z,

Or,
Mip = (Pp, sMPy 5,)" =Pp, sMPg g x Py, sMPg g, %+ xPg, 3MPg g, .

De plus, comme Py, = (P %,) ,ona:

(@a-bP 1 (g +(-1)P*p  ab(1+(-1)P!
MY =Py, g M Iz xMxIyxM---xI3MPg g, = Poa,aMP Poga =+ = —— 1 — ~1+(-1)7 ((—l)pa—b )

Q5. (a) Parla question précédente,

(a—b)?
4

(a—b)?
2

M2 = Iy et M3=MixM;= M.

(b) Par la question précédente,
I =Vect(Ig,M;).

Donc, la famille (I9, M) engendre I', de plus, les vecteurs Iy et M1 ne sont pas colinéaires.
Donc,

(I2,M1) est une base de I'.

Q6. On a: M2 =15, donc, ¢? = idR,[x]-
Ainsi,

@1 est la symétrie par rapport a Ker(¢; —idR,[x]) parallelement a Ker(¢; +idR,x)).

Base de Ker(¢1 —idR,x))-
2
La matrice de ¢1 —idR,(x) dans %81 est A=M1-1Is = (_1 _84)
-2
On remarque que —4C7 +Cs =0, donc, ( 1 ) € Ker(A) et Im(A) = Vect(C1). De plus, comme C; #0, rg(A) = 1.

D’ou, par le théoréme du rang,
dim(Ker(¢1 —idR,[x7)) = dim(Ker(A)) =2 -rg(4) =1

De plus, en revenant aux vecteurs X —4 € Ker(¢p; —idR,[x7).
Donc,

Ker(p1 —idR,[x7) = Vect(X —4) et (X —4) est une base de Ker(¢; —idR,[x7)..
Base de Ker(g; +idR,x7)-

La matrice de ¢1 +idR,(x) dans %1 est A=M;+ 13 = (_41 _82)
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1 ) € Ker(B) et Im(B) = Vect(C1). De plus, comme Cq # 0, rg(B) = 1.

On remarque que —2C1+ Cy =0, donc, (

D’ou, par le théoréme du rang,
dim((¢1 +idR,[x7)) = dim(Ker(B)) =2 -rg(B)=1

De plus, en revenant aux vecteurs X — 2 € Ker(¢1 +idR,[x7).
Donc,

Ker(g; +idR,[x7) = Vect(X —2) et (X —2) est une base de Ker(¢1 +idR,x)).

Partie B : Quelques généralités sur ¢,

Q7. Démontrer que ¢, est un endomorphisme de R,[X].

Q8. On se propose dans cette question de déterminer Ker(yp,,).
On pose @ = max(a,b) et on considéere I'intervalle I =]a, +ool.

2x—(a+b)
a) Démontrer que la fonction f :x — est continue sur I.
(@) d ! x2—(a+b)x+ab

(b) Déterminer une primitive F' de la fonction f sur I.

(¢) Résoudre sur l'intervalle I I’équation différentielle (E) :

a+b
nx—n 5

T @—a)x-b" "

!

y 0.

(d) On suppose que n est pair et on écrit n =2 p, avec p € IN*. Déduire de la question Q8.(c) une base de I'espace
vectoriel Ker(¢sz)).

(e) On suppose maintenant que n est impair et on écrit n =2 p + 1, avec p € IN. Déduire de la question Q8.(c)
une base de I'espace vectoriel Ker(¢z,+1) lorsque cela est possible.

On pourra discuter suivant les valeurs de a et b.

— Réponse

Q9. La linéarité de ¢, se montrer de la méme manieére que dans Q1, je vous laisse la rédiger.
Soit P € R,[X]. Par définition deg(P) < n. On note a, le coefficient de X" dans P.
On sait alors que deg(P’) < n —1 et le coefficient de X "1 est na,.
Dot (X —a) x (X — b) x P’ est de degré au plus n + 1 et le coefficient de X! est na,.

+b
De plus, n (X _¢

) x P est de degré au plus n + 1 et le coefficient de X"+ est aussi na,.

On en déduit que le coefficient de X"+ de ¢n(P) est nul et donc, ¢,(P) e R,[X].

¢n est un endomorphisme.

Q10. (a) Pour tout x €I, x> —(a +b)x +ab = (x —a)(x — b). Or, x > max(a,b), done, x> —(a +b)x+ab = (x —a)x—b) %0,
donc,

2x—(a+b
la fraction rationnelle f : x — # est continue sur 1.
x2—(a+b)x+ab

(b) Une primitive F de la fonction f sur [ est F : x — ln(|x2 —(a+b)x+ab |).
Or, x > max(a,b), donc, x> —(a + b)x +ab = (x —a)x —b) > 0.
Donc,
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F:x—In(x®—(a+b)x+ab).
(¢) Onremarque que (E) est équivalente a :
, n  2x—(a+b)

2 G

n 2 n
Les solutions de (E) sont les fonctions : x — A x g2 &7 —@+bx+ab) — 3 (42 _ (4 1 p)x +ab)?, avec L € R.

(d) Soit P € Ker(¢zp). On sait alors que :

(X—a)x(X—b)XP’—nx(X—a;b)PzO.
Donc, pour tout x > a,
P'(x)—- ———=—P(x)=0.
O emawp

Donc, par la question (¢), il existe A € R, pour tout x > a,

Px)=Ax(x%—(a+b)x+ab)?.

n
Comme n est pair, on sait que 3 € R et I'expression de droite est bien polynomiale.

De plus, les polynémes P et A x (X2 —(a + b)X +ab)? coincident pour une infinité de réel, donc, les deux
polyndémes sont égaux :
P=Ax(X?-(a+b)X +ab)2.

Dot

Ker(p) < Vect (X2 —(@+b)X +ab)%) .

En calculant, on a :
¢o(X2-@+b)X +ab)t) = =0.

Donc,
Ker((pz) = Vect (X2~ (@ +b)X +ab)?).

(e) Soit P € Ker(pzp+1).
Comme précédemment, il existe A € R, pour tout x > a,

P@)=Ax(2—(a+bx+ab)? =1x ((x—a)x—b))?.

Attention : comme n est impair, alors 'expression ((x —a)(x — b))% n’est pas toujours polynomiale. En effet

n
—¢IN.
2<£

Cas 1:a+#b. Dans ce cas, ((x—a)(x— b))% n’est pas une expression polynomiale en x.
Comme P est un polyndéme, on a nécessairement A = 0.
Donc, P=0et

Ker(pzp+1) = {0}

Cas 1:a =b. Dans ce cas, 'expression ((x —a)(x - b))% =(x—a)" est polynomiale et on montre comme dans la
premiére question que :

Ker(@zp+1) = Vect (X —a)").
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Probleme 2 : Intégrale généralisée

Pour tous @ € R} et n € IN*, on consideére I'intégrale généralisée :

! _f+°°(sin(t))ndt
0

n,a — t“

’

(sin(?))"
tr

1
Soit @ € R. On rappelle que la série de Riemann Z — converge si, et seulement si, a > 1.
n=1

Pour tout ¢ >0, on note : f;, o(¢) =

N1
De plus, danslecasou a <1, —
n=1 na N—+oc0

+00.

Partie 1 : Etude du casoun =1

+o0 sin(2)

ta

de.

inté 3 v =
On s’intéresse a la convergence de I1 4
0

Dans cette sous-partie, on suppose que o > 1.

Q1. On suppose « = 2. Montrer que I'intégrale I , diverge.

Q2. On suppose 1< a <2. Montrer que I'intégrale I; , converge absolument.

— Réponse

Q1. Au voisinage de 0, on a :

sin(¢) 1
te -0 a1
1 L L .
Or,a—1=1,donc, t— proms, n’est pas intégrable en 0 (intégrale de Riemann).
L . sin(¢) | "y
Donc, par théoréme de comparaison, ¢ — - n’est pas intégrable en 0.
. s Lsin(z) , L 1) sin(t)
On en déduit que l'intégrale @ dt ne converge pas absolument, autrement dit, que I'intégrale e dt
0 0
diverge. Remarque : le choix de la borne « 1 » est arbitraire ici mais sera utile dans la justification suivante.
sin(¢)| sin(¢ Lsin(t
Or, sur ]0,1], le sinus est positif, donc, t‘f ) = t"f ), et, l'intégrale f t“( )dt ne converge pas.
0
Ainsi,
Lintégrale I1 o diverge.
Q2. » Lintégrande est continue par morceaux sur ]0, +ool.
» De plus, au voisinage de 0,
sin(¢) 1
e 40 ta—l :
. y . sin(?) y
Comme 1< a <2, on sait que a —1 < 1, donc (intégrale de Riemann), ¢ — @ est intégrable en 0.

» Au voisinage de +oo,

sin(¢) _ O(i)
ta tﬁo ta
sin(t)

Or, a > 1, donc (intégrale de Riemann), ¢ — @

est intégrable en +oo.
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sin(t)

taﬁ

Ainsi, t — est intégrable sur ]0, +oo[.

I, converge absolument.

Dans cette sous-partie, on suppose que 0 < a < 1.

1 sin(¢)

tll

Q3. Montrer que I'intégrale f dt converge absolument.

0
Q4. Soit x = 1. Montrer que :

dt.

X a1 X
/ sin(z) d = cos(1)— cos(x) Cax [ cos(?)
1 to x® 1 ta+1

dt convergent.

Q5. En déduire que les intégrales f a

1 e
(n+1)xm

Q6. Montrer que, pour tout n € N, |sin(¢)| dt = 2.

nxm
Indication : Discuter selon la parité de n pour simplifier la valeur absolue.

(n+1x7 |gin(¢)| . 2
nXT te ~ (n+1)a><7la‘

0 sin(t) i et /+°° sin(2)
0

Q7. En déduire que, pour tout n € N,

1
Indication : Minorer ~a pour € [nxm,(n+1)x 7).

Q8. En déduire que 'intégrale I o ne converge pas absolument.

— Réponse N

sin(t)

t(x

Q3. La fonction t — est continue sur 10, 1].

De plus,
sin(t) 1

1o t—0 ta—l

sin(t)
t*  t—0

01" %eR.

Or,1-a=0,donc, ¢t —

sin(¢
Donc, t — in(?) est prolongeable par continuité en 0, donc est intégrable en 0.

ta

Donc,

1 .
sin(z
I'intégrale [ 1—()dt converge.
0o %
. . < . 1 —-a ! —-a-1 —a
. Soit x = 1. On intégre par parties. On note u(f) = — = et v(t) = —cos(t), avec u (t) = —a x = e
Q4. Soitx=1. 0 tegre par part (0] te u(t) — =t t v(t) €3] (t) t Py t
v'(t) = sin(?).
Ona: . . .
sim(z t t
f 1()dt: _cos(#) _f axcos()dt
1 ta ta 1 1 ta+1
Donc,

fx sin(t) d = cos(1)— cos(x) ax fx cos(t) o
1 1

te x@ ta+1

Q5. Comme a > 0 et cos est bornée,

cos(x)

x% x—+4o0
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cos(t
De plus, t — tafl) est continue sur [1,+oo[ et
cos(¢ 1
(t) -0 ’
o+l - too ta+l
. 1 o .
out— prosy est intégrable en +oo (Riemann avec 1+ a > 1).
* cos(t)
Dong, j; ol dt converge.
Ainsi,
*0 gin(t
f ( )dt converge.
1 t*
Q6. Soit n € IN.
Si n est pair, alors sin est positive sur [n x 7,(n + 1) x 7] et
(n+1)xn (n+1)xm (n+Dxn
f |sin(8)| dt = sin(t)dt = [—cos(?)],, " = —cos((n+1) x m) +cos (n x ) = 2.
nXxm nXm

Si n est impair, alors sin est négative sur [n x 7,(n + 1) x 7] et

nxm

XTT nxim

Dans les deux cas,

(n+1)xm
f |sin(¢)| dt = 2.
n

X7

Q7. Soit n € N.
Pour tout te[nxn,(n+1)xal,t<(n+1)xm.

Donc, comme a >0,
1 1

.
t  (n+1)%xn%

Donc, comme |[sin(#)| =0,
[sin(?)| - [sin(#)]

¢ T (n+1)x g

Donc, par croissance de 'intégrale,

X7 t* X7 (n+1%xn% (n+1)*x ¢

Par la question précédente,

f(n+1)><n |sin(2)| . 2
X ta T (n+1)@xpe

Q8. On somme les inégalités précédentes pour n € [0, NJou Ne N :

f(N+1)><n |sin(?)] N % 2
0 t@ TS (1) x e’
Or, par le rappel,

N 2 2 N+1 1

Y —————— = — +00.

som+1)¥xn% g% = n% N—+oo

. . . (N+>7 |sin(¢)|
Donc, par théoréme de minoration, _
0 Al N—+00

+00.

Ainsi,

l'intégrale I , ne converge pas absolument.

(n+1)x7 | o3 t (n+1)xm in(¢ 1 (n+1)xm
f |sin( )ldtzf |sin(#)| Q> X/
n n n

X7

[sin(¢)] dz.

(n+1)xm (n+1)xm (n+Dxn
f sin(#)| dt = —f sin(¢)dt = —[ — cos(?)] =cos((n+1)x ) —cos(n x ) =2.
n

PSI 2025 — 2026 8
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Partie 2 : Calcul de I'intégrale de Dirichlet

Dans cette partie, on prend n =1 et a = 1 et l'objectif est de calculer :

+00 3 t
11,1 =[ Sin(®) dz.
0 t

Pour tout N € N, on note

3sin((2N+1)x¢)
JN = f -
0 sin(¢)

Q9. Soit N € IN. Montrer que l'intégrale /5 converge.

Q10. Montrer que, pour tout (a,b) € ]R2, sin(a) — sin(b) = 2 sin (a _
Q11. Soit N € IN. Calculer Jn.1—JnN.
Q12. En déduire que, pour tout N e N, Jy = g

Pour tout N € N, on note

z2sin(2N+1)xt
KN:fOzsm(( : ) x )dt

2 sin(u) du

R (2N+1)
Q13. Alaide d’'un changement de variable, montrer que 'intégrale Ky converge et que Ky = f
0 u

Q14. En déduire que Ky ~ I

—+00

1
On considere la fonction A : ¢ — — — définie sur ]0, g]

sin(¢) ¢

t
Q15. Montrer que A(t) 06 et en déduire que & est prolongeable par continuité en 0. On donnera la valeur de £(0).
. 1 b/ , 1
Q16. Justifier que A est de classe €~ sur ]0, 5] et que A'(¢) 06
Q17. Montrer que h est de classe €1 sur [0, g]

b
Q18. Soient a < b des réels et g € €1([a,b],R). Montrer que Nlim gt)sin(Nt)dt = 0.
—+00Jq

b
Indication : on pourra intégrer par parties dans f g(t)sin(N't)dt.

a

0.

Q19. En déduire que f " h(t) xsin(@N + 1) x )t
0

N—+o0

Q20. En déduire que I11 = g

—— Réponse

. sin((2N +1) x ¢) _ m
Q9. La fonction t — —————— = est continue sur ]0, +—].
sin(z) 2
sin((2N +1) x ¢)
Deplus, —————  ~ 2N +1€R.
sin(¢) t—0
) sin((2N +1) x ¢) o .y
La fonction ¢t — B — est donc prolongeable par continuité en 0, donc, est intégrable en 0.
sin
Ainsi,
I'intégrale Jn converge absolument, donc converge.
Q10. On a:

sin(a) — sin(b) = Im(e'?) — Im(e'?) = Im(e!® — ei).
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Ql1.

Q12.

Q13.

Q14.

Q15.

En factorisant par 'angle moitié, on fait apparaitre une formule d’Euler :

sin(a)—sin(b)zlm(ei# (ei% —e_i%)) :Im(ei% x21sin(ﬂ)) =2sin(a_b) X cos(a+b)
2 2 2

Par linéarité,

JN+1_JN=fg sin((2N+3)><t).—sin((2N+ 1)xt) i
0 sin(f)
Or,

2N+3+2N+1 2N+3-2N-1
sin (2N +3)xt)—sin (2N +1)xt) =2 cos (% x t) xsin(+ x t) = 2 sin(t) xcos (2N +2)x2).
Donc,
Ine—dy =2 [ cos(@N+2)x )t = 2] L in (2N +2 Pl in((V +1 in(0)| = 0

M fo cos (2N +2)x ) dt = 2N+2xsm(( +2)x1) O_N+1X(Sm(( +1) x 1) — sin( ))_ )
Donc,
Jni1—JN =0.

La suite (Jx) est constante, donc, pour tout N € IN, Jy = .

Or,JO:Fldt:f.
0 2

Donc,
b4
pour tout N e N, Jyn = 3

On applique le changement de variable u = (2N + 1) x ¢. La fonction ¢ — (2N + 1) x t est de classe € et strictement
duet t |0 9 .

u|0 @N+DE
@N+DF gin(u)

1
monotone sur [O,g].Onatzm xu,dt = N1

*20 gin(u
Comme l'intégrale f ()
0 u

Donc, par la formule de changement de variable,

du converge (Q5), I'intégrale f
0

du converge.

@N+1DZ
Ky converge et que Ky = f 2 sin(u) du.
0 u
D’apres Q5,
Ky f+oo sin(u) du=1
N—+oo Jo u
Ona:
t —sin(t)
()= ——,
® t x sin(¢)
t3 ;3
Or, t—sin(t) = — +0(#3). Done, t —sin(t) ~ —.
t—0 6 06
Donc,
t3
6 t
h@) ~ =2

10 ExXEt-06

On en déduit que A(t) Sy 0elR.

Donc,

h est prolongeable par continuité en 0 en posant A(0) = 0.
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Q16. La fonction sin ne s’annule pas sur (0, z donc,
2
f est de classe € sur ]O, g]

7
De plus, pour tout ¢t € ]O, 5] R

cos(t) 1 —t2xcos(t)+ (sin(t)?

)= ———"0 s o =
(sinr))® £ £2 x (sin(2))?

3 t*
Or, sin(t) = t—— +o(t%). Done, (sin(t)® = 2 — — +o(t?).
t—0 6 t—0 3
2 g U 4
De plus, —t“ x cos(t) o -t + 7 +o(t%).

4 4 4

t t t
Donc, —£2 x cos(t) + (sin(t))? = —£2+ — +£2— — +o(t) = — +o(t*).
t—0 2 3 t—0 6
g
Do, —#2 x cos(t) + (sin(2))” ~ —.
i—0 6
Donc,
t4
I3 1
K@) ~ =

t—0 12 x¢2 t—0 6

Q17. La fonction A est continue sur [0, g] et de classe €' sur ]0, g]

1
De pl ") — = .
e plus, A'(t) = 6€R

Ainsi,
h est de classe €' sur [O, g]

1
Q18. On intégre par parties : u(t) = g(t), u'(t) = g'(®), v(¢t) = N cos(Nt) et v'(¢) =sin(Nt). On a :

b b b 4/
. B _g(t)cos(Nt)] f &' ()cos(N?) . g(b)cos(Nb)  gla)cos(Na)
fa gt)sin(Nt)dt = [ N a+ i N dt = N N
Or,
‘g(b)cos(Nb)‘ - lg(b)l 0
N "~ N N-co
Donc, par encadrement, g(b)cos(Vb) 0. De méme, gla)eos(Na) 0.
N N—+oco N N—+oco

De plus, par inégalité triangulaire,

0.

1t e, e,
‘Nfag(t)cos(Nt)dtsﬁfa |g(t)cos(Nt)|dt<]vfa lg'()| at

N—+o0

0.

1 b
D - !
onc, N[a g (t)cos(Nt)de N

Ainsi,

b
Nlim g(t)sin(N¢)dt = 0.

—+tooJa

1
Donc, par le théoréme de la limite de la dérivée, h est dérivable en 0, A'(0) = 5 et A’ est continue en 0.

10,
+Nfa g (t)cos(Nt)de.
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Q19. La fonction & est de classe € sur [0, g] , donc par Q15,

0.

%
f h(t) xsin(N x t)dt
0

N—+oc0

D’ou, par extraction de suite,

Fh(t) xsin (2N +1) x ¢)d¢ 0.
0

N—+o00

Q20. Ona:KN—JN:fgh(t)xsin((2N+1)xt)dt.
0

7T 7 3 7T
Or, Jy ==, d Ky=—+ h(t)xsin((2N +1) x¢)dt —.
LN T g, done BN =y fo @ xsin( yxt)dt oo
D’autre part, par Q13, Kx I.
N—+o00
Donc, par unicité de la limite,
=2
2

Partie 3 : Etude du casoun=3 et a =2

Q21. Montrer que la fonction f3 o est intégrable sur ]2, +ool.

Q22. Soit ¢ € R. Linéariser (sin(t))3.

: 3
+oo (sin(¢ 3 3¢ gin(¢
Q23. Soit £ > 0. Montrer que : f (sin(®)) & = _f sin( )dt
€ 12 4 ), t2
t3
Q24. Montrer que, pour tout £ >0, ¢ - 3 <sin(¢) < t.

3¢ gin(¢)

Q25. En déduire que lim 2

+
e—0 €

dt =1In(3), puis la valeur de I3 .

—— Réponse
Q21. La fonction f32 est continue sur [2, +oo[ et,

1
t) = O=|.
f320 = (tz)
1 L .
Or, t— o) est intégrable en +oo (Riemman avec 2 > 1).
Par théoreme,

la fonction f3 2 est intégrable sur [2, +ool, donc sur ]2, +ool.

Q22. On utilise les formules d’Euler :

3

oit _ p-it
(=)

elBD) _g it 4 gp-it _ ,=i30)
(21)3
21sin(3¢) — 3 x 21 sin(z)
(21)3
sin(3¢) — 3 sin(¢)
1 .

(sin(#))®

PSI 2025 — 2026 12 G. BOUTARD
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in(3#) — 3 sin(¢
(sin(p)? = - 22203500,
4
Q23. Ona:
+oo (sin(t))® 0 1 sin(3f) 3 sin(t)
= 2T i
€ t £ t 4 t
in(3¢ in(¢ 1
De plus, les fonctions ¢ — su;(z ) et t— 81?2( ) sont continues sur [¢,+oo[ et sont un O (t_z) en +oo.

Donc, par théoréme, ces fonctions sont intégrables. On peut alors appliquer la linéarité de I'intégrale :

2 Y

i 3
+00 t +00 o1 +00 o
f (sin(?)) ] 1 sin(3%) . ?If s1;12(t) 1
& el

Dans la premiére intégrale, on utilise le changement de variable u = 3¢ (la fonction ¢ — 3¢ est strictement croissante
et de classe €1).

X = =
32

f+°°(sin(t))3dt_ 1 [+ sin(u) 1du+§f+°° sin(®) 8 [* sin(t)dt+§f+°° sin(®)
£ 4 £ t2 4 3¢ t2 4 £ t2

D’ou, par relation de Chasles,

dt.

12 4

j‘+°° (sin(t))® o §f35 sin(#)

_ =
t3
Q24. On étudie les fonction y: ¢ — sin(¢) -t et ¢ : ¢t — sin(¢) — ¢ + ra
Les fonction v et ¢ sont de classes € et, pour tout ¢ = 0,
£2
w'(t)=cos(t)—1<0, ¢'(t)=cos(t)—1+ 5 et ¢"(t)=—sin(t)+¢.
Donc, v est décroissante et (0) = 0. On en déduit que y est négative et que

pour tout ¢ > 0, sin(¢) < t.

On en déduit que, ¢ est négative, donc ¢’ est croissante. Comme ¢'(0) = 0, on en déduit que ¢’ est positive, puis que
¢ est croissante.

Donc, comme ¢(0) =0, ¢ est positive et,

t3
pour tout ¢ >0, ¢t — 3 < sin(t).

Q25. Comme ¢2>0, on a, pour tout ¢ = ¢,
3
t-& _sin@®) _ t
2 2 g2

3 3 : 3
fgl—fdtsf Esm(t)dtsf =
e t 6 p t e t

(38)2 £2 (35)2 g2
£ @) - @)
2 T The- Tt T ®

D’ou, par croissance de I'intégrale,

Or,

3e1 ¢ 2 3¢
fg ?_édt_[ln(t)_ﬁle =In(3¢) —In(e) -

3e 1
De méme, f —dt =In(38) — In(3).
e L e—0

Ainsi, par théoréme d’encadrement,

G. BOUTARD 13 Lycée GAY-LUSSAC
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3€ o3 t
tim [ 229 g 1)
e—0" £ t
Par Q11,
. 3
+00 t 3 3e o3 t 3
I3 =1lim wdt:hm—f Sln()dj,‘:—><ln(3).
= =0, t e—04 J¢ t 4

Partie 4 : Etude du cas oun =«

+00 : t n
Pour tout n € IN*, on pose A, =1, , =f (SH;( )) dt. On admet que A; = g
0

+00 o7 t
Q26. Calculer pour tout x >0, f % dt.
0

Q27. Soit n = 2. Montrer que 'intégrale A,, converge absolument.

Q28. ATaide d’une intégration par parties, calculer As.
Soit n = 2. Pour tout ¢ € R, on pose g,(t) = (sin(?))".

Q29. Montrer que, pour tout % € [0, 2], il existe Py, une fonction polynomiale telle que : g%(¢) = Py, (cos(2)) x (sin(t))n_k.
+00 (k) t +00 (k) t 1 +00 (k+1) t
Q30. Soit & € [0,n—2]. Montrer quefO g;ll_(k dt converge et vérifier que : fo g;ll_(k) dt = ] fo gt';_k_(l) dz.
1 +oo 4(n—1) t
Q31. En déduire que: A, = f gn ( )dt.
(n-=D!Jo t
Q32. Déterminer la valeur de Ag.
— Réponse N

Q26. On applique le changement de variable u = x x t ou1 ¢ — x x ¢ est strictement croissante et de classe €' sur 10, +ool.

+00 i +00 gj +00 i
f sin(x x t)dtzf sn;(u)ldu :f s1n(u)du _ AL
0 t 0 * X 0 u

Donc,

f * sin(x x t) b4
0 t 2°
Q27. Soit n = 2. Montrer que I'intégrale A,, converge absolument.

sin(%)

n
La fonction ¢ — ( ) est continue sur ]0, +ool.

De plus,

. n
(sm(t)) o1~ L
t t—0 t—0 t—0

sin(¢)

n
Donc, ¢t — ( ) est prolongeable par continuité en 0, donc intégrable en 0.

- of2)
t t—+o00 mn

1
et t— I est intégrable en +oo (intégrale de Riemann avec n > 1).

D’autre part,

sin(t)

n
Donc, t — ( ) est intégrable en +oo.
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sin(t)

n
Ainsi, t — ( ) est intégrable sur ]0, +oo[ et

A, converge absolument.

Q28. On a:

+oo (sin(t))2 to ] 1-cos(2t) 1 [+ 1-cos(2t)
Ao = — 7 dt= —x———dt== ——dt.
2 fo 2 fo 2 T 2[0 12
1 , . , 1
On note u(¢) =1-cos(2t) et v(¢) = s Onau(t)=2sin(2t) et v'(t) = ok

De plus, comme cos est bornée,

1- 2t 1- 2t
u(t) xv(t) = ——COS( ) ~ =2t—0 et u(@)xv()=- cos(2%) 0 (car cos est bornée).
t t—0 t—0 t t—+00

o . . +oo 28in(2¢)
Donc, par intégration par parties, ————— dt converge et

0

+00o 1 +00 1
Ay =5 x [ty oo]y - [T -2y - [T IR g
2 0 t 0 ¢

Donc, par Q26,

T
A2=§.

Q29. On note .7, : «il existe P, une fonction polynomiale telle que : g*(£) = Py (cos(t)) x (sin(t))" . »
Initialisation. On a g'”(¢) = (sin(#))". Donc, Py = 1 convient. Donc, 7.
Hérédité. Soit & € [0,n — 1]. On suppose A, et on montre #% 1.
Par hypothese de récurrence, il existe P, une fonction polynomiale telle que : g%(¢) = Py, (cos(?)) x (sin(t))nik.
En dérivant (toutes les fonctions sont dérivables), on a :

g5 D) = —sin(t) x P} (cos(®)) x (sin()"* + Py (cos(t)) x (n — k) x cos(t) x (sin(®))" "

P} (cos(®)) x (sin(£))® x (sin(2))" !
(P,’e (cos(t)) x (1 (cos(t))?) +(n — k) x Py,(cos(t)) x cos(t)) x sin()""*+D,

+ Py (cos(t)) x (n— k) x cos(#) x (sin(®)" "

En notant Py.1 = P,’e(X) x(1-X2) +(n—-k)x Pr(X)x X, on a #.1. Ce qui achéve la récurrence.

(k)
Q30. » La fonction ¢ — ==& est continue sur ]0, +oo[.

tnfk
De plus,
(k) n—k
gn @) Py (cos(t)) x ¢
tn—k +20 n—k t:OPk(COS(t)) E’Pk(COS(O)).
(k)
Donc, ¢ — t’:“k est prolongeable par continuité en 0, donc, est intégrable en 0.

D’autre part, comme cos est sin sont bornées
b

gPw of 1
tn—k ‘=0 k|’

1
Or, t— s est intégrable en +oo (intégrale de Riemann avecn—k =2 > 1.

(k)

Donc, ¢ — t’;_k est intégrable en +oo.
Ainsi,
(k)(t) +oo (k) ¢
t— i est intégrable sur 10, +oo[ et / £ d¢ converge.
gn—k 0 tn—Fk
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1
On intégre par parties, en posant u(t) = g(,fe)(t) et v(t)=— —— x ey Onau'(t)= g(,{”l)(t) et v'(t) = tn_—k
On a
1 ok 1 Pi(cos(t)) "k Pp,(cos(?))
=~ _xP ~ - ~ =
u(t)xo®) n—-k-1 x Py (cos(®)) x (sin(®) ) thk-li—0 n-k-1 v k1lt-0 n-k-1 xt t—0
1
De plus, u(?) x v(¢) L= (0] Py b
Commen—k—-1=1,0ona P mo, puis u(t)xv(t)mo.
Donc, on peut intégrer par parties et :
+00 (k) +00
gn @) . (k+1) 1
fo prr; dt—O—f0 &gy () x R — xtn_k_ldt.
Ainsi,
f+oo g(,f)(t) G 1 f+oo g(rfe‘*'l)(t)
0 tn_k n—-k-1Jo tn—k—l
Q31. Par la question précédente,
+00 oo (1) 00 £(2) +oo0 4(n—1)
Ay = gn(t)dt: 1 f &n (t)dt: 1 1 xf gn—(t)dt:--.: 1 X 1 x-~><1><f gn (0 .
0 tn n—-1Jo gn-1 n-1 n-2 Jo gn—2 n-1 n-2 1 Jo (D
Ainsi,
1 +00 g(n_l)(t)
VAP s dt.
" (m-1)! fo t
Q32. On a:
1 +00 gg”(t)
Ag=— de.
3 2![0 t
Or,
. sin(3¢) — 3 sin(¢)
g3 = (sm(t))3 -
Donc,
32 sin(3¢) - 3 sin(¢)
g4t) = .
4
Donc,
Ag= lfmol y (32 , SinGB?) sin(t)) g = gf+°° sin(3¢) .. 3 (7 sin(?)
2Jo 4 t t 8 Jo t 8 Jo t
Donc, par Q26,
9 n 3 =&
A3 ==X —=——==X—=
8 2 8 2
Ainsi,
3
Az =—.
)

- Fin du sujet -
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