SUITES DE FONCTIONS TD

‘ Suites de fonctions — TDg ’

Exercices pratiques

Exercice 1:

Pour tout n € IN*, on définit f,: R, — R
x = x+i.

1. Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (f5,), e+ sur R,.
2. Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions ( f,%)ne]N* sur R;.

3. Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions ( f,%)ne]N* sur [0,a] ou a € R;.

— Réponse

1. Soit x€ R. On a f;,(x)

Donc,

X.
n—-+oo

(f») converge simplement sur R vers f :x — x.

Pour tout x € R, | (x)— f(x)| = %

Done, lIfn = flloo == ——0.
n n—+oo
Ainsi,
(f») converge uniformément sur R vers f : x — x.
2. Soit x € R. On a (f,(x))? 2.
n—+oo
Donc,

( f,%) converge simplement sur R vers g:x— %2
Pour tout x € R,

1 1
|F2(x) - glx)| = = x [2x + —).
n n

D’ot, prenons x =n?, on a :

1 1
— X (2n2+;) < "f,%_g“oo

n

Or,

1 5 1 1 9

—x|2n°+—|~—x2n"~2n 0.

n n n n—+oo
Donc,

2_
”fn, g”oo oo +00.

Ainsi,

( ff) ne converge pas uniformément sur IR.

3. Comme précédemment,

(f,%) converge simplement sur [0,a] vers g : x — x°.
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Pour tout x €[0,al,
1 1 1 1
|£2(x) - gx)| = = x (2x+ —) <= x (2a+—).
n n n n

Donc,

0.

0<[f2-g| slx(2a+l)
n n

[0,a] n—-+oo

Ainsi, par encadrement, ||fZ - g|| oo ——— 0. Autrement dit,
[0,a] n—+o0

(f,%) converge uniformément sur [0,a] vers g : x — x°.

Exercice 2 :

nxx
Pour tout n € IN* et x € R, on note f;,(x) =

1+n2xx2’
1. Etudier la converge uniforme de la suite de fonctions (f},) sur R.
2. Soit a > 0. Etudier la converge uniforme de la suite de fonctions (f},) sur [a,+ool.

—— Réponse

Convergence simple.
Soit x € R.

—_—

1
e Cas1:x#0.0na frx) ~
n—+oo p X x n—-+oo
e Cas2:x=0.0na f,(x)=0—0.
n—+oo

Donc,
(fn) converge simplement vers f : x — 0 sur R.

Convergence uniforme.
1
En notant x,, = —, ol n = 1, on remarque que,
n
1

Donc,

<Ifn=Flloo-

N —

Dong, ||f% — fllco ne tend vers 0 lorsque n — +oo.
Ainsi,

(f») ne converge uniformément sur R.

Exercice 3 :
Soit @ € R. Pour tout n € IN*, on considére : f,: [0,1] — R
x — n%xxx(1-x)"
Discuter selon les valeurs de a de la converge uniforme sur [0, 1] de la suite de fonctions (f7,).

—— Réponse

Convergence simple.
Soit x € [0, 1].

e Cas 1:x€]0,1[. Par croissances comparées, on a f,(x) 0.
e Cas2:x=0.0na fp(x)=0——0.
n—+o00

e Cas3:x=1.0na f,(x)=0——0.
n—+oo

n—-+oo
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Donc,
(f») converge simplement vers f : x — 0 sur R.

Convergence uniforme.

On cherche a calculer ou majorer || f,, — f llco.

Pour cela, on étudie les variations de ¢, : x — @, (x) = fr(x)— f(x) =n% xx x (1 —x)".
La fonction ¢, est dérivable sur [0,1] et, pour tout x € [0, 1],

@) =n* xx" 1 x (1-(n+1) xx).

Donc,
X 0 ! 1
n+1
@l (x) 0 + 0 -

()

Pn 0/‘P \O

On en déduit que

1o Flloo x — (1 1 )n a-1 (1 1 )n
- X X - ~ X _—_— .
" " n+1 n+1 na+oon n+1

n
(1—L) =exp(nxln(1— L ))
n+1 n+1l

De plus,

1
Or,Inl+x) ~ xet ———— — 0.
x—0 n+1 n—+oo
Donc,

1
nxln(l——) ~ -1——-1.

n+1)n—+oo n—+oo

Par composition des limites :

n
- 1 —_— -1
n+l) n—+oo

Donc,

0 sia<l1

Ifn=flloo ~ n%txe?——{ e sia=1

n—+oo n—+oo .

+o00 sia>1.

Donc,

(fn) converge uniformément vers f :x — 0 sur R si, et seulement si, a < 1.

Exercice 4 :

Pour tout n € IN*, on consideére : f,,: [0,1] — R
xx /1 sixe€ [0,%
x = nx(x—1)

1-nx/n

Etudier la converge uniforme sur [0, 1] de la suite de fonctions (f;).

sixe[L1]
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— Réponse

Convergence simple.
Soit x €[0,1].

» Casl:x=1. Onafn(x)=0m0.
» Cas2:x€[0,1].

Pour n assez grand, ona x € 1], donc,

-1 -1
P Pl R et S
1-nx \/ﬁn—~+oo \/ﬁ n—+oo

Donc,
(fn) converge simplement vers f : x — 0 sur R.
Convergence uniforme.

On cherche a calculer ou majorer || f,, — f [lco.
Soit x € [0,1]

1 1 1
» Casl:xe€ .Ona:|f,(x)-f@)l=xx Vns—x yn<—.
n vn
» Cas2:x€ —,1].Ona:
nx(1- x) n
[frn(x) f(x)l— < Vn—1 nx\/ﬁ—l'
Donc,
1
<
Il fn = flloo < max \/_nx\/_ 1
1 n
Or, ﬁ n—-+oo Oe I’LX \/_ 1 00 \/ﬁ n—-+oo Pl
Donc, ma 0 s, par encadrement,
x \/ﬁ nx\/_ 1 puis, p
”fn_f”oomo-
Donc,

(fn) converge uniformément vers f : x — 0 sur R.

Remarque : on a aussi la majoration :

1 n
- <—+—
=l =+ ey

Exercice 5 :
1

Déterminer la limite, si elle existe de la suite de terme général u,, = [ cos (x xe sz) dx.

0

— Réponse

On note f,,(x) = cos (x x o ~nxx

Soit x €[0,1], on a f,(x) — cos(0)=1

Donc, la suite de fonctions (f,) converge simplement vers f :x— 1 sur [0, 1].

1. Méthode 1 : convergence dominée.
Les fonctions f;, et f sont continue sur [0, 1].
Pour tout n e N, |f,(x)| < 1.
De plus, la fonction @x — 1 est continue, positive et intégrable sur le segment [0, 1].
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TD

Donc, par théoréme de convergence dominée,

1 1
un———»f f(t)dtzf 1dt=1.
n—+oo 0 0

2. Méthode 2 : convergence uniforme.

Exercice 6 :

On note I =[0,2] et, pour tout ¢ € I, fo(¢) = t. Pour tout n € IN, on pose f,,+1(£) = /2 + [ (2).

Etudier la converge simple et uniforme sur I de la suite de fonctions (f;,),eN.

— Réponse

Convergence simple : soit ¢ € [0,2].
On note u, = f,(¢). La suite (z,) est une suite récurrente définie par :

uo=fot)=t et VnelN,up1=2+un,.
On considere g:x— V2+x—x. La fonction g est dérivable sur [0,2] et, pour tout x € [0, 2],

1 1_1—2\/2+x
2v2+x 2V2+x

g'x)=

Or,x=0,donc2 vV2+x =2 V2>1.

Donc, g'(x) <0 et g est décroissante.

De plus, g(0) = V2 et g(2) =0, donc, g est positive.

On en déduit que, pour tout n € N, up+1—u, =f(uy)—u, =gw,)=0.
Donc, (u,) est croissante.
Par le théoréme de la limite monotone, ‘ (up) converge ou tend vers +oo. ‘

De plus, par récurrence (je vous la laisse), on montre que, pour tout n € IN, 0 < u, < 2.
Donc, (u,) est majorée.

la suite de fonctions (f},) converge simplement sur [0,2].

Convergence uniforme :

En passant a la limite quand n — +oo dans f,+1(8) = 2+ fn(¢), on a f(t) = /2 + f(¢t).
D’ou, pour tout ¢ €[0,2],

/2 () - F @)

Ainsi, (u,) converge. On a montré que, pour tout ¢ € [0,2], 1a suite (fn(t)) converge vers une limite f(¢) € [0,2].

o= FO1= | V2+Ful® - V2+ D] =

Or, on a montré que f(£) =0, donc, /2+ (&) + V2+f (@) = 2+ ()= V2>0.
Par passage a l'inverse,

1 1
lfre1@®—fOl<s —= @) - fO s —

7 \/Enfn(t)_f(t)”oo-

Donc,

1
||fn+1 _f”oo < E”fn(t)_f(t)”oo

Par récurrence (je vous la laisse encore),

1n = Flloo < (%)n 10— flloo-

D’ou, par théoréme d’encadrement,
Ifn—flloo——0.
n—+oo

Ainsi,

la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [0,2].

V2+ )+ 2+ @)
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Exercice 7 :

Pour tout n € IN, on note :
X
Vxel0,1], folx)=1 et frii(x)=1 +[ fn(t2 —t)dt.
0

1. Montrer par récurrence que, pour tout n € IN et x €[0,1] :

n+1

0< fre1(0)—frlx) < m

2. En déduire que la suite de fonctions (f;,) converge simplement vers une fonction f sur [0, 1].
3. Montrer que f n’est pas la fonction nulle.

4. Montrer que la suite de fonctions (f;) converge uniformément vers f sur [0, 1].

5. En déduire que, pour tout x € [0,1], £'(x) = f(x — x2).

Exercices théoriques

Exercice 8 :

Soient a < b des réels et (f,) une suite de fonctions a valeurs réelles définies sur [a, b].

On suppose que (f,) converge uniformément sur [a,b] vers f :[a,b] — R une fonction continue.

On consideére (x,) une suite d’éléments de [a,b] qui converge vers x € [a,b]. Montrer que f,(x,) — = f(x).
n—+oo

— Réponse

Par inégalité triangulaire :
0 <|fnlxn) = F O =1fnlaxn) = fxn) + fxn) = FQ < fn(xn) = Fn)l +1f (xn) = F < N fn = Flloo + 1 (xn) = f(2)].

Or, la suite (f3,) converge uniformément vers f. Donc, ||f, — fllco — 0.
n—+oo

f(x).

De plus, x,

x et f est continue, donc, f(x,)
n—+oo n—+oo

Donc, par théoréme d’encadrement,

fnlxn) f ).

n—-+oo

Exercice 9 :

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et a valeurs dans K. On suppose que, pour tout
n €N, f, est bornée sur I.

1. On suppose que la suite de fonctions (f;,) converge simplement vers une fonction f sur I. Etudier le caractere
borné de la fonction f.

2. On suppose que la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers une fonction f sur I. Etudier le caractére
borné de la fonction f.

—— Réponse

x sixel[0,n[
0 sixeln,+ool.
Montrons que les fonctions f;, sont bornées sur R. Soit n € IN.

1. Pour tout n € IN et x € R, on note f,,(x) = {

On a : pour tout x € R,.
e six€[0,n[, alors |f,(x)| = x| <n.
e six€l[n,+ool, alors |f,(x)| =0<n.

Donc, ‘ fn est bornée sur R, ‘ (et | fnlloo < n).
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Etudions la convergence simple de la suite de fonctions (f,).
Soit x € R. Pour n assez grand, x € [0,n[, donc, f,(x) =x — o
n—+o00

Donc, la suite de fonctions (f,) converge simplement vers [ :x — x.

La fonction limite f n’est pas bornée sur R..
On ne peut rien dire quant au caractére borné d’une limite simple de suite de fonctions.

2. On sait que la suite de fonction f, converge uniformément vers f, donc, ||f;, — fllco —— O.
—+00

D’ou, il existe N € IN tel que ||[fx — flloo < 1.
On en déduit que, pour tout x € I,

£ =1f(x) = fn@) + vl < I1f @)= NI+ 1N < 1N = Flloo+ 1@ < 1+ ()]
Or, fn est bornée, donc il existe C > 0 tel que ||l <C.

D’ou,
[f@))<1+]fnllo<1+C.

Donc, f est bornée.

La limite uniforme d’une suite de fonctions bornées est bornée.

Exercice 10 :

Soit (f5,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et a valeurs dans IK. On suppose que les fonctions f;,
sont convexes.

On suppose que la suite de fonction (f,,) converge simplement vers une fonction f sur I.

Montrer que f est convexe.

— Réponse N

Soit (x,y) el 2 et 1 € R. Montrons que :
FA=Dxx+Axy)<(Q-A)x f(@)+Ax f(y).
On sait que les fonctions f, sont convexes, donc,
(A=) xx+Axy) (A=) x frx)+ A x fr(y).

Or, la suite de fonction (f,,) converge simplement vers f sur I, donc, en passant a la limite quand n — +oo dans I'inégalité
précédente, on a :
FlA=-Dxx+Axy)<(@-2A)x f(x)+Ax f(y).

Donc,

[ est convexe.

Exercice 11 :

Soient (f3,) une suite de fonctions définies sur 1.
On se place dans le cadre d’application du théoréeme de dérivabilité de la limite d'une suite de fonctions :

(i) Pour tout n € IN, la fonction f;, est de classe € Lsur I ,
(i1) (f,) converge simplement sur I vers f,
(iii) (f,) converge uniformément sur I vers g,

Montrer que la suite de fonctions (f;,) converge uniformément sur tout segment inclus dans I vers f.
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—— Réponse

Le théoreme de dérivabilité de la limite d’une suite de fonctions assure que f est de classe €' et que ' = g.
Soit [a,b] < 1.
Pour tout x € [a,b],on a :

Ful@) — ) = f £ - g(t)dt + fola) - F(@).

D’ou, par inégalité triangulaire,

|fn(x) = ()l

A

+1fn(a) = f(a)l

f o) —g()] dt

N

f 1L = glloods| +1fla) - F(@)]

lx—al x Ify, — glloo + |fn(a) - (@)l
1b—al xlIf, —&lloo + |fnla)— f(a)l.

N

A

Donc,
I1/n —fll[;%] <lb—alx|lf;, =gl + fala) - f(a)l.

Or, par (ii), fx(a) —— f(a); et par (iii), |, — &l 0.
n—+00 n—+oo
Donc, par théoréme d’encadrement, || f, — fl| co. —— 0.

[a,b] n—+oco
Ainsi,

la suite de fonctions (f;,) converge uniformément sur tout segment inclus dans I vers f.
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