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Exercice 1

Une des méthodes utilisées pour trouver le minimum d’une fonction numérique f est l’algorithme
d’Angowsky-Iscoffiev (méthode AI). C’est une procédure itérative simple : on part d’un segment
initial [MN], qui se déplace et se réduit jusqu’à ce que ses extrémités se rapprochent d’un point où la
fonction f présente un minimum (qui peut être local et non global).

Soient xM et xN les abscisses des points M et N. L’algorithme se décompose en trois étapes.

❶ La première étape consiste à réindexer, si cela s’avère nécessaire, les deux extrémités du segment
(càd échanger M et N) de manière à ce que f (xM) 6 f (xN).

❷ L’extrémité N, pour laquelle f est maximale, est remplacée par une nouvelle extrémité.
On définit pour cela le point R, symétrique de N par rapport à M, par xR = 2 xM − xN.

• Si f (xR) < f (xM), on remplace N par R.

• Sinon, on définit les milieux C1 et C2 des segments [MN] et [MR] par xC1 =
1
2 (xM + xN) et

xC2 =
1
2 (xM + xR) respectivement.

– Si f (xC1 ) < f (xM), on remplace N par C1.

– Sinon, on remplace N par C2.

❸ On obtient ainsi un nouveau segment [MN]. Il n’y a plus qu’à réitérer le procédé.
Pour éviter les boucles infinies, on fixera un nombre maximal d’itérations Itmax.

b b b b b
N C1 M C2 R

Soient f la fonction dont on cherche le minimum, xM et xN les abscisses des extrémités du segment [MN].
Nous allons écrire des fonctions réalisant les trois étapes de l’algorithme.

1) Écrire une fonction reindexation(f,xM,xN) qui renvoie les extrémités (xM,xN) du segment
[MN] après réindexation (première étape).

2) Écrire une fonction iteration(f,xM,xN) qui, partant d’un segment [MN] réindexé, renvoie ses
extrémités (xM,xN) à l’issue d’une itération de la méthode AI (deuxième étape).

Il reste à réitérer la méthode AI jusqu’à ce que l’écart relatif entre xM et xN, défini par δ(xM, xN) =
2 |xM − xN|
|xM| + |xN|

, soit inférieur à un seuil fixé par avance.

3) Écrire une fonction ecart(xM,xN) qui renvoie l’écart relatif δ(xM, xN) entre xM et xN.

4) Écrire une fonction boucle(f,a,b,Itmax,eps) qui réalise des itérations successives de la mé-
thode AI en partant des valeurs initiales xM = a et xN = b, jusqu’à ce que l’écart relatif entre
xM et xN soit inférieur à eps ou que l’on atteigne le nombre maximum d’itérations Itmax. La
fonction renvoie alors le couple (xM, xN).

Les curieux pourront tester cet algorithme sur des fonctions simples chez eux ...
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Exercice 2

Lors de la préparation d’une randonnée, un organisateur doit prendre en compte les exigences des
participants. Il dispose d’informations rassemblées dans deux tables d’une base de données :

• la table Randodécrit les randonnées possibles - la clef primaire entière rid, le nomrnom, le niveau
de difficulté du parcours diff (entier compris entre 1 et 5 ), le dénivelé deniv (en mètres), la
durée moyenne duree (en minutes) :

rid rnom diff deniv duree

1 La belle des champs 1 20 30

2 Lac de Castellane 4 650 150

3 Le tour du mont 2 200 120

4 Les crêtes de la mort 5 1200 360

5 Yukon Ho ! 3 700 210

· · · · · · · · · · · · · · ·

• la table Participantdécrit les randonneurs - la clef primaire entière pid, le nom du randonneur
pnom, son année de naissance ne, le niveau de difficulté maximum de ses randonnées diff_max :

pid pnom ne diff_max

1 Calvin 2014 2

2 Hobbes 2015 2

3 Susie 2014 2

4 Rosalyn 2001 4

· · · · · · · · · · · ·

Écrire les requêtes SQL permettant d’effectuer les tâches suivantes :

Q1 – Compter le nombre de participants nés entre 1999 et 2003 inclus.

Q2 – Calculer la durée moyenne des randonnées pour chaque niveau de difficulté.

Q3 – Extraire le nom des participants pour lesquels la randonnée n◦42 est trop difficile.

Indication : on pourra utiliser une sous-requête pour récupérer le niveau de difficulté de cette randonnée,
ou bien se servir du produit cartésien des deux tables.

Q4 – Extraire les clés primaires des randonnées qui ont un ou des homonymes (nom identique et clé
primaire distincte), sans redondance.

Indication : on pourra utiliser une sous-requête pour obtenir la liste des noms apparaissant plusieurs fois,
ou bien se servir d’une jointure de la table Rando avec elle-même (en identifiant les noms).
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Exercice 3

Définitions, rappels et notations

• Un nombre premier est un entier naturel qui admet exactement deux diviseurs : 1 et lui-même.

• On note ⌊x⌋ la partie entière de x.

• abs(x) renvoie la valeur absolue de x.

• int(x) convertit un flottant en entier en tronquant sa partie décimale.

• floor(x) renvoie la valeur du plus grand entier inférieur ou égal à x.

• ceil(x) renvoie la valeur du plus petit entier supérieur ou égal à x.

• log(x) renvoie sous forme de flottant la valeur du logarithme népérien de x.

• log(x,b) renvoie sous forme de flottant la valeur du logarithme de x en base b.

• La fonction time() du module time renvoie le nombre de secondes depuis le 01/01/1970.

Partie 1 : Préliminaires

Q1) Dans un programme Python, on souhaite pouvoir faire appel aux fonctions log, sqrt, floor
et ceil du module math. Écrire des instructions permettant d’avoir accès à ces fonctions et
d’afficher le logarithme népérien de 0,5 dans la console.

Q2) Écrire une fonction sont_proches(x,y) qui renvoie True si la condition suivante est remplie et
False sinon : |x − y| 6 atol + |y| × rtol

où atol et rtol sont deux constantes, à définir dans le corps de la fonction, valant respectivement
10−5 et 10−8. Les paramètres x et y sont des nombres quelconques.

Q3) On donne la fonction mystere ci-dessous. Que renvoie l’instruction mystere(1001,10)?

def mystere( x , b ) :

if x < b:

return 0

else:

return 1 + mystere( x/b , b )

Q4) On suppose que x est un nombre réel strictement positif et b un entier naturel non nul.
Exprimer ce que renvoie mystere(x,b) à l’aide de la partie entière et d’une fonction usuelle.
Comment aurait-on pu obtenir ceci directement en Python ? Réécrire la fonction.

Q5) On donne le code suivant :

pas = 1e-5

x2 = 0

for i in range (100000):

x1 = ( i + 1) * pas

x2 = x2 + pas

print ("x1 : " , x1)

print ("x2 : " , x2)

L’exécution de ce code produit le résultat suivant :

x1: 1.0

x2: 0.9999999999980838

Commenter.
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Partie 2 : Génération de nombres premiers

Le crible d’Eratosthène est un algorithme qui permet de déterminer la liste des nombres premiers
appartenant à l’intervalle ~ 0 ; N �. Voici l’algorithme en français :

Données : N, entier supérieur ou égal à 1
Résultat : liste_bool, liste de booléens
début
liste_bool← liste de (N + 1) booléens tous initialisés à True ;
Remplacer par False les deux premiers éléments de liste_bool ;

pour p entier allant de 2 à
⌊√

N
⌋

faire

si le terme d’indice p de liste_bool vaut True alors
Remplacer par False tous les termes de liste_bool dont les indices
sont des multiples de p différents de p ;

fin
fin

retourner liste_bool
fin

À la fin de l’exécution, les nombres premiers sont les indices des termes de liste_bool égaux à True.
Par exemple, pour N=4, l’algorithme renvoie [False,False,True,True,False].

Q6) Par défaut, le langage Python code les booléens sur 32 bits. Un octet correspond à 8 bits.
Sachant qu’un Go représente environ 109 octets, quelle est (approximativement) la valeur
maximale de N pour laquelle liste_bool est stockable dans une mémoire vive de 4 Go ?

Q7) Quel facteur peut-on gagner sur la valeur maximale de N en utilisant une bibliothèque qui
permettrait de coder les booléens non pas sur 32 bits, mais dans le plus petit espace mémoire
possible (à préciser, en justifiant) ?

Q8) Écrire une fonction eratosthene(N) qui implémente l’algorithme du crible d’Eratosthène.

Partie 3 : Génération rapides de nombres premiers

L’approche systématique qui précède est inefficace, car elle revient à générer d’abord la liste de
tous les nombres premiers inférieurs à une certaine valeur avant d’en choisir quelques uns au hasard.

Une meilleure idée est d’utiliser des tests probabilistes de primalité. Ces tests ne garantissent pas
vraiment qu’un nombre est premier. Cependant, on montre que si un nombre passe un de ces tests,
alors la probabilité qu’il ne soit pas premier est inférieure à un seuil calculable. En suivant cette idée,
voici une nouvelle approche :

1) générer un entier pseudo-aléatoire (voir l’algorithme ci-dessous)

2) vérifier si cet entier a de fortes chances d’être premier (test de primalité de Fermat)

3) recommencer tant que le résultat n’est pas satisfaisant

Pour générer un entier pseudo-aléatoire A, on se base sur un certain nombre d’itérations du fameux
algorithme Irigovitch-Zubrowka (ou IZ), dont voici le principe.

• Au début, on pose A = 0, on fixe le produit M de deux nombres premiers quelconques et on
choisit aléatoirement une valeur x0 ∈N nommée « graine ».

• Pour tout i > 1, on définit xi comme le reste de la division euclidienne de (xi−1)2 par M.

• Pour chaque valeur de i > 0, si l’entier xi est impair, on additionne alors 2i à A.
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Q9) Soit N > 1 un nombre entier ; on répète les calculs pour i ∈ ~ 1 ; N − 1 �.
Quelle sera la valeur finale de A si l’entier xi est impair à chaque itération ?

C’est la valeur maximale renvoyée par l’algorithme pour une valeur donnée de N.

Q10) On choisit pour graine l’entier représentant la fraction de secondes (sur 7 chiffres) du temps t
écoulé depuis le 01/01/1970 : par exemple, t = 1528287738.7931523 donne la graine x0 = 7931523.

Compléter le code de la fonction IZ(N) ci-contre (avec le nombre de lignes nécessaires) afin
qu’elle implémente l’algorithme IZ.

...... (à compléter)

def IZ(N) :

p1 , p2 = 24375763 , 28972763

M = p1 * p2

# calculer la graine

x = ...... (à compléter)

A = 0

for i in range(N) :

# si xi est impair

if ...... (à compléter)

A = A + 2**i

# calculer le nouvel xi

x = ...... (à compléter)

return A

Q11) Le test probabiliste de primalité le plus simple est le test de Fermat. Ce test, qui utilise la
contraposée du petit théorème de Fermat, peut s’énoncer comme suit : si a ∈ ~ 2 ; p − 1 � est
premier et que le reste de la division euclidienne de ap−1 par p vaut 1, alors il y a de fortes
chances pour que p soit premier.

En combinant les résultats du test de primalité de Fermat pour a = 2, a = 3, a = 5 et a = 7, écrire
une fonction premier_rapide(n_max) qui renvoie un nombre aléatoire strictement inférieur à
n_max ayant de fortes chances d’être premier (le paramètre n_max est un entier supérieur à 12).

Indication : penser à utiliser le résultat de la question 9 afin de prendre une valeur de N pour laquelle la
fonction IZ(N) renvoie toujours un entier plus petit que n_max.

Q12) On souhaite caractériser le taux d’erreurs de la fonction premier_rapide. Pour cela, écrire
une fonction stats(N,nb) qui va vérifier si nb nombres générés par premier_rapide(N) sont
réellement premiers. Cette fonction renvoie :
• le taux relatif d’erreur

• la liste des faux nombres premiers trouvés.

Partie 4 : Compter les nombres premiers

On étudie dans cette partie les propriétés de la fonction π(n), qui renvoie le nombre de nombres
premiers appartenant à ~ 1 ; n �.

Q13) Écrire une fonction pi(N) qui calcule la valeur de π(n) pour tout entier n ∈ ~ 0 ; N � et qui
retourne la liste des couples (n, π(n)). Le paramètre N est un entier supérieur à 1.

Par exemple, l’instruction pi(4) renvoie la liste [(0,0),(1,0),(2,1]),(3,2),(4,2)].

Q14) Il a été prouvé que π(n) >
n

ln(n) − 1
pour tout entier n > 5393. On souhaite vérifier ceci.

Écrire une fonction verif_pi(N) qui renvoie True si l’inégalité est vérifiée jusqu’à N inclus,
False sinon. Le paramètre N est un entier supérieur ou égal à 5393.
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