Variables Aléatoires

Une variable aléatoire se note « X ». C'est une

expérience aléatoire a laquelle on associe chaque issue

aunréel « x; ».

Loi de Probabilité (se représente sous
— forme de tableau)

valeur des issye
S ™\
A\

Xi X1 X2 Xn

PX=x;)| p1 | P2 | | Pn

i\

Probabilité associge 3
chaque issue

EsEérance de X

E(X) = X1P1 + X2P2 + -+ XDy

n

ou plus
simplement : E(X) = z XiPi
i=1

Interpréter le résultat ?

« c'est la valeur moyenne de X lorsqu’on répéte un

grand nombre de fois I'expérience. »
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Une variable aléatoire est équitable lorsque son
espérance estnulle: E(X) =0

Variance de X

V=pi01 —EX))? + -+ pn(x, — E(X))*

ou plus

simplement: V(X) = Z pi(x; — E(X))?
i=1

Ecart type de X
o(X) = JV(X)

(plus I'écart type est grand plus les valeurs de X
sont dispersées autour de I'espérance).

Variable aléatoire fonction d’'une autre

Si: Y=aX+0b
Alors : E(Y)=axEX)+b
et V(Y) =a’ xV(X)

b
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Exercice |

Pour chacune des questions suivantes, une seule des quatre réponses proposées est exacte. Aucune
justification n‘est demandée. Une bonne réponse rapporte un point. Une mauvaise réponse, plusieurs
réponses ou I'absence de réponse ne rapportent, ni n'enlévent aucun point.

1. Voici la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

ValeurkdeX | =1 | 0 | 3
P(X =k) 0,2 | 2a | 3a

La valeur a est égale a:

a) 0,1 b) 0,16 c) 0,4 d) 0,8

2. Voici la loi de probabilité de la variable aléatoire Y.

ValeurkdeY | =2 | 0 10
P(Y =k) 0,710,210,1

Alors I'espérance de la variable Y est égale a :

a) —0,4 b) 2,4 c) 12,64 d) 3,555

3. Voici la loi de probabilité de la variable aléatoire Z.

ValeurkdeZ | =5 | 0 10
P(Z =k) 0,6 0,301

On donne E(Z) = —2. Alors la variance de la variable Z est égale a:

a) 4,58 b) v21 c) 21 d) 25

Exercice ll

Un jeu de 32 cartes est composé :
* 12 « figures » qui valent 5 points chacune;
* 4 neuf, 4 huit et 4 sept qui valent 0 point chacune;
+ 4 dix et 4 as qui valent 10 points chacune.

1. On choisi une carte au hasard dans le jeu. On appelle X la variable aléatoire égale au nombre
de points obtenus.
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(a) Compléter le tableau suivant (loi de probabilité de X).

Valeurkde X | 0| 5| 10
P(X =k)

(b) Calculer I'espérance E(X) et I'écart type o(X) de la variable X.

2. Gaspard choisit une carte au hasard, la remet dans le puis en reprend une autre au hasard. On
note Y la somme des points obtenues.
(a) Représenter cette expérience aléatoire a I'aide d’un arbre.
(b) Quelles sont les valeurs prises par Y.
(c) Déterminer la loi de probabilité de Y.
3. Si la somme obtenue par Gaspard est supérieur ou égale a 15, Carla lui verse 3 euros. Sinon

c’est Carla qui verse une somme, notée s, a Gaspard. Quelle doit étre la valeur de la somme s
pour que ce jeu soit équitable.

Exercice lll

Dans cet exercice, les résultats approchés seront donnés a 0, 0001 pres.

Lors d'une épidémie chez des bovins, on s’est apergu que si la maladie est diagnostiquée suffisam-
ment t6t chez un animal, on peut le guérir; sinon la maladie est mortelle. Un test est mis au point
et essayé sur un échantillon d'animaux dont 1% est porteur de la maladie. On obtient les résultats
suivants :

+ si un animal est porteur de la maladie, le test est positif dans 95 % des cas;

* siun animal est sain, le test est négatif dans 85 % des cas.

On choisit de prendre ces fréquences observées comme probabilités pour la population entiére et
d'utiliser le test pour un dépistage préventif de la maladie.

On note :
« M I'évenement : « 'animal est porteur de la maladie »;
« M l'événement : « I'animal est sain »;
« T I'évenement : « le test est positif »;

« T I'événement : « le test est négatif ».

1. Construire un arbre pondéré modélisant la situation proposée.

2. Un animal est choisi au hasard.
(a) Quelle est la probabilité qu'il soit porteur de la maladie et que son test soit positif ?
(b) Montrer que la probabilité pour que son test soit positif est 0, 158.
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3. Un animal est choisi au hasard parmi ceux dont le test est positif. Quelle est la probabilité pour
gu'il soit porteur de la maladie?

4. Le colt des soins a prodiguer a un animal ayant réagi positivement au test est de 100 euros et
le colt de I'abattage d'un animal non dépisté par le test et ayant développé la maladie est de
1000 euros. On suppose que le test est gratuit.

On note X la variable aléatoire qui correspond au co(t engagé pour un animal subissant le test.

(a) Quelles sont les valeurs possibles de X ?

(b) Déterminer P(X = 100). Interpréter le résultat.

(c) Quelle est la loi de probabilité suivie par X ?

(d) Calculer I'espérance F(X) de la variable aléatoire X. Interpréter le résultat.

(e) Unéleveur posséde un troupeau de 200 bétes. Sitout le troupeau est soumis au test, quelle
somme doit-il prévoir d'engager?
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