SERIES DE FONCTIONS TD

Séries de fonctions — TDq3

Exercice 1:

Soient I un intervalle de R et (f,,),ev une suite de fonctions convexes sur I.
On suppose que la série de fonctions Z fn converge simplement sur 1.

+00
Montrer que la fonction S : x — Z fn(x) est convexe sur I.
n=0
— Réponse <

Soit (x,y) € I et 1 €[0,1). On a : pour tout % € IN,

fr((X=Dx+Ay) Q= Dfr(x) + Afe(y).

D’ot1, en sommant pour k,=0ak=NeclN,ona:

N
Z fr(@Q-Dx+y)<(1-21) Z frx)+ A Z fry) (%)
k=0 k=0 k=0

Or, la série de fonctions Z fn converge simplement sur I, donc,

N N +00
Z Fe(Q=Dx+Ay) ~ Z fe(Q=x+Ay), Z fk(x)—> Z frlx) et fk(y)ﬁ' > Fr).
k=0 k=0 TR k=0

—+00 ;= —+00 5=
Donc, en passant a la limite dans I'inégalité (x) :

S((@=Dx+Ay) <1 - DS @) +AS(y).

S est convexe.

Exercice 2 :

+00 1
Pour tout x € R, on note S(x) = Z —3
inf+x

Montrer que S est définie sur R.
Montrer que S est continue sur R.

Montrer que S posséde une limite en +oo.

L e

Donner un équivalent simple de S en +oo.

—— Réponse

1 1
1. SoitxeR.Ona —— =0.
nZ+x2n—toon2

Donc, par théoréme de comparaison, Z 5 converge.
n

+x2
Ceci est vrai pour tout x € R, donc,

S est définie sur RR.

1

2. Pour tous n € IN* et x € R, on note f,,(x) = -
n2+x

Les fonctions f,,, avec n € N*, sont continues sur R.

1
De plus, pour tout x € R, [/ (x)] < —;.
n

1
Done, 0< [|fnlloo < —5-
n

Par théoréeme de comparaison, la série Z [l f7llco converge.
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Dong, | la série de fonctions Z fn converge normalement, donc uniformément, sur R |.

Par théoréeme,

S est continue sur RR.

3. Pour tout n € IN, f,(x) —— 0.
xX—+00

De plus, | la série de fonctions Z fn» converge normalement, donc uniformément, sur R

R.
Donc, par théoréme de la limite double,

S(x)

x—+00

+00
Y 0=0.
n=0

4. Indication : comparaison série/intégrale. Avec x > 0 fixé, utiliser la fonction ¢ — o
x

5"

et +oo est une extrémité de

Exercice 3 :

+00 (_l)n
Pour tout x € R, on note S(x) = Z _
asonxx+1

1. Montrer que S est définie et continue sur R.
2. Etudier la limite ¢ de S en +oo.
3. Déterminer un équivalent simple de S(x) — ¢ quand x tend vers +oo.
+o0 (1 n—1
On pourra utiliser que Z L =1n(2).
n

n=1

— Réponse

1. Soitx€ R}. On note u, = ———.
nxx+1

Pour tout n e NN, u, =0.

Comme x > 0, la suite (u,), est décroissante et u,, —— 0.
n—+oo

Par le critere spécial des séries alternées, Z(—l)nun converge.
Donc,

S est définie sur R}.

(="

Pour tous n € IN et x >0, on note f,(x) = ————.
nxx+1

Les fonctions f,, sont continue sur R7.

+00
On note R, (x) = Z fn(x).

k=n+1
Comme, la série ) f,(x) est alternée,

1

A o TP

Soit a > 0. Pour tout x € [a, +ool,

1

Donc,

1
0<||R S —.
I nll[a,iooo[ n+l)xa+1

oo ——0.

Donc, par théoréme d’encadrement, ||R, ||
[a,+oo[ n—+o0
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Donc,

2. Ona:

Autrement dit, | la série Z fn» converge uniformément sur [a,+ool.

De plus, on a montré que | la série Z fn converge uniformément sur [1, +oo[.

Par théoréme S est continue sur [a, +ool.
Ceci est vrai pour tout a > 0.

S est continue sur R}.

1 sin=0
folx) oo O _{ 0 sinon

Par théoréme de la limite double,

S(x)

X—+00

+00
Y t,=1.
n=0

3. Indication : Théoréme de la limite double, pour déterminer la limite de xS(x) quand x — +oco.

Exercice 4 :

+00
Soit f(x)= ) e *V,

n=0
Déterminer ’ensemble de définition I de f.

M

—— Réponse

Ainsi,

Montrer que f est continue sur 1.
Déterminer un équivalent de f(x) quand x tend vers 0.
Montrer que f admet une limite ¢ en +oo et déterminer cette limite.

Déterminer un équivalent de f(x)— ¢ quand x — +oo.

1
Or, la série a termes positifs Z — converge (série de Riemann avec 2 > 1).
n

2

Donc, par théoréeme de comparaison, Ze_ Vi converge absolument, donc, converge.

f est définie sur I =R}.

2. Pour tout n € IN et x € I, on note un(x) = e~ V"%,

Les fonction u, sont continues sur I. ‘

Donc,

Donc, 0 < |lupll oo <e”
[a,+ool

De plus, pour touta >0 et x=a, lu,(x)| <e” vnxa

nxa

’

Or, comme a > 0, la série ) e~ vrxa sonverge (QL).
Par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, Z lun II[ ul converge.
a,+00)

la série de fonctions Z u, converge normalement, donc uniformément, sur [a,+ool.

Par théoreme, f est continue sur [a,+ool.

1. Soit x € R.
_ 1 six=0 .. _ . .
Cas 1:x>=0.Dans cecas, e * C— { . . Donc, la série Ze T diverge grossiérement.
n—+oo +00 Sinon
P . —xyn 1
Cas 2 : x > 0. Par théoréeme de comparaison, e =03
n—+oo n
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Ceci est vrai pour tout a > 0, donc,
f est continue sur ]0, +ool.

ATTENTION! la série de fonctions Z U, ne converge pas normalement ]0, +oo[. En effet, la fonction u, étant
décroissante, ||un||]00° : = lir% u,(x) =1 et la série Z IIunII]Ooo : diverge grossiérement
x— ,+00|

,+00)

3. Indication : comparaison série/intégrale.

4. Ona:

up(x) —— ¥, =

n—-+oo 0 sinon

{ 1 sin=0

De plus, on a montré que | la série Z u, converge uniformément sur [1, +ool.

Par théoréme de la limite double,

+00
f) —— n:o[n =1.
5. Indication : comparaison série/intégrale.

Exercice 5 :
X\ x

Pour tout n € IN* et x € [0, 1], on pose fy,(x) = ln(l + —) -—.
n’ n

1. Etudier la convergence simple sur [0, 1] de la série de fonctions Z f». Dans la suite, on note S la somme de la

nz1
série.
2. Démontrer que S est dérivable sur [0,1].
3. Calculer S'(1).

—— Réponse

2
1. Soit x €[0,1]. On sait que In(1+u)=u— ol +o(u?) et r_ . 0, donc,
2 n n—+oo

1 . .
Or, Z — converge (série de Riemann avec 2> 1).
n
Donc, par théoréme de comparaison, Z fn(x) converge absolument, donc, converge.

Ainsi,

la série de fonctions Z fn converge simplement sur [0, 1].
n=1

2. | Pour tout n € IN*, f,, est de classe €1 sur [0,1] ‘ et, pour tout x € [0, 1],

1
= 1 1 1
frw=—to == oo

1+% n n+x n nx(n+x)

La série de fonctions Z fn converge simplement sur [0, 1].

De plus,n+x=n et |x| <1, donc,
X 1
|f,'l(x)| =—<—.

nx(n+x) n2
Donc,

1
o<|f! < —.
IIntI[gﬁ] 2
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Par théoréme de comparaison, Y_ |/, ”[(‘)301] converge.

Donc, Z f,’L converge normalement, donc uniformément, sur [0, 1].

Par théoréme de dérivation d’'une somme de série de fonctions,

S est de classe € sur [0,1].

3. Ona: .
X1 1
S’(1)=Z(———).

noi\n+l n

En reconnaissant une somme télescopique,

S'1)=-1.

Exercice 6 :

Pour tout n € IN et x € R, on note f,(x) = Arctan(n + x) — Arctan(n).

+00
1. Montrer que S : x— Z (Arctan(n +x)— Arctan(n)) est définie et continue sur R, .
n=0

2. Déterminer la limite de S en +oo.

3. La série de fonctions Z fn converge-t-elle uniformément sur R, ?

1 T
On pourra montrer que, pour tout x > 0, Arctan (—) =3 — Arctan(x).
x

Exercice 7 :
+00 1
On considere la fonction S : x — Z _ .
= 1+n2xx?
1. Déterminer I’ensemble de définition de S.
2. Montrer que S est continue sur son ensemble de définition.

3. Déterminer la limite de S en +oo.

—— Réponse

1. Soit x € R.

1 1
Cas1:x=0.0na ———— =1. Dongc, la série ) ———— diverge grossiérement.
1+n2xx2 Z1+n2x2 geer
1

1+n2 x x2 n—+oo p2x2

Cas2:x#0.0na =0.

. 1 . .
Or, la série Z — converge (série de Riemann avec 2 > 1).
n

Par théoreme de comparaison des séries a termes positifs, la série Z Tinia?
+n%x

Donc,

S est définie sur R*.

2. La fonction S est paire. On I'étudie sur R}.

. . *
Les fonctions f, : x sont continues sur R} .

1+n2xx2

converge.

Soit @ > 0. Pour tout x =a,ona 1+ n?x%=1+n%a%=>n%%>0.
Dong, |fr(x)| s ———.
v 1+n2a2
Donc, 0 < o < ——=.
O<Ifall o <
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. 1 . .
Or, la série Z — converge (série de Riemann avec 2 > 1).
n

Donc, par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, Z I fn II[ o converge.
a,+oo

Dongc, | 1a série de fonctions Z fn» converge normalement, donc uniformément, sur [a,+ool avec a > 0.

Par théoréme, S est continue sur [a, +oo[.
Ceci est vrai pour tout @ > 0, donc,

S est continue sur ]0, +oo[.

Comme S est paire,

S est continue sur R*.

3. Pour tout n € N, f,,(x) —— 0.
xX—+00

La série de fonctions Z f» converge normalement, donc uniformément, sur [1, +oc[.
Par le théoréme de la limite double,

S(x) 0.

xX—+00

Exercice 8 :

o ) 0 In(n +e™*¥)
On considere la fonction S : x — Z _ .
n=1

n3

1. Déterminer le domaine de définition de S.

2. Démontrer que S est continue sur son ensemble de définition.

3. La fonction S est-elle de classe €' sur son ensemble de définition ?
Exercice 9 :

+00 ,—NnXx

Pour tout x € R}, on pose S(x) = .
* P (=) ,;01+n2

1. Montrer que S est de classe €2 sur R*.
2. Calculer, pour tout x >0, S”(x) + S(x).

3. Déterminer la limite de S en +oo.

—— Réponse

—nXxx

1. On note f;, :x+— .
fnix 1+n2

1
Soit x € Ri. On a |f,(x)| < —-
n

. 1 . .
Or, la série Z — converge (série de Riemann avec 2> 1).
n

Donc, par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, Z frn(x) converge.

L . . . *
Dong, | la série de fonction Z fn converge simplement sur R}.

Les fonctions f;,, sont de classe €2 sur R} |et, pour tout x >0,

—ne "% n2€—nx
fi@=——5 et fi@=

1+n2°

De plus, pour tout x >0, f,'L(x)| <ne ™.

_ 1
Comme x>0, ne™ ™ = o(—2 .
n—+oo n
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Par théoreme de comparaison des séries a termes positifs, Z f1(x) converge.

L. . . *
Donc, | la série de fonction Z f,, converge simplement sur R}.

Soit a > 0, pour tout x > a, |f; (x)| <e ™.

Done, |f”] o <e ™ =(e™%)".
N I|[a,+oo[ (e™)
e %| <1, donc, la série géométrique ) e™"

Comme a >0, ¢ converge.

Par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, Z £y ||[ o converge.
a,+oo|

Dongc, | la série de fonction Z f,'l' converge normalement, donc, uniformément, sur ]RI.

Par théoréme, S est de classe €2 sur [a,+ool.
Ceci est vrai pour tout a¢ > 0, donc,

S est de classe €2 sur R},

2. Pour tout x >0,

Donec oo < —.
Mfall oo <~

. 1 . .
Or, la série Z — converge (série de Riemann avec 2> 1).
n

Donc, par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, Z I fn ||]Ooo : converge.
,+00

Par théoréme de la limite double,

S(x)

x—+00

+00
Y =1
n=0

+00 nZe—nx oo ,—nx +00 (1+n2)e—nx +00 1 e*
S"(x)+S(x) = + = —x\n _ _
(x) ( ) ngo 1+n2 2014‘”2 ,;0 1+n2 ,;O(e ) l-e* et -1
1 sin=0
3 Ona-fn(x)m’”n—{ 0 sin>1.
1 1
Pour toutx>0etn=1, |f,(x) < < —.
1+n2 n2

Exercice 10 :

1t Arctan(n x x
On consideére la fonction S : x — Z %

n=1

1. Déterminer ’ensemble de définition D de S.

n

2. Etudier la continuité de S sur son ensemble de définition.

3. Montrer que S est de classe €1 sur D\ {0}.
1 Po1

4. Soit p e N*. Montrer que S’ (—) =) —.
p) ,=12n

La fonction S est-elle de classe €' sur D ?

—— Réponse

Arctan(n x x)

1. Soit x € R. On note f,,(x) = 5
n

1
Comme Arctan est bornée, on a f,(x) = O (—)

n—+oo n2
1 L. .
Or, ) — converge (série de Riemann avec 2 > 1).
n2

Donc, par théoréme de comparaison, Z fn(x) converge absolument, donc converge.
Donc,

G. BOUTARD 7

Lycée GAY-LUSSAC



TD SERIES DE FONCTIONS

la série de fonction Z fn» converge simplement sur R et D = R.

2. Pour tout n € IN, | les fonction f; sont continue sur RR. ‘

De plus, pour tout x € R,
7T
X)) < —.
| (I o2
Donc,
0< < _7'[
< ”fn”(ﬁ‘{) SO

Par théoréme de comparaison, Z [l ”cﬁ’ converge.

Donc, | la série de fonctions Z fn converge normalement, donc uniformément, sur IR.

Par théoréme de continuité d'une somme de série de fonctions,

S est continue sur R.

3. | La fonction f,, est de classe € Lsur R ‘ et, pour tout x € R,

n _ 1
n2x(1+n2xx2) nx(1+n2xx2)

frlx)=

Par Q1, | la série de fonctions Z fn converge normalement sur R, donc, converge simplement sur R.

On travaille ensuite sur ]0, +ool.

Soit a > 0. Pour tout x € [a, +oo],
1 1

< .
nx(l+n2xa?2) ndxa?

F1)] <

Donc,

0<Ifll o <—4—ms.
\Ilfnll[a& (ST xaZ

1
Or, Z —3 converge (série de Riemann avec 3 > 1).
n

Par théoréme de comparaison, Z If1ll o converge.
[a,+ool

Dong, | la série de fonctions Z f,; converge normalement, donc uniformément, sur [a, +ool.

Par théoréme de dérivation d'une somme de série de fonctions, S est de classe €1 sur [a,+ool.
Ceci est vrai pour tout a > 0, donc

S est de classe € sur 10, +ool.

On remarque que, pour tout x € R, S(—x) = —S(x), donc S est impaire et, par conséquent,

S est de classe € sur ]1— oo, 0.

4. Ona:

Chaque terme de la somme est positif, donc,

n2 p?
Pourtoutne[[1,p]],0<1+—2<1+—2SZ.
p p

Donc,
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P
S’ (l) =) 1
p no12n
On sait que la série harmonique diverge et est a termes positifs, donc,

P 1
25,5

+00.
—+00

Donc,

S’ (l) +00.

Donc,

S n’est pas de classe €' sur D.

Exercice 11:
On considere la série des fonctions f,,(x) =n x X% x e V7 avec x € R, etnelN.
1. Etuder la convergence simple, uniforme et normale sur R de cette série de fonctions.

2. Soit a > 0. Etuder la convergence simple, uniforme et normale sur [a, +oco[ de cette série de fonctions.

— Réponse N

1. Convergence simple
Soit X € ]R+.

. 1
Cas 1 : x> 0. Par croissances comparées, f,(x) = o|—]|.
n—+oo n2

Donc, par théoréme de comparaison, Z fn(x) converge.
Cas 2 : x =0. Dans ce cas, f,(x) =0, donc, an(x) converge.
Ainsi,

la série de fonction Z fn converge simplement sur R .

Converge uniforme
Pour tout nelN et x =0,

+00
Ry@)= Y Exa?xe*VE
k=n+1

Comme les termes de la somme sont positifs,

Rn(x)z(n+1)><x2 xe ¥ vn+l =0.

Donc, pour tout x € Ry, |Rn lloo > Ra(0) > (n+1) x x% x e 7% V1+L,

On note x, = = 0, donc, pour tout n € N,

1
vn+1
IRy lloo=1xe™!

On en déduit que la suite (lan IIOO) ,, e converge pas vers 0.
Donc,

la série de fonction Z f» ne converge pas uniformément sur R,.

Converge normale
On sait que la converge normale implique la converge uniforme.
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Comme il n’y a pas converge uniforme,
la série de fonction Z f» ne converge pas normalement sur R..

Remarque : montrons qu’il n’y a pas converge normale directement. Pour cela, on peut étudier la fonction f,.
Les fonctions f;,, sont dérivables et, pour tout x =0,

flx)=2nxxxe VT —nx yaxxle Vi =pxxxe VT x (2- Vnxx).

On en déduit la tableau de variations de f,, (pour n € IN*) :

2
x 0 \/ﬁ +0o
fn(x) + 0 -
4e72

Dong, || frllco =

2 2
—||=4e"".
w5

On en déduit que Z I fnlloo diverge grossiérement. On retrouve bien que la série de fonction Z f» ne converge pas
normalement sur R, .

. Convergence simple

Comme [a,+oo[c R,
la série de fonction Z fn converge simplement sur [a,+ool.

Converge normale
Les fonctions f, sont dérivables et, pour tout x = a,

flx)=2nxxxe V" —nx nxxze_xx‘/ﬁ:nxxxe_x‘/ﬁx(Z— Vn xx).

. 2
Donc, f, est décroissante sur [T’-HX) .
n
2
Pour n assez grand, [a,+oolc T,+oo .
n

Donc, f;, est décroissante sur [a,+ool. De plus, f;, est positive sur R..

Donc,

Ifull oo =fal@)=nxa?xe @V
[a,+ool

Comme a > 0, d’apres ’étude de la converge simple, la série | /5, II[ ) [ converge.
a,+oo)

Donc,
la série de fonction Z fn» converge normalement sur [a, +ool.
La converge normale implique la converge uniforme,

la série de fonction Z fn converge uniformément sur [a,+ool.

Exercice 12 :

Soit @ € R. Pour tout n € IN* et x € [0, 1], on note f,,(x) =n% x x™ x (1 —x).
Discuter selon les valeurs de a de la converge uniforme sur [0,1] de la série de fonctions Z fn.
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