Lycée OZENNE ECGB2
CORRECTIONS EXOS DU COURS

Compléments sur les suites Chapitre 1

Corrections exercices types

Exercice 1. exo1-1 n

Soit k un entier naturel donné, calculer la limite de ik quand 7 tend vers +oo.
n

Par définition du coefficient binomial on a:
n! — n(n-1)..(n-k+H(n-k)! _ nn-1).. (n—k+1)
VkeN, () = o = Kl(n—Fo! k!
Or chaque facteur du numérateur est équivalent a n et on a k facteurs.

nk

D’ot1I'équivalent du coefficient binomial est: Vk € N, (k) o
p

() ()

Par conséquent, un équivalent de Lk, quand n tend vers +oo est : % donc la limite de — quand rn tend vers
n : n

+00 est 3

Exercice 2. exo 1-2
On suppose que la suite (1) zen+ Vérifie : n < u, < 2n alors montrer que In uy, I Inn.
{0.0]
De n < u, < 2n, et par stricte croissance de la fonction logarithme, on al’encadrement suivant
VneN*:Inn<In(u,) <In@2n)
cestadire:VneN*, Inn<Iln(u,)<In2+Inn

Au voisinage de +oo, n > 1 et en divisant par In n I'encadrement précédent, on obtient: Vn>1,1 < In2

Inn*

ln(un) <1+22

Or, llﬁﬁ e 0, donc par théoréme d’encadrement on a :
n—
In(u,)

1,doulnu, ~ Inn.
Inn 54100’ "

Exercice 3. exo 1-3
1 1 2 2
1. Onau, = - = ~—.
n-1 n+l m+Dn-1 n?
2. On cherche un équivalenta v, =vn+1-vn-1.
_ _Vn-1)| _ _ Vn+l-1-1) _ _ _ 2
Vn —\/n+1(1 —\/Lnﬂ)_\/n+l(l YeelId )_\/ 1(1 J1 n+1)

Orvn+1 ~ \/_ et on a par équivalent usuel car %7 tend vers 0 en +oo que :

1— I—L ~—2_ .1
n+l oo 2(n+l) oo n°
n 1

D’otl1 par produit d’équivalent : v, ol eyt

Autre methode qui utilise la quantlte conjuguée :

\/WJr\/il f(\/1+1/n+\/1 1/n)

Or, ngmm V1+1/n+V1-1/n|=2donc \/1+1/n+\/1—1/n+302, puis par produit d’équivalent :
Uy ~ 2= =L,
+oo 2v/n  Vn
1

3. wn=ln(2—e_?).0na:Vnel\l*,unzz—e_rT12 =1+1-e »2 >0.

Dong, In(u,) =In(1+1 - efn%).
De plus, nl_i}rllool—e*r%2 =0, donc par équivalent usuel, In(u;,) ;)ol—e*n .

N"_'

L. 1 . _a
Mais lim —— =0 donc par équivalent usuel, 1—e »2 ~ —(—-) =3,
n—+oo p2 +00 n n

Finalement w;,, =In(u,) ~ lz
+oo I

Exercice4. exo1-4 Soitla suite u définie par up =2 et uy41 = T La suite u est-elle bien définie? Non car on

n
a u; =1 et uy, n'est plus définie a partir du rang 2.

Exercice 5. exo 1-5

2e*
Soitlafonction f définie pour toutréel x, par: f(x) = ——— et soitlasuite u définieparup =letVneN,u,; =
V1+ x2
f(un)
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1. Etudions la fonction f.
f est continue et dérivable sur R en tant que quotient et composées de fonctions continues et dérivables sur
R dont le dénominateur ne s’annule pas (en effet, Vx e R, 1 + x%>0).

X/ 2 _ X
2| Vi+x Viea2) _ 2e*(x?—x+1)
1+x? T VI
Le signe de f'(x) en dépend que du signe de x> — x+1 car Vx € R,

Ona:VxeR, f'(x) =

2e*
—=f___ >0.
1+x2)V1+x2 0
Or, Vx€R,x?>—x+1>0carsonA<0.
Par conséquent Vx € R, f'(x) > 0, donc f est strictement croissante sur R.
X

. . 2e
xllIme(x) = xEer - - +o00 par CC.

xlim f(x) =0 par produit de limites.
——00

2. Montrons que Vx=0,2e¥ —x—x*>0et1+x=V1+x2,
On va étudier g(x) =2e* —x— X2 surR,.
g est deux fois dérivables en tant que somme de fonctions usuelles deux fois dérivables.
g'x)=2e"—-1-2xetg"(x)=2e*-2=2(e*-1)=0carx=0.
Donc la fonction g’ est strictement croissante sur R,, avec g'(0) = 1.
Donc g'(x) > 0 sur R+.
Ainsi g est strictement croissante sur R..
Puis comme g(0) =2, on a finalement que g(x) >0sur R, : d’ou Vx=0,2¢* —x - x%>0.

Vx=0,(1+x)2=1+2x+x%>1+x%donc par stricte croissance de la fonction racine carrée sur R, et comme
l1+x>0o0na:1+x=v1+x2.

2e* X 2

3. Vx=0,f(x) >x & m>x©2€ >xV1+xe.
Or, d’apres les inégalités précédentes on a que : Vx = 0,2¢* — x — 2>002>x+x2 025> x(1+x) o
2e* > xv'1+ x2. Donc on a bien que Vx = 0, f(x) > x. Ce qui signifie que f n’a aucun point fixe.

4. Montrons par récurrence que: VneN,u, >0et u, < Up41.
« Initialisation : pour n=0,ona uy=1>0.
u = % =v2e=1.
Donc l'initialisation est vérifiée.
» Hérédité : soit n un entier naturel fixé et supposons que u, >0 et u, < Up+).
Alors comme u, >0,ona f(u,) > u, >0 cestadire que u,.; >0.
Mais alors aussi comme #,4+1 >0, 0na f(#+1) > Up+1 donc uy4p = Upyy. Chérédité est vérifiée.
Conclusion : Vn e N, u, > 0 et (u,) croissante.

5. Etudions le comportement asymptotique (i) nen-
Supposons que (u,) converge vers un nombre £ alors £ = 0 et comme f est continue sur R, alors d’apres le
théoréme du point fixe ¢ serait un point fixe de f.
Or, on avu a la question 3, qu'il n'y a pas de point fixe donc il y a une contradiction et la suite (u,,) diverge.
Ftant croissante, elle tend vers +oo.

Exercice 6. exol-6
Soit la suite u définie par ug =0etVneN, u,+1 = Vi +2.

1. Montrons par récurrence que Yz € N, la suite u est bien définie et que u, = 0.
« Initialisation : pour n =0, on a uy = 0 qui existe et 1y = 0. Donc l'initialisation est vérifiée.
» Hérédité : soit n un entier naturel fixé et supposons que la suite u est bien définie et que u; = 0.
Alors par hypothése de récurrence, comme u, =0, on a u, +2 = 0 d’olt u,4; est bien définie.
Ensuite, on sait que v/u, + 2 = 0 donc I'hérédité est vérifiée.
e Conclusion : Vn € N, la suite u est bien définie et u,, = 0.

2. Posons f la fonction définie sur R* par f(x) = vx +2.
Alors la suite u vérifie: Vn e N, uy41 = f(uy).
De plus, f étant continue sur R*, en tant que composée de fonctions continues sur R*, d’apres le théoréme
du point fixe, si (¢,,) converge vers ¢, ce nombre £ ne peut étre qu'un point fixe de f et doit appartenir a R*.
Recherche du point fixe de f :
Onrésout VxeRY, f(x)=x o x’=x+2o0x*-x-2=0o (x-2)(x+1)=0e x=20ux=—1.
Un seul convient: 2 car —1 <0.
Donc la seule limite possible de la suite est 2.

3. f(x) = Vx+2 sur R*. f est strictement croissante sur R* en tant que composée de fonctions strictement
croissante sur R*.

4. Etudions le sens de variation de la suite .
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uy=0,u; =v2>0.0n conjecture que u est croissante.

On va alors montrer que u est croissante et majorée par 2.

Montrons par récurrence que Vn € N, la suite u est croissante et u, < 2.

o Initialisation: pour n=0,0onauyy=0<2etu; = V2 > 0. Donc l'initialisation est vérifiée.

» Hérédité : soit n un entier naturel fixé et supposons que la suite u vérifie : u;,+1 = u, et u, <2.

Alors par stricte croissance de f sur R* et comme uy,, t;+1 sont dans R*, on a par hypothése de récurrence :
funs1) = f(up) soit ups2 = Une.

Mais aussi f (1) < f(2) = 2 soit uy+1 <2 donc 'hérédité est vérifiée.

e Conclusion : Vn € N, la suite u est croissante et 1, < 2.

Ainsi d’apres le théoréeme de convergence monotone, (u,) est convergente vers ¢ € [0,2].
Et d’apres la question 2, cette limite est 2.

Exercice 7. exol-7 )
Soit la suite u définie par up =letvVneN,uy1 =1+ —.

Un
1. Montrons par récurrence que Vn € N, la suite u est bien définie et que u;, > 0.
« Initialisation : pour n =0, on a 1y = 1 qui existe et yy > 0. Donc l'initialisation est vérifiée.
« Hérédité : soit n un entier naturel fixé et supposons que la suite u est bien définie et que u, > 0.
Alors par hypothese de récurrence, comme u, >0, on a — qui existe, d’ou u,) est bien définie.
Up

Ensuite, comme u, >0, 1 + — > 0 donc I'hérédité est vérifiée.

Up
e Conclusion : Yz € N, la suite u est bien définie et que u; > 0.

2
2. Posons f la fonction définie sur R} par f(x) =1+ —.
X

Alors la suite u vérifie : Vn e N, uy41 = f(uy).

De plus, f étant continue sur R}, en tant que somme et quotient de fonctions continues sur R} dont le
dénominateur ne s’annule pas sur R , d’apres le théoréeme du point fixe, si (z,) converge vers ¢, ce nombre
£ ne peut étre qu'un point fixe de f et doit appartenir a R}.

Recherche du point fixe de f :

Onrésout VxeR}, f(x) =x & 1+%:x©x2 =x+20x2—x-2=0 (x-2)(x+1)=0<ox=20ux=-1.
Un seul convient: 2 car —1 < 0.

Donc la seule limite possible de la suite est 2.

2
3. Etudions le sens de variation de f(x) =1+ — sur R}.
x
f est strictement décroissante en tant que somme de fonctions strictement décroissantes sur R .

4. On pose v, = Uz, et wy, = Uy, . Etudions la convergence de ces deux sous-suites.
On a tout d’abord que :
fofwp)=f(f(wn) = f(f(u2n)) = f(U2n11) = U2ps2 = Vi1
De méme :
fof(wn) = f(f(u2n+1)) = f(u2n+2) = U2p+3 = Wn+1-
On a vu que f était strictement décroissante sur R}, donc f o f sera strictement croissante sur R .
Deplus, up=1,u3 =3,up = g,ug = 15—1
La suite u n’est pas monotone mais on peut conjecturer que v,, sera croissante et w, sera décroissante.
De plus comme Vrn €N, u, > 0, alors on a w, = uy,+1 minorée également par 0 (de méme v;,).
Autre remarque comme f est continue sur R}, si v, et w, convergent respectivement vers a et  alors leurs
limites vérifient I'équation :
fof(x)=x©1+l+%=x©1+%+2=x(1+%)©1+%=x©f(x)=x.
Donc la seule limite f)ossible est 2 d’apres la question 2.
11 ne reste plus donc a prouver par récurrence que pour tout entier naturel n, (v,) est croissante et majorée
par 2 et que (w;,) est décroissante.
e Initialisation: pour n =0,0onavy=uy=1<2etv; =up = % > 1p.
Puis wo = u; =3, w; = uz = 4 <3.
Donc l'initialisation est vérifiée.
» Hérédité : soit n un entier naturel fixé et supposons que la suite v vérifie : v,,41 = v, et v, <2 et que la suite
w vérifie w11 < wy,.
Alors par stricte croissance de f o f sur R} et comme vy, Vy41, Wy, Wy sont dans R}, on a par hypothese de
récurrence :
fof(wns1) = fo f(vy) soit Upyo = Vpyy.
Mais aussi fo f(v,) < fo(2) = f(2) =2 soit v,41 <2.
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Puis, fo f(wp+1) < fo f(wy) soit wpiz < Wy
donc I'hérédité est vérifiée.
e Conclusion : Vrn € N, la suite v est croissante et v, <2 et w est décroissante.

5. D’apres la question précédente, w est décroissante et minorée par 0, v est croissante et majorée par 2. On a
alors par théoreme de convergence monotone que les suites extraites v et w sont convergentes vers £.
Or, on a vu précédemment que ce nombre £ ne peut étre que 2. La suite u converge donc aussi vers 2 car ses
deux suites extraites convergent vers la méme limite 2.

Exercice 8. exol-8 ) )

u X
Soit la suite définie par: ugp=1et up+; =1-— Tn etla fonction f définie sur R par f(x) =1— e

1. On étudie rapidement la fonction f sur [0, 1] car f(u,) = Up41.-
f est continue et dérivable sur [0, 1] en tant que somme de fonctions usuelles continues et dérivables sur
[0,1].
De plus, Vx € [0,1], f'(x) = —1/2x < 0 donc [ est strictement décroissante sur [0, 1], avec f(0) = 1, f(1) = 3/4.
Montrons par récurrence que Vn € N, u, € [0,1].
« Initialisation : pour n =0, on a uy = 1 € [0, 1]. Donc l'initialisation est vérifiée.
» Hérédité : soit n un entier naturel fixé et supposons que u, € [0, 1].
Alors par hypothese de récurrence, comme u, € [0,1] et que f est strictement décroissante sur u, € [0,1], on
af(l) < f(up) < f(0) cestadire 0 <3/4 < up41 < 1 donc I’hérédité est vérifiée.
e Conclusion: VneN, u, € [0,1].

2. Onapourtout x € [0;1], f'(x) = —1/2x donc —1/2 < f'(x) <0.
D’ot1 pour tout x € [0; 1], | f'(x)| < 1/2.

3. Montrons que f admet un unique point fixe a dans I'intervalle [0; 1].
On résout pour tout x € [0;1], f(X) = x & x> +4x-4=0o x=-2+2v20ux=-2-2y2<0.
De plus 1 < v2<3/2donc0< —2+2v2<1.Dott @ = -2+ 2v/2, unique point fixe de f.

4. Ftudions la convergence de (u,).
On va utiliser 'inégalité des accroissements finis (IAF).
f est continue et dérivable sur [0, 1].
On a montré que pour tout x € [0;1],|f’(x)| < 1/2.
Puis on a prouvé que Vn e N, u, €[0,1] et que f(a) = a €[0,1].
Alors d’apres I'TAF appliquée a f, u,, a sur [0, 1], on a I'inégalité suivante :
VneN,|f(uy) - fla)l < lu,—al
Soit comme f(u,) = Up+1 : VREN, |Ups1 — al < |uy —al (%)
On montre ensuite par récurrence que :
VneN, |u,—al<1/2)"uy—al.

Initialisation : on a |up — a| < (1/2)°|ug — | Donc l'initialisation est vérifiée.
Hérédité : soit n un entier naturel fixé et supposons que |u, — a| < (1/2)"|ug — a|.
Alors d’apres (*), |uy+1 — al < 1/2|u, — a| et par hypothese de récurrence cela entraine que :

lUps1 —al <1/2x (1/2)"ug— al cestadire: |upe; —al < (1/2)" ug — al.
Donc I'hérédité est vérifiée.
Conclusion: VneN,|u, —al < (1/2)"uy — al.

Comme 0< 1/2 <1, (1/2)" tend vers 0 quand n tend vers +oo.
D’ou par théoréeme d’encadrement, on en déduit que u,, converge vers @ quand » tend vers +oo.

Exercice 9. D’apreés EDHEC 1997 [ex01-9]
Pour tout entier naturel #» non nul, on note f;, la fonction définie par: Vx e R, f,(x) = x — n.In(x).
1. (@) Etudions cette fonction et son tableau de variations. f,, est continue et dérivable sur R} en tant que

. . - n x—n
somme de fonctions continues et dérivables sur R et f; (x) =1—- — = .
X X

D’ou le signe de f; (x) dépend du signe de x — n sur R}.
On adonc Vx> 0, f;,(x) >0 < x > n donc f, est strictement croissante sur [1,+oo[ et f;, est strictement
décroissante sur |0, nz].

En+oo:onafn(x)=x(1—nln(x)/x)x—; +oo(carparCCen+oo,ln(x)/xx—+> 0
—+00 —+00

EnoO:x—n.In(x) ~ +oo car n>0.
x—>
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X 0 n +00

X—n - 0 +

i (x) - 0 +

fn (%) +00 +00
\\ n-nlnn /

(b) Pour n = 3, on applique alors le théoréme de bijection sur ]0, n] (on pourrait aussi le faire dés a présent
sur [1, e] pour la question suivante ).
On détermine pour cela le signe de n—nln(n) = n(1 -In(n)) et comme n = 3 > e on aln(n) > 1 donc
n—nln(n) <0.
frn est continue et strictement décroissante sur ]0, n] donc bijective de ]0, n] dans f"(”)'}fl% x| =
[n—nIn(n),+ool.
Etcomme n—nln(n) <0alors0€]n—nln(n),+ool.
Donc'équation f;, (x) = 0 a une unique solution sur I'intervalle 10, 7] : ©,.
On adonc f;, (u,) =0=u, —nln(u,) etetcomme f, (n) =n—-nln(n) #0ona:0< u, <n.
De méme f, est continue et strictement croissante sur [n,+oo[ donc bijective de [n,+oo[ dans

fn(n),xqulmfn(x)[ =[n-nln(n), +ool.
Etcomme n—nln(n)<0alors0€ [n—nln(n),+ool.
11y a donc une unique solution v, sur I'intervalle [, +oo[ et comme f, (n) =n—nln(n) Z0ona: n<v,.
2. Etude de la suite (uy,) ;>3-

(a) On compare les images pour pouvoir comparer les termes. On les calcule d’abord :
fr)=1-nln(1)=1
fu(up)=0
frne)=e—nln(e)=e—n<0carn=3>e
Onadonc f, (1) > f,, (uy) > fu(e)
et comme f;, est strictement décroissante sur ]0, n] et que 1, u, et e en sont éléments (car e < n ) alors

Conclusion:| Vn=3:1<u,<e.

®) fruups1) = up1 —nin(upsr)
On connait fi11(Un+1) = Upsr1 — (R4 D In(Up41) = Ups1 — RIN(Up+1) —In(Up1) =0
Donc f, (tp+1) =In(up+1)
Pour avoir u, = u,+; on compare les images par f;; :
fn (un)=0
frn(Upt1) =In(up41) 20 car up41 =1
Donc f, (1) < fn (un+1) et comme f;, est strictement décroissante sur ]0, n] et que u, et u,4) en sont
éléments (car u,41 <e<n)alors:

Conclusion :| Vn =3: u, = u, etla suite est décroissante.

(c) Lasuite u est donc décroissante et minorée par 1 donc convergente vars ¢ > 1.
ATTENTION : on ne connait pas la valeur de cette limite, on ne peut pas encore conclure que ¢ =1
Pour encadre In (1) on peut partirde 1 < u, <ed ol 0 <In(u,) <1... cela n'est pas suffisant pour avoir
un encadrement plus précis de la limite.
11 faut chercher In (u;,) ailleurs : f;, (u,) = 0 = u, — nln(u,) donc In (u,) = u,/n et donc en divisant 'in-
égalité précédente par n>0:
e

1 u
Z<n(uy) =2 <—
n non

Donc par encadrement In (1) it 0 et u, =exp (In(uy,)) e e¥ =1 (car exp est continue sur R.)
—+00 —+00

(d) Comme u, — 1, onseramene laol!l'on dispose d’outils en posant ¢, =u,—1 — 0 on aalors par
o0 n—+oo

n—+

équivalent usuel :

In(u
In () =I(1+ £) ~ fycarty, — OdoncIn(uy) ~ w,—1etdonc lim —er) _
+oo n—-+oo +00 n—+o0o Y, — 1

1
On calcule la limite du quotient de u;, — 1 et — en faisant apparaitre le quotient précédent :
n

u,—1 u,—1
= —1 = 1
1/n n(Un = 1) ln(un)n 0 (un)

etcomme u, —nln(u,)=0onanln(u,) =u, — 1ldonc
o0

n—

u,—1

1/n n—+oco
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Conclusion : | u, —1

S|

g2

Exercice 10. exol-10

1. Montrons que, pour tout entier naturel # non nul, I’équation e + x — n = 0 a une unique solution, que I'on
notera u,. Pour cela, étudions la fonction f: x — e* + x.
f est continue sur R par somme de fonctions usuelles continues sur R et strictement croissante sur R par
somme de fonctions strictement croissante sur R.
Donc f établit une bijection de R dans f(R) = R (par limites usuelles).
De plus n € N* ¢ R, donc I'équation f(x) = n admet une unique solution sur R notée u,,.

2. Etudions le sens de variations de la suite (u,,) ,>1 ainsi définie.
Comme f est bijective et strictement croissante de R dans R, on sait d’apres le cours que son application
réciproque f~! est aussi bijective et strictement croissante de R dans R.
DeplusVnz=1, f(u,)=n< u, = f‘l(n).
Comme n < n + 1 alors par stricte croissance de f’l, ona f’l(n) < f’l(n +1)soitVn=1, u, < u,s1.
Donc la suite est croissante.
On peut dire également que lim u,= lim f~'(n)= lim f !(x) = +o0. Donc la suite diverge vers +oco.
n—+oo n—+oo X—+00

3. Pour montrer que Vn = 1,u, < Inn puis que, pour n assez grand, u, = In(n) — 1. on va comparer f(u,) ,
fUn(n)) et f(In(n) —1)).
Ona f(up) =n,f(nn) =n+nlnn=ncar Vn=1,Inn =20 on a donc : f(u,) < f(Inn) et par bijection
strictement croissante on en déduitque Vn=1,u, <lnn.

Ensuite : f(In(n)—1)) = % +Inn-1.

Or la fonction x — In x est concave et donc sa courbe représentative est toujours en dessous de ses tangentes.
Donc en particulier en x = e, on aInx < 3 (car I'équation de la tangente a la fonctionInen eest: y = 7).
Doncona:Vnz1,4+Inn-1<2+Inn<2y <n(car2<e).

D’ou: f(In(n) — 1)) = f(u,) et par bijection strictement croissante on en déduit que Vn=1,u, =In(n) - 1.

4. On ad’apres la question précédente :
Vn=1Inn)-1<u,<In(n).
Alors en divisant cette inégalité par In n pour tout n supérieura 2, ona:

1 < Un
1 lnnslnnSI'

Comme - tend vers 0 en +oo alors 1 — - tend vers 1 et donc par théoréme d’encadrement, on en déduit
que 2 tend aussi vers 1.
Donc u, ~ Inn.

+00

Exercice 11. exo 1-11 Critere de comparaison
Déterminer la nature de la série de terme général :

5
Up = .
" 4nlnn
1 n
Vn=3,0< <5(-)
4n ln1 n 4
Or, la série Z (=)" converge (série géométrique de raison 1/4 avec 0 < 1/4 < 1).
n=3
Donc par critére de comparaison des séries a termes positifs, 1a série de terme général u, converge.
Inn
2. Up=——.
n

Inn - PP L. . L
Vn=1,0< — < —, or, la série de terme général — diverge (série harmonique) donc par critére de compa-

n
raison des séries a termes positifs, la série de terme général u,, diverge.

Exercice 12. exo 1-12 Critére de négligeabilité
Déterminer la nature de la série de terme général :

1. Uy = e—n
5+2

OnaVvnz0,unz0etuy, = 0(#)car = OparCC.
00 —+00

1
Or la série de terme général — CV car série de Riemann (a = 2 > 1) donc par critere de négligeabilité des
séries a termes positifs, la série de terme général u, CV.
Inn
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OnaVvn=1, unZOetun = 0( ~)avecl<a<3/2.

Inn
En effet —— 377d nieo 0 par C.C.

1
Or la série de terme général — CV car série de Riemann (a > 1) donc par critere de négligeabilité des séries

a termes positifs, la série de terme général u,, CV.

Exercice 13. exo 1-13 Critere d’équivalence
Déterminer la nature de la série de terme général :
1

1 pa—
1. up,=—(en-1).
n
On aVn=1,u, =0, comme 1/n tend vers 0 en +oo, on a par équivalent usuel :

en — 1 ~ -, donc par produit d’équivalent Un = —-
o 1

. 1 . . . .
Or la série de terme général — CV car série de Riemann (a = 2 > 1) donc par critere d'équivalence des séries

a termes positifs, la série de terme général u,, CV.

n2+2
2. Up= .
n®+1
V> - . nz_ 1
Ona n_l,un_O,pulsunJr;OF_nw_2
Doncsoita—2>1,soita—2<1.

ea—2>1cestadirea>3:

la série de terme général 5 CV car série de Riemann (a —2 > 1) donc par critere d’équivalence des séries
a termes positifs, la série de terme général u,, CV.

ea—2<l1cestadirea<3:

la série de terme général 5 DV car série de Riemann (a -2 < 1) donc par critére d’équivalence des séries

a termes positifs, la série de terme général u,, DV.

Exercice 14. exo 1-14

2k?+3k+5
Etude de la série de terme général %
2k*+3k+5
Yup=) e =2x ()sz(k DG Lyk2pp Zk( Lyery Zk( )’”+52()’“
k=0 k=0 2 k=2 2i=1 2ix1 k=0 2

On a fait apparaitre les termes généraux de séries géométriques dérivées secondes, premiere et classique, toutes
CV car deraison 0 < g =1/2 < 1, donc par CL, la série CV et vaut :

oo 1 2 1 1 1
Y up=-x———+5x-x +5x =8+10+10=28.
25 (1-1/2)3 27 (1-1/2)2 (1-1/2)

Exercice 15. exo 1-15

2k?+3k+5
Etude de la série de terme général — On va faire apparaitre les termes généraux de séries exponentielles :
2k*+3k+5 k(k-1) 1 1 1
Yo=Y LTS oy BT o z_+3xz_+5z Z—+5><Z—+5 -
0 k= k! = K =k iz kb =k = (k=20 H (k=D Rk
12 x —.
k=0 k!
+o00o
On reconnait une série exponentielle CV et donc Z ux = 12e.
k=0

Exercice 16. D’apres Edhec 1998 exo 1-16

On consideére la fonction f définie pour tout réel x positif ounul par: f(x)=1—-e
On consideére la suite (u,) définie par uy = 1 et pour tout entier naturel n, u,+1 = f(uy).
On admet que (u,) est convergente vers 0.

Etudier la convergence de la série de terme général 1,1 — uy,.

Pour tout entier naturel n non nul, on a par télescopage :

n-1

Z (Ups+1 — Uk) = up — up. Comme la suite (u,,) est convergente vers 0, alors la suite des sommes partielles de la série
k=0

de terme général u,; — u, converge également. De plus cette série vaut nglllw(un —Ug) = —

—X
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Exercice 17. exo 1-17
Etude de la nature des séries de termes généraux suivantes :

n?+1
T nd+2”

1. u,

1
OnaVvn=0,u,=0etu, ~ —-
+00 1
Or la série de terme général — CV car série de Riemann (a = 2 > 1) donc par critére d’équivalence des séries
n
a termes positifs, la série de terme général u,, CV.

Inn
nd’
Vn=1,u,=0.

2. up=

.. . n-1_n

On peut utiliser soit que 0 < up <= —— < —
n

concave donc toujours en dessous de ses tangentes, en particulieren 1:Inn<n-1)

1
= — (car on sait que la courbe de la fonction logarithme est
n

Or la série de terme général — CV car série de Riemann (a = 2 > 1) donc par critére de comparaison des

séries a termes positifs, la série de terme général u,, CV.
. . 1 Inn
Ou bienonaaussi u,, = 0(—2) (car — — OparC.0O).
+00 n n n—+oo

1
Or la série de terme général — CV car série de Riemann (a = 2 > 1) donc par critere de négligeabilité des

séries a termes positifs, la série de terme général u,, CV.

Exercice 18. exol-18
Etudier la nature des séries de terme général

(="
= n4

1. u,

1 1

La série CVABS car |u,| = —; eton sait par Riemann que la série de terme général — CV(a=4>1).
n n

Donc la série de terme général u,, CV.

2n
2. Up= ol (on donnera sa somme également)
n!
x2n 1 (x2)n
ona ) — =-x Z
o2n! 2 ;o n

On reconnait une série exponentielle CVetona:
+00 xZVL 1
x2

Sa=5¢ -

n=0 2n! 2
2

3. up=e™ .

1
OnaVn=0,u, >0, puis u, = O(ﬁ)‘

2 . .
En effet on a: ne™” = Xe X (en posant X = n?, quand 7 tend vers +oo, X aussi) et par C.C, on sait que

Xe X — 0.

n—+oo

1
Or la série de terme général — CV car série de Riemann (a = 2 > 1) donc par critere de négligeabilité des

séries a termes positifs, la série de terme général u, CV.
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Preuve :
e:casa<0.

Ona lim — =+oodoncla série diverge grossierement.
n—+oo p%

e:Casa>0
On considere f la fonction de R} dans R strictement décroissante définie par : f(x) = xl,, et pour tout k € N*,

1
7@ = fk).

On a alors par stricte décroissance de f : pour tout k € N*, pour tout t € [k; k+ 1], f(k+1) < f(#) < f(k).
On integre cette inégalité (les bornes étant croissantes) sur [k; k+1] :

k+1 k+1 k+1
flk+1)dt< fnde< flkydt
k k

On calcule en n’'oubliant pas que k est une constante :

Fk+D[e]5 " < f f(t)dt<f(k)[t]k+l

k+1 1 1
Ce qui donne : (k+1)’1 b < fa

On somme les termes de cet encadrement pour k allantdel1an—1:

n-1 1 n-1 pk+l1 1 n-1 1
— =< —dt < —

On utilise ensuite la relation de Chasles des intégrales pour le membre du milieu dans cette inégalité, et un chan-
gement d’indice sur la premiere somme :

n1 1
Sp—-1< . t_adtssn—ﬁ

-I'inégalité de gauche donne :
n
Sn sf fde+1
1
-I'inégalité de droite donne :

n 1
Sn Zj; f(t)dt'i'ﬁ

C’est a dire :

(%)

n 1 n
f f(t)dt+—assn5f fder+1
Ll n / l

~~
*

n
On est donc ramené a calculer f f(H)dt suivant la valeur de a.
1
Onasia=1,
f —dt=[Int]}=lnn — +oo

n—+00

et donc d’apres (), par théoréme de comparaison, S, tend aussi vers +oo et la série diverge.
Sia#l:

f” 1 di=1 1 1 n 1 1 1

1t —a+1te 11T g1 pel g+l

e Sia>1alors alﬂ nal T — ﬁ e —ﬁ et donc d’apres (%), S,; est majorée donc la série converge.
¢ Sia <1 alors al T nal T — ﬁ Tl To0 et donc d’apreés (), S, tend aussi vers +oo et la série diverge.

Conclusion :

Y — convergessia > 1.
na
nz=1
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