Lycée OZENNE ECGB2
CORRECTIONS EXOS DU COURS

Estimations Chapitre 14

Preuve des résultats importants du cours

Estimation ponctuelle

Estimateur

 Preuve : #0 Moyenne empirique : espérance et variance
On considere une var X d’espérance m et de variance 0?2 et un n-échantillon (Xi,..., X},) delaloi de X. En notant X,

- - o
la moyenne empirique associé a cet échantillon, ona: E(X,) =m,V(X,) = —.
n

S , — 1 & m & nm
Par linéarité de 'espérance que E(X ) = — Z E(X;))=— Z 1=— =m.
niz niz n

Puis par indépendance des variables X; (car (Xj,..., X;) est un n-échantillon de la loi de X) et par propriété de la
ariance : V(X = - 3" vixy = & S 1= 10 2O
v : =— i)=— = =—.
R = R | n* o on
NB : X, la moyenne empirique associé a cet échantillon est un estimateur de 'espérance m de X : car X, est fonc-
tion du n-échantillon (Xj,..., X,) delaloi de X et indépendant de m dans sa formulation.

Soit un n-échantillon (Xj, ..., X;;) d'une loi d’espérance m.
n

_ — 1
Comme E(X,) = m, lamoyenne empirique X, = — Z X; est un estimateur sans biais de m.
niz
Car le biais est égal a bm(in) = E(Xn) -m=0.

La moyenne empirique est un estimateur convergent de 'espérance m de X.
Montrons que la moyenne empirique est un estimateur convergent de 'espérance m de X.
C’est a dire montrons que : Ve > 0, nlirP P([IX,—m|>e€])=0.
—+00
Pour cela, appliquons I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a X, on peut car X, admet un moment d’ordre 2 :

Ve >0, P([X, ~ EXp)l 2 ¢]) < Y&,
2
— — o
O, E( X)) =metV(X,;)=—.
n

D’ou1 'inégalité de B-T donne :
Ve >0,P(1X, - ml =€) < &,

ne? "’

Ona (| X, —m|>e] c[|X, —m|=¢€] doi1 par croissance des probabilités et par positivité des probabilités :
— 2
Ve>0,0<P([|X,—m|>e¢]) < %
2
o —
De plus lim — = 0 donc par théoréeme d’encadrement, on en déduit que lim P([|X, — m| > €]) = 0. Donc la
n—+oo ne n—+oo
moyenne empirique est un estimateur convergent de 'espérance m de X.

Risque quadratique

[HP] Attention ceci est HORS PROGRAMME!
 Preuve : Décomposition biais-variance du risque quadratique
Si un estimateur T, a un moment d’ordre 2, alors :

rg(Ty) = V(Tp) + (b (Ty))%.

En effet, on a
19(Ty) = E((T), — 6)?)

= E(T?-20T, +6°)

=E (Tﬁ) —20E(T),) + 6 par linearité et propriété de I'espérance
= E(T?) - E(T)* + E(T)? — 20 E(T,,) + 6

= V(T + (E(Tp) —6)°

= V(Tp) + (bg(Tp))*
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Estimateur convergent

« Preuve : Condition suffisante de convergence d’'un estimateur[HP]
Si pour tout 6 € ©, I'estimateur T}, possede un moment d’ordre 2, alors la suite (T},) ,en+ €st un estimateur convergent
de 0 si pour tout 0 € 9, lirP rg(Ty) =0.
n—+00

On va appliquer I'inégalité de Markov a (T}, — 8)? var positive et ayant une espérance par hypotheéses
Alors : )
Va>0,P((T,~0)* = a) < £Iz00)

Avece? = aet E((T,, —0)?) = rg(Ty), cela donne :
Ve >0, P((T, - 0)? = €?) < L25n),
Or, [(T, —0)? =€?] = [|T,, — 0] = €] et une probabilité est toujours positive d’oi1 :
Ve>0, 0<P(T,-0=¢) <202,
Alors si nl—l>r-ll:loo r9(Ty) =0, on a par théoréme d’encadrement que nEerP([I T,,—0] > €]) = 0. Ce qui signifie que I'estima-

teur est bien convergent.

1. Si T}, est sans biais, alors la condition du théoréeme s’écrit : lirP V(T,) =0.
n—+o00

2. Si T, est asymptotiquement sans biais, alors grace a la décomposition biais-variance du risque quadratique, la
condition du théoreme s’écrit aussi : lirP V(T,) =0.
n—+00

3. De deux estimateurs de 8, on choisit celui qui a le plus petit risque quadratique (ou mieux, celui qui a le risque
quadratique qui tend le plus vite vers 0) car ainsi, avec I'inégalité de Markov ou celle de Bienaymé-Tchebychey,
on minimise plus vite la probabilité que I'estimateur s’écarte de 6 de plus de e.

NB:
On établit la convergence de I'estimateur T, grace a I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a T, lorsque
E(T,) = 0, ou grace a I'inégalité de Markov appliquée a (T,, —0)? si E(T,) # 0.
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