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I - Quelques fonctions utiles

1) Attention, il s’agit ici d’opérations de concaténation !

(@) [1,2,31+[4,5,6] donne |[1,2,3,4,5,6]|

(b) 2*[1,2,3] donne |[1,2,3,1,2,3]|

2) Le plus simple est d’utiliser une compréhension de listes :
def smul(x,L):
return [x*e for e in L]
3) Méme chose, en utilisant la fonction zip() pour parcourir les deux listes simultanément :

def vsom2(L1,L2):
return [el+e2 for (el,e2) in zip(L1l,L2)]

4) Ilsuffitévidemment de reprendre la fonction vsomen remplagant1’addition par une soustraction.
On peut aussi utiliser la fonction smul pour additionner I'opposé du second vecteur :

def vdiff(L1,L2):
return vsom(L1l,smul(-1,L2))

Remarque : on pouvait aussi utiliser des listes de zéros de longueur convenable

def smul(x,L): def vsom(L1,L2):
n=len(L) n=len(L1)
M=[0]*n L=[0]*n
for i in range(n): for i in range(n):
M[i]=x*L[i] L[i]=L1[i]+L2[i])
return M return L

II - Etude de schémas numériques
1) Mise en forme du probleme

(@) Comme z = ¥/, alors z’ = y” et I’équation différentielle (1) conduit a z’(t) = f(y(t)).
On obtient ainsi le systéme différentiel du premier ordre suivant :

vier YO0 )
() = fly(o)

(b) Soit i € [0;n —1]. D’aprés la question précédente, on a

fiv tiv1
f 2(t) dt = f V(0 dt = yltin) - (&)

ti ti

tiv1

d’ou y(tiv1) = y(t;) + f z(t) dt

ti

fiv1 tit1
De méme, f fy(t)) dt = f Z/(t) dt = z(tj11) — z(t)
t t

fiv1

si bien que z(ti1) = z(l) + f(y(t)) dt
ti
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2) Schéma d’Euler

(@) Soit i € [0;n —1]. On effectuant 'approximation suggérée par le sujet, on obtient

tit1 fiv1
f 2ty dt ~ f 2(t) dt = (br — ) 2(E) = h=(t)

ti ti

d’out y(tiv1) = y(t) + hz(t;)

ti+l ti+l
et , f(y()) dt = . f(y(t)) dt = (tivr — 1) f(y(t) = h f(y(t))
d’ou z(tiv1) = z(t) + h f(y(t)

On définit alors les deux suites (v;)iefo;n] €t (Zi)ic[0;,] de valeurs approchées en posant

Vi1 =Yi+hz;

Viel[0;n-1] {ZH1:ZV+hfw»

(b) La connaissance des valeurs initiales 1o et zg permet ainsi de déterminer de proche en
proche les valeurs successives de y; et z;. Les calculs ci-dessus faisant également intervenir
la fonction f et le pas i = (fmax — tmin)/7, la fonction euler va donc recevoir en argument
les parametres o, 2o, f, tmin, tmax €t 71.

def euler(y0,z0,f,tmin,tmax,n):

h=(tmax-tmin)/n

Y=[y0]*(n+1)

Z=[z0]*(n+1)

for i in range(n):
Y[i+1]=Y[i]+h*Z[i]
Z[i+1]=Z[i]+h*£(Y[i])

return Y,Z

Dans cette fonction, on crée deux listes Y et Z de longueur (1 + 1), ce qui permet de recopier
la relation de récurrence sans risque d’erreur.

3) Un exemple

(a) C’est un classique toujours de bon gofit. L’équation différentielle conduit a

Viel  y'(t)+ayt) =0

d’out Viel 'Oy (®) + oty Oy =0

En intégrant cette relation sur I, on en déduit qu’il existe une constante positive E telle que

’(+ 2 2 t 2
viep YO oWl e _g
2 2
Remarque : guidés par I'énoncé et la relation (2), on pouvait noter que f(y) = —w?y
2.2
implique que g(y) = — Ceci nous pousse a considérer la fonction E définie par
! (t 2 2 t 2
vier Eg =LY, @vO

2 2

On vérifie que la dérivée de E est nulle, d’ot1 la constance de cette fonction.
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(b) Soit i€ [0;n—1].On a alors
2B = Zz‘2+1 + wzyzzﬂ
= (zi + W f(y0))* + ?(yi + hzi)?
2
= (Zi —h 0)2]/1') + a)z(yl- + hZ[)z
=27 = 2ha?yizi + WP w*y? + 0 y? + 2h 0?yizi + Pw?z]
= zz.2 + h2w4yz.2 + a)zyf + hza)zz?
Or, 2E,; = zz.2 + a)zyf
d’olt 2(Ei+1 - Ei) = h2w4y12 + hza)zziz
= Pw*(z? + 0*y?)

= 2h2w%E;

si bien que Vie[O;n—-1] Eiy1 — E; = WPw?E;

(c) Un tel schéma aurait dtt donner puisque E; reste constante.

(d) La quantité E; étant forcément strictement positive, la relation précédente montre que
Eis1 — E; > 0 et donc que E; augmente. Ainsi, le point de coordonnées (v;, z;) va s’éloigner
del'origine. Par conséquent, le portrait de phase va nous donner, au lieu d"une belle ellipse
qui se referme, une affreuse spirale qui part vers l'extérieur. Horreur!

4) Schéma de Verlet

On retrouve les mémes arguments et les mémes idées que pour la fonction euler car le schéma
de Verlet est similaire a celui d’Euler.
def verlet(y0,z0,f,tmin,tmax,n):
h=(tmax-tmin)/n
Y=[y0]*(n+1)
Z=[z0]*(n+1)
for i in range(n):
Y[i+1]=Y[i]+h*Z[i]+0.5*h*h*£(Y[i])
Z[i+1]1=Z[i]+0.5*h* (£ (Y[1i DD +£(Y[i+11))
return Y,Z
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IIT - Probléeme a N corps

1) Position du probleme

(a) La force totale s’exercant sur le corps P; est la somme de toutes les forces exercées sur
celui-ci par les corps Py avec k # j, si bien que

> = M mimy —s
Fi=) Fyi=) G—PpP;
T"k3
k=0 k=0 ]

k] k]

(b) Commengons par écrire une fonction qui renvoie la norme euclidienne d'un vecteur de R3.

def norme(v):
(a,b,0)=v
return (a**2+b**2+c*%*2)*%*0.5
Avec les fonctions de la partie I, on dispose maintenant de tous les outils permettant de
manipuler les vecteurs de I'espace sous forme de listes de trois nombres.

On n’oublie pas de créer une variable globale pour G.

G =6.67e-11

def force2(ml,pl,m2,p2):
P1P2=vdiff(p2,pl)
nbre=G*ml*m2/norme (P1P2)**3
return smul (nbre,P1P2)

(c) Pour avoir la force totale exercée sur le corps j, on additionne les forces exercées sur lui
par tous les autres corps (cf. question 1.(a)) a I’aide d"une boucle qui parcourt ceux-ci.

def forceN(j,m,pos):

N=len(m)

F=[0,0,0]

for k in range(N):
if k!=j:

F_kj=force2(m[j],pos[j]l,m[k],pos[k])
F=vsom(F,F_kj)
return F

2) Approche numérique

(a) Les objets position[i] et vitesse[i] sont respectivement la liste des positions et la liste
des vitesses de toutes les particules a 'instant t;. Ce sont donc des listes de N listes de trois
éléments (les coordonnées des vecteurs).

(b) Laccélération du corps j est donnée par F; /m;. Elle correspond a la quantité f(y) dans le
schéma de Verlet. On calcule grace a celui-ci les nouvelles positions des différents corps,
qui sont placées dans la liste pos_nouv.

def pos_suiv(m,pos,vit,h):

N=len(m)

pos_nouv=[0]*N

for j in range(N):
mj,yj,zj=m[j],pos[j],vit[j]
fj=smul (1/mj, forceN(j,m,pos))
dyj=vsom(smul ¢h,zj),smul (0.5*h*h,fj))
pos_nouv[jl=vsom(yj,dyj)

return pos_nouv
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(c) La mise a jour des vitesses fait appel aux accélérations obtenues dans les nouvelles posi-
tions, d’ot la nécessité de I'argument pos_nouv. Comme dans la question précédente, on
s’inspire des notations de la question II.4 pour plus de clarté.

def vit_suiv(m,pos,pos_nouv,vit,h):

N=1len(m)

vit_nouv=[0]*N

for j in range(N):
mj,zj=m[j],vit[j]
fj=smul (1/mj, forceN(j,m,pos))
fj_nouv=smul (1/mj, forceN(j,m,pos_nouv))
dzj=smul (0.5*h,vsom(£fj,fj_nouv))
vit_nouv[jl=vsom(zj,dzj)

return vit_nouv

(d) Tous les appels aux fonctions vsom, vdiff, smul et norme se font en temps constant car elles
s’appliquent a des liste de longueur 3. Par conséquent :

e La fonction forceN a une complexité en & (N) du fait de la boucle for.
e La fonction pos_suiv, qui I'appelle N fois, a une complexité en & (N?).

e La fonction vit_suiv a de méme une complexité en O(N?).

(e) On écrit une boucle qui effectue les n itérations voulues et renvoie la liste position des
positions des corps aux 7 + 1 instants (¢;)icf 0. 7-

def simulation_verlet(h,n):
position=[p®]*(n+1)
vitesse=[v0]*(n+1)
for i in range(n):
position[i+1]=pos_suiv(masse,position[i],vitesse[i],h)
vitesse[i+1]=vit_suiv(masse,position[i],position[i+1],vitesse[i], h)
return position
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Partie IV — Exploitation d’une base de données

1) (a) SELECT masse FROM corps
(b) SELECT nom,masse FROM corps ORDER BY masse DESC

2) (a) Attention, il faut compter le nombre de corps distincts satisfaisant la condition requise.
SELECT COUNT(DISTINCT id_corps) FROM etat WHERE datem<tmin()

(b) Comme le suggere 1’énoncé, on va effectuer une agrégation afin de calculer le plus grand
(fonction d’agrégation MAX) des temps inférieurs a tmin() (sélection en amont) pour chaque
corps (on regoupe les entrées selon les valeurs de id_corps) :

SELECT id_corps,MAX(datem) FROM etat WHERE datem<tmin() GROUP BY id_corps

3) 1l faut passer par deux jointures puisque l’attribut masse se trouve seulement dans la table
corps, que les positions et les vitesses se trouvent dans la table etat, et qu’il faut utiliser la table
date_mesure pour trouver la date de 1’état initial dans la table etat

SELECT masse,Xx,y,z,vX,vy,vz FROM corps c JOIN etat e JOIN date_mesure d
ON c.id_corps == e.id_corps AND e.id_corps == d.id_corps AND datem == date_der
WHERE masse >= masse_min() AND x*x+y*y+z*z <= rayon()*rayon()
ORDER BY x*x+y*y+z*z

4) On va d’abord créer une fonction auxiliaire conversion qui permet de multiplier tous les
vecteurs d"une liste de vecteurs liste par une constante k. Elle va nous servir a exprimer les
positions en m et les vitesses en m-s~! afin de pouvoir utiliser la fonction etat_suiv définie
dans la partie III.

def conversion(k,liste):
return [smul (k,element) for element in liste]

Ensuite, on commence par exprimer les positions en m et les vitesses en m - s}, puis on écrit
une boucle globale qui effectue les n itérations voulues et renvoie la liste position des positions
des corps aux n + 1 instants.

Il ne faut pas oublier que la fonction etat_suiv renvoie des positions en m, que 1'on doit
exprimer en unités astronomiques avant de les ajouter a la liste position.

def simulation_verlet(deltat,n):

pos=conversion(l.5ell,p®)

vit=conversion(le3,v®)

position=[p0]

for j in range(n):
pos,vit=etat_suiv(m,pos,vit,deltat)
pos_ua=conversion(1l/1.5ell,pos)
position.append(pos_ua)

return position
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