Lycée OZENNE ECGB2
CORRECTIONS EXOS DU COURS

Variables aléatoires réelles Chapitre 12

Corrections exercices types

Exercice 1. 12-1Fonction de répartition d'une variable a densité
On considére une variable aléatoire X.

1. Montrons que la fonction f définie par: VxeR, f(x) =e ¥ si x=0 et 0 si x <0 est une densité.

(@) f estdéfinie sur R et positive : en effet f(x) =e™*>0si x=0et 0si x<O0.

(b) f est continue sur R, en tant que fonction usuelle et f est continue sur R* en tant que fonction nulle.
Donc f est continue sur R sauf peut-étre en 0.

+00 +00
(©) f f(t)dt:f e 'dt.
—00 0

Cette intégrale est impropre en +oo.
M

SoitM>0alorsf etdt=[-e 1M =1-e™ —~ =1
0 M—+oo

+00
Doncf fde=1.

Conclusion : f est une densité de X.

2. Déterminons alors la fonction de répartition F de X.
D’apres le cours, on sait que Vx € R, F(x) = fx fdt.
X(Q) =R* (carla gclensité f de X ne s’annule_lgzls sur R*.)

Six<0:F(x)=f 0dt=0

—00

0 X X
Sisz:F(x):f 0dt+[ f(t)dt:f eldt=1-e¢".
oo 0 0

Bilan : la fonction de répartition F de X est définie par :

l1-e*six=0
F(x)= .
0 sinon

Exercice 2. 12-2 ) b
x—
Montrons qu'une densité fy de Y est: VxeR, fy(x) = ﬁfX(_)'
a a

On a prouvé dans le cours que Y est une variable aléatoire a densité si X est une variable aléatoire a densité.
De plus, on a prouvé que

x—b
eSia>0,VxeR, Fy(x) = Fx(—).
a

. . x—b
eSia<0,onobtient: VxeR,Fy(x)=1 —FX(T).

Pour déterminer une densité de Y il suffit de dériver partout ol1 cela est possible la fonction de répartition de Y.
Ainsi

x—-b x—b
*Sia>0,YxeR, F}(x) = LF (—) =1 fx(
a

).

. x—b x—b

*Sia<0,VxeR Fy(x) = —(GFy(—=) = L fx (=)
Conclusion :

. 1 x—b
une densité fy de Y est: VxeR, fy(x) = ﬁfX( ).

a a

Exercice 3. 12-3

. ) L . o e “six=0 g
On considere une variable aléatoire X. La fonction f définie par: Vx e R, f(x) = 0si 0 est une densité.(cf.

six<

exo 22).
Montrons que X admet une espérance et calculons E(X).

+oo

Sous réserve de convergence absolue : E(X) = f
—00

+o0o
tfx(t)dtzf te”'dt.
0
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Cette intégrale est impropre en +oo (car ¢ — re” ! est continue sur R*).
La convergence absolue de cette intégrale se résume a la convergence simple car V¢ >0, te” " = 0.
Soit M > 0, on va effectuer une IPP.
Onpose u/(f)=e !, u(t)=-e %, v(t) = t,v'(t) = 1 avec u et v de classe C' sur [0, +ool.

M M
Alors,f te 'dt= [—te‘t]é\4+[ eldt=-Me™+1-e™ — =lcarparCCMe™ — 0
0 0 M—+o00 M—+o0
ete™ — 0.
M—+o0

Donc E(X) existe et vaut 1.

Exercice 4. 12-4

— six=
On considére une variable aléatoire X. Soit la fonction f définie par: Vx € R, f(x) = { x? Montrons que f

Osix<l1
est une densité de X.

1
o . — >0six=1
1. f est définie sur R et positive : en effet f(x) ={ x

Osix<1

2. f est continue sur [1,+oo[ en tant que quotient de fonction usuelle dont le dénominateur ne s’annule et f
est continue sur | — oo, 1[ en tant que fonction nulle. Donc f est continue sur R sauf peut-étre en 1.

+00 +o0 ]
3. ndt= —dt.
f_oo £ f1 y

Cette intégrale est impropre en +oo.

. M 1 m 1
801tM>0alorsf —dt=[--dt]{'=1-— — =1
1 2 t M M—+co

+00
Doncf fder=1

Conclusion : f est une densité de X.

Montrons que X n’admet pas d’espérance.
+0o

+OOl
Onaf tf(t)dtz[ ;dt.

—00 1
Or, cette intégrale est une intégrale de Riemann divergente (a¢ = 1) donc X n’admet pas d’espérance.

Exercice5. 12-5 1

Soit X une var suivant la loi exponentielle de parametre 1, la var T = 10X admet-elle une espérance? Si oui, la
e

calculer.

X une var suivant la loi exponentielle de parameétre 1, donc d’apres le cours : une densité pour X est
VxeR, f(x)=e *six=0et0six<O.

On va utiliser un théoréme de transfert.

Soit g(x) = Tro% continue sur R* en tant que somme et quotient de fonctions continues sur R* dont le dénomi-
e

nateur ne s’annule pas.

+00 +00 e—t
Par théoreme de transfert, on s’intéresse alors a la CVABS de : f g f(nde= f md t.
—00 0

—t
>0surR".

La CVABS se résume ala CV car ¢
l+e7 !

—t
est continue sur R*.

De plus cette intégrale est impropre en +oo car t — Tro
e

M -t

SOitM>0,f dt=[-In(+e H} =In2-In(l+e™) — In2care™ — 0.
o l+et M—+oc0 M—+c0
Par conséquent, T admet une espérance qui vaut E(T) =In2.

Exercice 6. 12-6

On considére de nouveau la var X — ¢(1). Montrons que X admet un moment d’ordre 2.

X une var suivant la loi exponentielle de parametre 1, donc d’aprés le cours : une densité pour X est
VxeR, f(x)=e *six=0et0six<O.

+00 +00
On s’intéresse alors a la CVABS de f tzf(t)dt = f ?etds.
- 0

(e.0]
La CVABS se résume a la CV car t?e~! > 0 sur R*.
De plus cette intégrale est impropre en +oo car ¢ — t?>e~ ! est continue sur R*.
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On va procéder a une IPP :
On pose u/(t) = e tut)y=—et v = tz, V' (¢) =2t avec u et v de classe C! sur [0, +ool.

M M
Alors, f ?etdr = [—tze_t]éw+2f te”tdt = ~MPe™Mi2(-MeMi1-e™) - 2
0 0 on réutilise I'IPP de I'exo 12-3 M—+00
carpar CCM?e ™ — o, Me™ — oOete™M — o
M—+o00 M—+o00 M—+o00

Ainsi, E(X?) existe et vaut 2.
NB : Si X — (1) alors V(X) existe alors par K-H et vaut V(X) = E(X?) — (E(X))?=2-1=1.

Exercice 7. 12-7 9
Soit f définie par: f(x) = 2
0 si  x>1

si x=>1

1. Montrons que f est une densité d'une var X.

2
. . = >0 si x=1
(@) f estdéfinie sur R et positive : en effet f(x) =4 x

0 si x>1

(b) f estcontinue sur [1,+oo[ en tant que quotient de fonction usuelle dont le dénominateur ne s’annule et
f est continue sur | — oo, 1[ en tant que fonction nulle. Donc f est continue sur R sauf peut-étre en 1.

+00 +oo 9
© foo f(t)dtzfl .

Cette intégrale est impropre en +oo.

. M2 1 m 1
801tM>0alorsf —dt=[-—dt]y'=1-— — =1
1 3 12 M?2 M—+oc0

+00
Donc[ fder=1.

Conclusion : f est une densité de X.

2. Montrons que X posseéde une espérance.

+00
On s’intéresse alors a la CVABS de f

—00

+00 2
tf(t dtzf —dt.
. f . 2
La CVABS se résume a la CV car ? >0 sur [1,+ool.

2
De plus cette intégrale est impropre en +oo car ¢ — =z est continue sur [1, +ool.

M 2 2 2
SonA4>1,f Sdr=[-=1{=2-= — 2
1 r t M M—+o0o
Ainsi, E(X) existe et vaut 2.

3. Montrons que le moment d’ordre 2 n’existe pas.
+0o +00

2
On s’intéresse alors a la CVABS de fndt= f p dt.
—00 1
Or, cette intégrale est une intégrale de Riemann divergente (a = 1).
Donc le moment d’ordre 2 n’existe pas.

Exercice 8. 12-8# Loi du Max
Déterminons la loi du maximum de 2 var indépendantes X et Y suivant la loi uniforme sur [0, 1].
SQ)=XQ)=Y(Q) =[0,1].
Lavar S= Max(X,Y) est définie par: Vo € Q, S(w) = Max(X(w), Y (w)).
Onaalors VxeR,[S<x] =[X < xnY < x]. Lindépendance de X et Y, implique I'égalité suivante :
VxeR Fs(x)=P(S<x)=P([X<x]n[Y <x]) =P(X < xD)P([Y < x]) = Fx(x)Fy (x) = (Fx(x))? (car X et Y suiventla
méme loi).
0six<0
Donc Fs(x) = P(S< x) = (Fx(x)>={ x*six€[0,1]
1six>1
NB : S est a densité car sa fonction de répartition Fs est de classe C' sur R sauf peut-étre en 0 et en 1.
Elle est continue sur | —o0o,0[ en tant que fonction nulle, continue sur [0,1] car fonction usuelle et continue sur
11, +oo[ car fonction constante.
EtudeenO: xliﬂrg x?=0= xll%l— Fs(x) donc Fs est continue en 0.

X—

Etudeen1: linll ¥=1= lirn+ Fs(x) donc Fg est continue en 1.
x—1
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Finalement Fs est continue sur R.
S est bien a densité.
On peut avoir une densité pour S en dérivant Fs partout oi1 cela est possible et en affectant la valeur 0 ailleurs.
Une densité possible pour S est alors : fs(x) = { 2x's1 xelo1]
0 sinon
Exercice 9. 12-9 # Loi du Min
Déterminons la loi du minimum de 2 var indépendantes X et Y suivant la loi exponentielle de parameétres respectifs
aet b (aet b étant des réels strictement positifs).
TQ)=XQ)=Y(Q) =R".
Lavar T = Min(X,Y) est définie par: Vw € Q, T (w) = Min(X(w), Y (w)).
Onaalors VxeR, [T > x] =[X >xnY > x]. L'indépendance de X et Y, implique I'égalité suivante :

VXeR,P(T>x)=P([X>xINn[Y >x])=P([X>x)P([Y >x]) =1 - Fx(x))(1 - Fy(x)).
DouVxeR, Fr(x) =1-(1-Fx(x))(1 - Fy(x)).

1-1-0(1-0)=0six<0

1-(1-(1-e “))1-1-e ) =1-e @) six=0

On reconnait la fonction de répartition d'une var qui suit la loi exponentielle de parametre (a + b).
Donc T — e(a+ b).
NB: donc T est a densité!

Onadonc: Fr(x) = {

Exercice 10. 12-10
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [-1,1]. On pose Y = X 2 et on admet que Y est une variable
a densité, donnonslaloide Y.

Ona X(Q)=[-1,1] donc Y(Q) =[0,1].
Vx<0,P(Y<x)=P(X?’<x) =0
Vxe[0,1,P(Y <x) = P(X2 < x) = P(—/X < X < V/X) = Fx (V%) — Fx(—=V/%).
OrVxe (0,11, /X € [0,1], - /X € [-1,0] et comme X — %([~1,1]) on a donc: Fx (v/%) = 2% et Fy(-y/x) = 152
D'oti: Vx € [0,1], P(Y < %) = VX.

Vx>1,P(Y<x)=P(X2<x)=P(—-/x< X < %) = Fx (V%) - Fx(—V/X)

Or,Vx>1,\/x>1et—y/x<—-1donc Fx(y/x) =1et Fx(—y/x) =0.
DoncVx>1,P(Y <x)=1.
0six<0
Bilan laloi de Y est donnée par: Fy(x) = Vxsixel0,1]
1six>1

NB : On admet que Y est une variable a densité, pour avoir une densité pour Y, on dérive Fy partout ol cela est
possible donc a savoir sur ]0, 1] et on affecte la valeur 0 ailleurs.

—L_sixelo,1]

Une densité possible alors pour Y serait: fy(x) = 2\/?‘
0 sinon

Exercice 11. 12-11

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [1, 7+ 1[, ot n € N*. On pose Y = | X] et on admet que Y est
une variable aléatoire, reconnaitre la loi de Y.

OnaX(Q)=[1,n+1[donc Y(Q) =[|1, n|] (donc Y est une variable discrete!).

VkellLnll,P(Y =k =P(X|=k)=P(ks X <k+1)=Fx(k+1)—Fx(k)= &1 _ kLl _ 1

On reconnait alors que Y — % ([|1, nl]).

Exercice 12. 12-12
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi €(1). On pose Y = X? et on admet que Y est une variable a densité,
déterminons une densité de Y.

Ona X(Q)=R" donc Y(Q) =R".

Six<0,P(Y<x)=PX%’<x)=0

Six=0,P(Y <x)=P(X?<x)=P(—y/x <X < X) = Fx(v/%) — Fx(=V/X)
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Or, six 2 0,y/X 2 0,~/x = 0 donc Fx(vx) = 1 - e 2V et Fx(-y/x) =0.
l-eM™V¥gix>0
Donc finalement : Fy (x) = .
0 sinon

On admet que Y est une variable a densité, pour avoir une densité pour Y, on dérive Fy partout ou cela est
possible donc a savoir sur R} et on affecte la valeur 0 ailleurs.
s . . Z\Lf e Mrsix>0
Une densité possible alors pour Y serait: fy (x) = *
0 sinon

Exercice 13. 12-13
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [1, 2].
Onpose Y =In X et on admet que Y est une variable a densité, déterminons une densité de Y.

Ona X(Q)=[1,2] donc Y(Q) = [0,In2].

Six<0,P(Y <x)=0.
Six€[0,In2],P(Y <x)=P(InX < x) = P(X < e”) (car x— e* est une bijection strictement croissante sur R*)
De plussi x € [0,In2],e* € [1,2].
Dongc, si x € [0,In2], P(Y < x) = Fx(e*) = ezx_’ll =e*-1.

Si x >1In2, alors e* >2 donc P(Y < x) = Fx(e¥) =1.

0six<0
Bilan: Fy (x) = e¥—1six€0,In2]

1six>1In2

On admet que Y est une variable a densité, pour avoir une densité pour Y, on dérive Fy partout ou cela est
possible donc a savoir sur [0,In2] et on affecte la valeur 0 ailleurs.
e*sixe[0,In2]

Une densité possible alors pour Y serait: fy (x) = { .
0 sinon

Exercice 14. 12-14
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi .#/(0,1). On pose Y = eX et on admet que Y est une variable a densité,
déterminons une densité de Y.

Ona X(Q)=Rdonc Y (Q) =R.

Six<0,P(Y<x)=0.
VxeR;,P(Y <x)= P(eX < x)= P(XInx) = ®(Inx).
(car x — In x est une bijection strictement croissante sur R})

0six<0

Bilan: Fy (x) =
v { ®(Inx) si xR}

On admet que Y est une var a densité.

Pour avoir une densité de Y, on dérive Fy partout ol cela est possible (donc sur R}) et on affecte la valeur 0 ailleurs.

(nx? |
%@’(lnx)z%w(lnx)z#ﬁe‘ 2 six>0

Une densité possible alors pour Y serait: fy(x) =
0 sinon

Exercice 15. 12-15

Montrons que si X est une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite, alors — X suit aussila loi normale
centrée réduite.

X—AN(0,1).

On pose Y = -X, donc X(Q) =R=Y(Q).

Puis, VXER, Fy(x) =P(Y < x)=P(-X<=x)=PX=2-x)=1-PX<—-x)=1-®(—x) = D(x).

Donc Y — A4(0,1).

Exercice 16. 12-16
Montrons que si X est une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite, alors
VxeR,P(X]|<x)=2D(x)—1.

X — AN(0,1).
VxeR4,PIX|=x)=P(-x=X=x)=0x)—P(-x) =D(x) - (1-P(x)) =2P(x) - 1.
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