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Sujets

il

Sujet 1 (complet)

Question de cours : Enoncer le lemme des coalitions

EXERCICE 1:

[Indications] [Correction]

On considére les équations différentielles suivantes, d’inconnue y : R — R :

(H) y"—4y +5y=0,
(B) y" —4y +5y=2—e*.

a) Déterminer 'ensemble des solutions de I’équation (H).
b) En déduire 'ensemble des solutions de 1’équation (E).

On pourra chercher une solution particuliére yo de I'équation différen-
tielle
yl/ o 4?/ + 5y —_ 76295
sous la forme yq : 2 — ce?, oti ¢ est un réel & déterminer.
Pour tout réel x, on note

C(z) = /Om e*cos(t)dt et S(x)= /Oz e sin(t) dt.

a) Mountrer que, pour tout x réel,

e@cos(z) —1 1 e?@sin(z) 1

C(z) = 3 + iS(x) et Sz)=—"——-C(x).

2x

b) En déduire une primitive de x + e** cos(x) et une primitive de x

e?® sin(x) sur R.
Ecrire une fonction en langage Python, nommée intC, prenant en paramétres
un réel x et un entier nb_pas, qui renvoie une valeur approchée de U'intégrale
x
/ e cos(t) dt obtenue a l'aide de la méthode des rectangles. L’intervalle
0

[0; z] doit étre découpé en nb_pas intervalles de méme longueur.

Dans toute la suite, on note E l’espace vectoriel des fonctions de classe C°° de R dans

R.

On considére les quatre fonctions suivantes de E :

firx—1,

forxse®,  fyraxe*cos(x), fi:xr e2Tsin(x).

On note F' le sous-espace vectoriel de F engendré par la famille B = (f1, f2, f3, f1)-

4.
5.

Montrer que B est une base de F.

On note u V'application définie sur F' par u(f) = f’ pour tout f € F.

a) Montrer que u est linéaire.

b) Calculer 'image par u de fi, f2, f3 et f4.

c) En déduire que u est un endomorphisme de F', et déterminer la matrice
représentative A de I'endomorphisme u dans la base B.

0
Résoudre I'équation AX = e d’inconnue X € My 1 (R).
0
Quel résultat des questions précédentes retrouve-t-on ainsi ? Justifier.
2
Résoudre 'équation (A2 —4A + 514) X = _01 , d’inconnue X € My 1(R).
0

Quel résultat des questions précédentes retrouve-t-on ainsi ? Justifier.

On pourra coller ci-dessous l’exercice sans préparation.
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Sujet 2 (complet)

Question de cours : Donner la définition de fonction de densité de probabilité.

EXERCICE 2: [Indications| |Correction|

1.

a) Soit f la fonction définie par

1 n 2
142 24z

fizw—

Etudier la fonction f sur son ensemble de définition et dresser un tableau
de variations complet.
En déduire le nombre de solutions de 1'équation f(z) = 1.

b) Déterminer les solutions exactes de I’équation f(x) = 1.

Soit A,, la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients diagonaux sont nuls et tels
que les autres coeflicients situés sur la colonne j sont égaux & j pour j € [1,n].

2.

a) Ecrire une fonction Python d’argument n renvoyant A,,.

b) En déduire une valeur approchée des valeurs propres de A, pour n €
{2,3,4,10}.

Pour n > 2, on pose :

3

k

n.t —_—
fnit= ) 37

k=1

et on considére ’équation F,, d’inconnue A € R :
n
k
Z [ L
Pl

a) Montrer que équation F,, admet une unique solution dans chacun des
intervalles |—1, +oo[ et |—k, —(k — 1)[ pour k € [2,n].
b) On admet (pour 'instant) que toutes les valeurs propres de A,, sont les
solutions de I’équation F,. La matrice A,, est-elle diagonalisable ?
Pour n > 2, on appelle A, la solution de F,, comprise entre —2 et —1.
a) Justifier que pour tout entier naturel n non nul, pour tout réel ¢ de
-2, —1[, fn(t) < fat1(¢), et en déduire la monotonie de la suite (\,).
b) Montrer que la suite (\,) converge vers un réel £.
Si I'on suppose que ¢ € |—2, —1[, comparer f,(A,) et f,(£).
n

k
c) Pour A € ]-2,—1], calculer lim Z .

n—-+oo

et conclure sur la valeur de

L.

d) Montrer que pour k € N*,

<2(¢%—m)

Elie

11
t en déduire i f§ -,
et en deduire 1m 2 k

n—+oo n

e) Déterminer un équivalent de puis de A\, + 1. On pourra utiliser

k
E+M,
5.  On souhaite maintenant montrer ce qui a été admis en 3.(b).
Montrer, a aide du systéme traduisant la recherche des valeurs propres/vec-

teurs propres, que les valeurs propres de A,, sont les solutions de 1’équation
E,.

n

n
un encadrement de g
k=3

On pourra coller ci-dessous l’exercice sans préparation.
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Sujet 3 (complet)

Question de cours : Enoncer le théoréme de Pythagore dans R”.

EXERCICE 3: |Indications| [Correction| Toutes les variables aléatoires de cet exer-
cice sont définies sur un espace probabilisé (€2, A, P).
Soit X une variable aléatoire a densité, de densité f telle que :

N

2 .

=5 siz>1,
f(z) = {””3 .

0  sinon.

Vérifier que f est une densité de probabilité.
Déterminer la fonction de répartition de X.
Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur |0, 1[.

Montrer que la variable aléatoire V = \/1177[} suit la méme loi que X.

Ecrire un programme Python simulant une réalisation de la variable aléatoire
X.

La variable aléatoire X admet-elle une espérance ? une variance ?

Si oui, les calculer, et vérifier vos réponses & ’aide du programme de la ques-
tion 4.

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que
X. On définit, pour tout entier n non nul, la variable aléatoire T,, par :

max(X1,...,X,)
vn '

a) Soit n € N*. Déterminer la fonction de répartition de T5,.
b) Calculer alors pour tout réel x :

Tn =

G(z)= lim P(T, <x)

n—-+oo

c¢) On admet que G est la fonction de répartition d’une variable aléatoire
T a densité.

Montrer que T admet pour densité la fonction donnée par :

2 —5

=e 22 siz>0
glx) =4 ) ’

0 sinon.

d) A l'aide du changement de variable z = 1 montrer que 7" admet une

u )
espérance et la déterminer.

On pourra coller ci-dessous l’exercice sans préparation.
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FE 18 - SUJETS Solutions

b) e Solution particuliére de 3" — 4y’ + 5y = 2

Exercice 1
1. a) L qulathI} (H) est l,m.ea?re homogéne d’ordre 2 a coefficients constants. on cherche une solution constante y(z) = c. On obtient 5¢ = 2, soit

Son équation caractéristique est : .

c=2/5.
2 —4r +5=0.
. : : EN 1" Aalt _

Le discriminant vaut A = 16 — 20 = —4 < 0, donc deux racines com- ’yl 1@ > 2/5 est solution particuliere de y dy +5y =2

plexes conjuguées : ) o . ) )
. Solution particuliére de 3" — 4y’ + by = —e**

442
r=——=2%i :

on pose yo(z) = ce?®

comme suggéré. On a

Donc ’ensemble des solutions réelles de (H) est : ) )
Vo € R,y (z) =2ce”® ety (z) = 4ce™

Sp = {x — " (Acos(z) + Bsin(z)) | (4, B) € R*}.

d’ou :

Yl — 4yl + 5yo = (4c — 8¢ + 5e)e®® = ce?*.
Ainsi yo est solution si et seulement si Vo € R, ce?® = —e?*,
En posant ¢ = —1, yg :  — —e>® est une solution particuliére.
. Superposition

2
: par linéarité de ’équation, y; +yo : © — — —e?? est solution particuliére
de (E). L’ensemble des solutions de (FE) est donc :

Sg = {x €2 (Acos(z) + Bsin(z)) + % — e

(A, B) ERQ}.
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Calcul de C(x)

2t
: les fonctions w : ¢ +— = et v : t — cos(t) sont de classe C! sur R, avec

u'(t) = e?! et v/(t) = —sin(t). Par IPP, Vo € R :

e?t et €2 cos(x) — 1

Clz) = /Om ¢ cos(t) dt = [QCos(t)]:—/ox2-(—Sin(t))dt: f%sm).

o Calcul de S(z)

2t
: de méme avec u : t — -5 et v : t > sin(t) (de classe C! sur R) :

T 2t x T 2t 2x 3 1
S(z) = / ¢ sin(t) dt {e sin(t)] [ ostyar = @) Loy
0 2 o Jo 2
2z 1 1 2z o3 1
Vi eR, Oz) = @ =L 5@, @)= %n(x) - 5C(@)
b) En substituant la deuxiéme égalité dans la premiére :
e*®cos(r) —1 1 (e*®sin(z) 1 e*® cos(x) —1 e*sin(z) 1
0w = g (T - jow) = O SR o)
2z -1 22 o
D’ou ZC(.Z‘) = cos(z) c Sjln(x), soit

e?* (2 cos(x) + sin(x)) — 2.
) )

De méme, en substituant la premiére dans la seconde, on trouve

2z (2sin(z) — cos(x)) + 1'

S(z) =& -

Comme C et S sont, par définition, des primitives respectivement de
x + €2 cos(z) et > e*Tsin(z) sur R (s’annulant en 0) :

2z 2 .
Une primitive de z — e** cos(z) :  z — ( COS(? + Sm(f)).
2 2si o
Une primitive de = — e*®sin(z) : ( Sln(;c5) cos(x)).

3. Méthode des rectangles a gauche : on découpe [0, 2] en nb_pas sous-intervalles
de longueur h = x/nb_pas, et on approche U'intégrale par

T
/ 6 COS
0

nb_pas—1

~h Z et cos (ty), avec ty = kh.

import math as m

h = x / nb_pas
somme = 0
6 for k in range(nb_pas):
7 t =k xh
8§ somme += m.exp(2 * t) * m.cos(t)
9 return h * somme

1
9
3 def intC(x, nb_pas):
A

4.  Soient ay,asz, a3, a4 € R tels que :

4
Z ok fr
=1

c’est-a-dire pour tout = € R,

I
o

2x

ar -1+ ao- €2 +az-e* cos(x) + ay - e*sin(z) = 0. (%)

° On cherche a montrer que a; = as = a3 = a4 = 0.

Evaluons (x) en quatre valeurs particuliéres :

cenx=0:a1+as+a3=0;

cenx=m/2: a1+ aze™ + age™ =0;

Sen T =70 + e —aze?™ =0;

cen x =27 : a1 + aze™ + aze?™ = 0.
En soustrayant la premiére et la troisiéme : as(1 — e2™) + az(1 + 627’) =
En soustrayant la premiére et la quatriéme : ao(1 — e*™) + az(1 — e*™)
soit (puisque 1 — €™ #£0) az + agz = 0.
En réinjectant dans la précédente : az(1+e*™
donc

- Qg3 = 0.

- Puis ap =0,

- puis (premiére équation) oy = 0,

- puis (deuxiéme équation) ay = 0.

O

—1+€%") =0, soit 2a3e?™ =0,

‘La famille B = (f1, fo, f3, fa) est libre, donc base de I'espace F' qu’elle engendre.
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ot

b)

Soient f,g € F et A € R. Comme f et g sont de classe C*°, leur somme
et leur produit par un scalaire le sont aussi, et la dérivation est linéaire :

uM\f+9) = Af+9) =X"+9 = u(f) +ulg).

‘Donc u est linéaire sur F. ‘

Calcul direct :

oz € R,u(f1)(z) = (1)) =0, donc u(f1) = 0f (la fonction nulle).

oz € R u(fa)(z) = (2*) = 2e2* = 2f5(z), donc u(fz) = 2fs.

oVz € R, u(f3)(z) = (e2® cos(z))’ = 2e2® cos(z) — e** sin(x) = 2f3(x) —
fa(@),

donc U(fg) = 2f3 — f4.

vz € R,u(fy)(z) = (e2*sin(z)) = 2e** sin(x) + €** cos(x) = f3(x) +
2fa(z),

donc u(fy) = f3 + 2f4. Pour résumer :

u(fi)=0
u(f2) =2f2
u(f3) =2fs — fa
u(fa) = fz+2fa

e Les images u(f1),u(f2),u(fs),u(fs) sont toutes des combinaisons li-
néaires de fi, fa, f3, f4, donc appartiennent a F' = Vect(f1, fa, f3, fa)-
Par linéarité, I'image par v d’une combinaison linéaire de fi,..., f4 est
encore dans F, donc u(F) C F.

‘ Donc u est un endomorphisme de F'.

e La matrice de u dans B a pour colonnes les coordonnées de

u(f1),u(f2),u(f3),u(fs) dans B :

o O OO
S O NN O

N OO
N = OO

. Résolution de AX =

O = O O

2502:()

203+ x4 =1
—x3+2x4 =0

A
T2
. Posons X = .Ona:

Zs3

T4
0 0

2.’E2 0 —

203+ x4 1
—x3 + 214 0

LL'QZO
= (x4 =2x3/2

2x3 + x3/2 = 1,s0it x3 = 2/5

Donc 29 =0, z3 = 2/5, x4 = 1/5, et x1 reste libre.

S:

T
0
2/5
1/5

1 € R

° Interprétation

Le résultat précédent interpété en terme de fonctions nous dit que

fza=u (fﬂlfl + §f2 + ;ﬁ;)

et donc que x1 f1 + %fz + %f4 est une primitive de f3.

2 1
/f3 =x1f1+ 5f2 + gf4 + cste

On retrouve Pexpression d’'une primitive de x — €%* cos(x) trouvée a la question 2.b). ‘
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7. e Calcul de A% —4A + 51,

. On calcule d’abord :

00 0 0
> |04 0 o0
A=100 3 4

0 0 —4 3

(Calcul direct : ligne 3, colonne 3: 0-04+0-0+4+2-2+1-(—1) = 3; ligne 3,
colonne4: 04+0+2-1+1-2=4; etc.)

Donc :
5 0 0 0 5 0 0 0
2 |0 4-8+5 0 0 {01 0 o0
e P 3-845 4-0+0| |0 0 o0 4
0 0 —4—-04+0 3—-8+5 0 0 -4 0
2
. Résolution de (A? —4A +514)X = Bl
0
1
. Posons X = T2
T3
Ty
51‘1:2 .%‘1:2/5
l‘gz—l 1‘2——1
<—
4124:0 1’3:0
—41’3:0 1’4:0
2/5
—1
X= 0
0
° Interprétation

. Cette solution X représente, dans la base B, la fonction

2 2 .
f—gfl—f2—g—€ )

qui est élément de F. Or I’équation matricielle (A% — 44 + 514)X =

o |

traduit, au niveau des fonctions, 1’égalité :

(u? —du+5Idp)(f) = 2f1 — fa,

c’est-a-dire f” —4f' +5f = 2 — €2® — on reconnait exactement 1’équation
(E) de la question 1.b)!

La fonction f = 5 e?® est donc une solution particuliére de (E), ce qui est

cohérent avec ce qu’on avait trouvé a la question 1.b).

‘ On retrouve la solution particuliére de (E) trouvée a la question 1.b). ‘

Exercice 2

1. a) f est définie sur D =R\ {-1,-2}.

, _ 1 B 2
f (55) - (1 4 $)2 (2 + 56)2 <0
° Tableau de variations de f
T —00 -2 —1 400
f'(x) - I - I -
0~ || 400 [| 400
f(x) N | N I N
—oo || —oo || 0*

D’aprés le théoréme de la bijection continue :
- L’équation f(x) = 1 n’admet pas de solutions sur |—oco, —2[
- puisque 1 > 0, elle admet exactement une solution sur |—2, —1[ d’aprés le théo-
réme de la bijection continue
- de méme sur |—1, +o0]

Ainsi :

‘L’équation f(z) =1 admet exactement deux solutions.

b)  On multiplie par (1 +z)(2+x) #0:

1 2

+ =1 < (2+2)+2(1+2) = (14+2)(2+2) <= 443z = 2+30+2? = 2% =2,
142 24z

‘Les solutions sont /2 et f\/ﬂ
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a) Le coefficient (i,5) de A,, vaut j si i # j et 0 si 4 = j (en numérotation
1-indexée). En Python (0-indexé) :

import numpy as np

def matrice_An(n):

A = np.zeros((n, n))
for i in range(n):
for j in range(n):
if i 1= j:

A[il[j1 = j + 1
return A

b)  On appelle numpy.linalg.eigvals :

for n in [2, 3, 4, 10]:
A = matrice_An(n)
print ("n=" + str(m) + "

(A)))

" + str(np.linalg.eigvals

On obtient :

n=2: 1414; —1.414

n=3: 3.766; —1.283 ; —2.484

n=4: 7.106; —1.214; —3.525; —2.3667

n=10: 48.112; —1.089 ; —2.159 ; —9.631 ; —3.221 ; —8.535
—4.280 ; —5.338 ; —7.462 ; —6.398

b)

"k
La fonction f, = Z
= k+t

sur chaque intervalle inclus dans son domaine de définition (car

est continue et strictement décroissante

~ k
fi) = fzm < 0). On applique le Théoréme de la bijec-
k=1

tion continue sur chaque intervalle.

o Sur |1, +o00[

li n(t) = t k=1)et li n(t) = 0 < 1. Par le théo-
talinl‘*'f() +oo (terme )et_}lgloof() ar le théo

réme de la bijection continue, F,, a exactement une solution.

o Sur |—k,—(k — 1)[ pour k € [2,n]

lim f,(t) = 400 (terme k : k+t — 0T) et  lim  f,(t) = —o0
t——kt t——(k—1)—

(terme k—1: (k—1)4+t — 07). Par le théoréme de la bijection continue,
FE,, a exactement une solution.

D’apres 3.(a), E,, admet 14 (n—1) = n solutions réelles distinctes. Ainsi,
An € M, (R) est une matrice de taille n admettant n valeurs propres
distinctes, donc par la condition suffisante de diagonalisabilité

‘An est diagonalisable ‘

Pourt € |-2,—1[,onan+1+t>n—12>1>0, donc
n+1
nt1(t) — fn(t) = ——— > 0.
Faa ()~ Falt) = 2

En particulier fn+1()‘n) > fn(An) =1= fn+1()‘n+1)' Puisque fr 11 est
strictement décroissante sur |—2, —1[, on conclut

A < )\n+1~

(On peut raisonner par ’absurde si nécessaire)

‘la suite (Ay,) est strictement croissante. ‘

(An) est croissante et majorée par —1 (car par définition )\, €
]—2, —1[), donc :

‘Elle converge vers un réel £ € -2, —1]. ‘

e Si ¢ €]—2,—1] : la suite croissante (\,,) converge vers ¢, donc A, < ¢
pour tout n. La décroissance de f,, donne alors :

[ £a(6) < Falln) = 1.]
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e Soit A€ |-2, —1] fixe.

Le terme général de la série vérifie
& ]; kA

k 1

k—4o00
k+A 1+M\k 7

donc la série diverge grossiérement, donc :

&k
L D s

° Finalement, si £ € |—2,—1[, on aurait :

D’une part, d’aprés ce qui précéde, en prenant A = ¢, on a :

ne f(Y) = Ho0
D’autre part fn( ) < 1 pour tout n d’aprés 4.b), contradiction !
Donc ¢ ¢ |—2, —1[, et comme ¢ € |—2, —1] (par conservation des inégali-
tés dans une hmlte) :

"1
Notons H,, = —.
2

ePour k£ > 1 : par quantité conjuguée, on a :

2 2 1 1
(V- VET) = s 2 s T 0

e F'n sommant de k =1 & n et en utilisant le télescopage :

2
< —= — 0, et par le théoréme d’encadrement :

o Vn

nEIJIrloc n Z ko

1

14+,

Pour k >3 et A, €]-2,—1[,onak+ X\, € |k —2,k —1[, dou
k < k < k
k=1 " k+X, k-2
En écrivant L*1+ ! et i =1+ et en sommant de
S P L P A S A
k=3an:
n—3+( n— 1—1 TL—2)+2Hn2
Or fn(An) =1 s’écrit :
1
1+/\n_ 2+/\ Zk+)\

Le terme 1— est borné (car A,, - —1 donc 2+ \,, — 1). Les enca-

+ An
drements de la somme, divisés par —n, donnent deux suites toutes deux

de limite 1 (en utilisant H,,/n — 0). Par le théoréme d’encadrement :

. . 1
~  —n, puis par passage a l'inverse : A+l ~ ——.
n—-+4oo n——+o0o n
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Z1
. Soit X = # (0) un vecteur propre de A,, pour la valeur propre A

Tn

Puisque le coefficient (i,j) de A, vaut j pour i # j et 0 pour ¢ = j, on a :

(AnX); = ijj = ijj —ix;.
i=1

J#i
——

notée S
L’équation A, X = AX s’écrit donc, pour tout ¢ € [1,n] :

() S=(\+i)z;

. SiS=0

: (%) donne (A + i)x; = 0 pour tout . Si A # —i pour tout 7, alors tous les
x; sont nuls : contradiction avec X # 0. Sinon, A = —iy pour un certain g,
et ; = 0 pour j # ig. Alors S = igz;, = 0 impose z;, = 0 (car ig > 1) :
contradiction. Donc S # 0.

. SiS#0

. En substituant dans la
A+

: (%) impose A + i # 0 pour tout 4, et z; =
définition de S :

S=Nja =85S I

Puisque S # 0, on obtient Z =1 : X est solution de FE,,.

e Réciproquement, si A est bOhlthIl de E,, (donc A\ ¢ {—1,...,—n}), le vec-
teur
1
A+1
X — .
n
A+n
n .
est non nul, et vérifie Z L = 1 par hypothése, et un calcul immédiat
j=1

montre A, X = \X.
Les valeurs propres de A,, sont exactement les solutions de E,,.

10

Exercice 3
1.

f est continue sur | — 0o, 1] et 1, +oo[.Elle est positive sur tout R. Elle est

+oo
également nulle sur | — oo, 1]. Il suffit donc de vérifier que / f est conver-
1

“+oo
gente, avec / f=1L
1

Soit donc > 1. On a

[ - / s |-,

X r—+00

La fonction f est donc bien une densité.
On note F' la fonction de répartition de X. Par définition, on sait que

:/ f VzeR

Or, on voit directement sur la densité que
Supp(X) =]1, +oo]

donc on peut dire immédiatement que
F(z)=0 Va1

Comme f est nulle sur | — oo, 1], on a de plus, pour tout = > 1 :

F(/

Conclusion :
0
F =
() {1 L
x

1
/ —dt—l—— (cf gst 1)

sizx<1
sixz>1
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11 suffit de voir que les deux variables ont la méme fonction de répartition.

Tout d’abord, on note que v/1 — U €]0,1[ et donc que
Supp(V) =]1, +ool= Supp(X)

Elles ont donc méme fonction de répartition nulle sur | — oo; 1].
Ensuite, soit x > 1. On a

1
<¢1—U x)
= P(\/l—U}l) car v1—-U >0
T

2

= P(Ugl—g)
x

Or, comme x > 1, on a

- rfi-us

1
g

€ [0;1], de méme pour 1 — 25 € [0;1] et donc

Les varables V et X ont donc méme loi.
C’est trés rapide :

N N

as rd
as rd

import random
import random

def simul_V():
U=rd.random ()
return(1/np.sqrt(1-U))

1
) car 1 —U > 0 et la fct carrée est bij croissante sur R |
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° Variance :

+oo
f étant nulle sur | — oo, 1], X admet une variance ssi / |2%| f(z)dx =
1

+oo
/ —dx est convergente, ce qui (d’aprés le cours) n’est pas le cas.
1 x

Ainsi,
‘X n’admet pas de variance. ‘
° Espérance :
“+o0
f étant nulle sur | — oo, 1], X admet une espérance ssi / || f(z)dx =
1

+oo
/ — dx est convergente, ce qui est le cas. (& faire). Dans ce cas, la fonc-
x

tion dans lintégrale étant positive, la valeur de l'intégrale est la méme que
celle potentiellement calculée de I'intégrale ci-dessus. Ainsi, aprés calcul,

E[X] =2

L’espérance étant, d’aprés la loi faible, approchée par la moyenne empirique
sur un grand nombre de réalisation, le programme suivant permet de donner
une approximation de E[X] :

w N =

def esperance():

N=1000 # on simule N fois 1l’expérience
# on rend la moyenne empirique qui approche 1°
espérance

return(np.mean([simul_V () for in range(N)]))

et un essai rend par exemple 1.97361995776846~ 2, ceci a donc tendance &
confirmer ce qui est annoncé.
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6. a) On note que b) e Si z fixé strictement positif,

1
Supp(Ty) C [\/ﬁ’ +oo[ quand n — +00, comme \/ﬁ m 0, il existe forcément un ng tel que
) ) . onazx > f pour tout n > ng. Ainsi,
Si on note Fr, la fonction de répartition de T},, on a alors

n
1 . <= T 1
Fr,(z)=0 Vo< = ngrfoo Pl < @) nEIJIrloo (1 nx2>
vn
Si maintenant z > ﬁ . Or, par stricte positivité de 1 — na:27 on a

1— L — enln(lfﬁ)
nx?

Fr (x) = P(T,<z)= P(rnax(Xl7 X)) <Vn-x)
— P(Xi<i-a,. <) Mais comme W —> 0, on sait que
= P(X<+Vn-2)" par mdependance et méme loi que X 1 1 1
1 n nln (1—2> —njz—ﬁ
= F(\/ﬁw):(l—z) na nw x
ne
D’ou
En conclusion, lirf P(T,<z)=e =%
n—-—+0o0
0 siz< L o Siz<0
FTn (.’E) = 1 \(
11— Sl$>ﬁ , pour tout n € N*, onax<fA1n51

lim P(T,<z)= lim 0=0

n—-+oo n—-+oo

D’ou

e =2 sizx>0

i <
G(x){o ) siz <0

c) Dans ce cas, on sait que la densité g de G est la dérivée de sa fonction de
répartition. Il suffit donc de dériver G pour obtenir la formule annoncée.
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d)

Etant donné que Supp(T) = [0,4o00[, T admet une espérance ssi
+oo “+oo

I= / |x|g(x)dx = xg(x)dx est convergente. On observe que

0 0
la valeur de cette intégrale sera également celle de son espérance.

Or,
+oo
2
I= / —Qe_w%dx
1 ./L'

Le changement de variable généralisé avec x = % qui est C! et bijectif sur

Iintervalle ouvert considéré nous donne dx = —u—gdu et le changement
de bornes :

z| 0 |+4o0

U | +00 0

13

Ainsi, sous réserve de convergence de 'une des deux intégrales, on aura

_ 0 2 —u? i _ +ee —u?
I= 2u“e 2du = 2¢ " du
“+o00 U 0

mais cette intégrale est connue dans le cours. Elle est convergente (donc
E[T] existe) et on a

E[T] = v/
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EXERCICES SANS PREPARATION

Exercice du sujet 1

On appelle vecteurs creux des vecteurs de trés grande dimension, dont la grande
majorité des coordonnées sont nulles. Pour coder un vecteur creux, on utilise
une liste de deux listes, celle de ses coordonnées non nulles et celle des indices
correspondants triée par ordre croissant, suivies de la taille du vecteur.
Ainsi, le vecteur de RY (1,0,3,0,0,0,0,—1,0) est représenté par
[01,3,-11,[0,2,71,9]. Les vecteurs usuels sont, eux, codés par des vec-
teurs numpy.
1. Ecrire une fonction coder renvoyant la représentation creuse d’un
vecteur. Ecrire une fonction decoder faisant le travail inverse.
Par exemple : coder([1,0,3,0,0,0,0,-1,0]) doit renvoyer [[1,3,-1
1,00,2,7]1,9]; decoder([[1,3,-1 1,[0,2,7]1,9]) doit renvoyer
[1,0,3,0,0,0,0,-1,0]

Pour de tels vecteurs, il serait trop cofiteux, tant en temps qu’en mémoire,
d’écrire toutes les coordonnées nulles et de calculer comme habituellement
dans R™. C’est pourquoi on utilise le codage de la question précédente.

2.  Ecrire une fonction prod_scal(V1,V2) prenant en argument deux vec-
teurs creux appartenant au méme espace R", codés comme dans la
premiére question et qui calcule leur produit scalaire.

Il n’est pas autorisé de repasser par la forme usuelle en décodant V1 et
V2.

Exercice du sujet 2

1. On considére des listes non vides ne contenant que 1 ou 2 valeurs diffé-
rentes.
Par exemple [“‘Marwa’, ‘Admbre’, ‘Marwa’, ‘Amdbre’, ‘Ambre’].
Ecrire, en langage Python, une fonction nommé electioni(L) qui
prend en entrée une liste L de cette forme et qui renvoie I’élément qui
est majoritaire. La fonction doit renvoyer None en cas d’égalité.

2. On considére maintenant des listes non-vides, mais pouvant contenir
plus de 2 valeurs différentes.

Par exemple [‘0livia’, ‘Gita’, ‘Mathys’, ‘Olivia’,
‘Mathys’].

La liste représente une urne, et on veut savoir qui a obtenu le plus de
VOiX.

Ecrire, en lagage Python, une fonction nommeée election2(L) qui
prend une liste ayant cette forme et qui renvoie la liste des personnes
ayant obtenu le maximum de voix (la liste contient plusieurs personnes
en cas d’égalité).

Sur la liste donnée en exemple, la fonction doit renvoyer [“0livia’,
‘Mathys’] ou [‘Mathys’, ‘Olivia’] car Olivia et Mathys sont ex-
aeqo avec deux voix chacun.

Exercice du sujet 3

A partir d’une séquence de nucléotides, on souhaite obtenir ’ensemble de toutes
les chaines qui se répétent de maniére consécutive ainsi que leur position de
départ. (position 0 = début de la séquence.)
Exemple :

séquence : TACG ACG ATACG :

2 répétitions successives de la chaine ACG (et non 31!)

On dit que ACG est une chaine périodique de longueur 3 (3 éléments), de période
2 (nombre de répétitions successives) et de position 1.

On admet que la longueur mazximale d’une chaine dans une séquence de longueur
n ne peut excéder 3.
1. Ecrire une fonction repetitions d’arguments (seq,pos,long) (pour
(séquence,position,longueur)), qui rend :
- [1 §’il n’y a pas de chaine répétitive a cet emplacement
- la liste [chaine,période] sinon.
Par exemple : Avec la séquence TACG ACG ACG ATACG :
e pour pos=1 et long=3, la fonction doit rendre [*ACG’,3]
e pour pos=4 et long=3, la fonction doit rendre [?ACG’,2].
2. En déduire une fonction chaines(sequence,long) qui rend la liste
des listes [chaine, position, periode] de longueur long dans la sé-
quence. (On ne se préoccupera pas des éventuelles répétitions de chaine).

Exemple : Pour la séquence de démarrage TACG ACG ATACG, on ob-
tiendra [[?ACG’, 1, 2], [’CGA’, 2, 2]].:




