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Exercice 1. d’apres Ecricome 2008
A tout couple (a, b) de deux réels, on associe la matrice M (a, b) définie

a+2b -b -2b
-b b a+3b

M(a,b)=( 2b a-b —4b

On désigne par E 'ensemble des matrices M(a, b) ou a et b décrivent R. Ainsi :

E={M(a,b)/ (a,b) € R*}

2 -1 =2
On note I la matrice identité M (1,0) et A la matrice suivante : ( 2 -1 —4)
-1 1 3

1. Comme M (a, b) = al+ bA on adonc| E =Vect(I,A).

Donc E est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel .45 (R).

2. Lafamille (I,A) est libre car A et I sont deux matrices non proportionnelles,
et elle est génératrice.

Conclusion :| (I,A) est une base de E et dim (E) =2

3. On vérifie en cherchant en méme temps les sous-espaces propres associés.
x
On cherche donc X non nul, X = ( vy ), telque: (A—2DX=0.
z

( x) { -y—2z=0 { y=-2z y=—2z
A=-2D| ¥ |=0<==4 2x-3y-4z=0 << 2x+2z=0 <=>{ =2z
z -Xx+y+z=0 -x-z=0

Les solutions ne sont pas toutes nulles donc 2 est valeur propre associé au sous espace

ol )

1

-1

et| dim(Ey) =1.

X
On cherche X non nul, X = ( vy ), telque: (A—-DX=0.
z

z -x+y+2z=0
On a trouvé un vecteur non nul X, solution.

1\ (2
Donc 1 est valeur propre associé au sous espace propre| E; = Vect ((1) , (0) )
0

1\ (2
((1) , (0)) sont deux vecteurs non proportionnels donc forment une famille libre. ((
0 1

base de E;.

dim (E) =2.

propre

La famille génératrice (( 2 )) est formée d’'un seul vecteur non nul, est donc libre. Donc c’est une base de E;
X x—-y—2z=0 X=y+2z 1 2
A-D] y |=0=1{ 2x-2y-4z=0 <= 0=0 —X=x| 1 |+z| 0 |,x,zréels.
0=0 0 1

1 2
1],]/0] | est donc une
0 1
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1 1 2
4. La famille constituée des bases des sous-espaces propres : (( 2 ) , (1) , (0)) est une famille libre de ./ ; (R).
-1 0 1
Comme elle est constituée de trois vecteurs de .43 1 (R) qui est de dimension 3, on en déduit que cette famille
de vecteurs propres est une base de .43 (R).

IIn'y a donc pas d’autres valeurs propres et| A est donc diagonalisable.

5. Pour avoir 2 en premiere colonne de D, il faut placer un vecteur propre associé a 2 en premieére position.
1
Eton a bien 1 sur la diagonale de P, avec (( 2 )) qui est une base de E,.
-1
La concaténation des bases des sous espaces propres forme une base de .#3,1 (R).

1 1 2
(( 2 ) , (1) , (0)) est une base de vecteurs propres et d’apres la formule de changement de base on a
-1 0 1

D=P AP avec

o onnN
o = O

)
Il
—_—

On calcule P~! par réduite de Gauss :

1 1 2 1 00 1 1 2)L+L, (1 0 0
2 1 0| L,-2L; [0 1 0|0 -1 -4| -L, |-2 1 0
-1 0 1) Ls+L; \0 0 1 0 1 3) I+, {1 0 1

1 0 -2y Li-2L3 (-1 1 0O 1 0 0\ Lj-2Ls (1 -1 -2
=0 1 4| Ly+4L;3 |2 -1 o|=|0 1 of Ly+41; |-2 3 4
0 0 -1) -Ly \-1 1 1 0 0 1

(et on pense bien a vérifier que P Pl=1)

1 -1 -2
Conclusion:| P71=|-2 3 4
1 -1 -1

6. OnaM (a,b) = al + bA alors D (a,b) =P~ ! (al+ bA)P = est bien diagonale.

7. Comme P et P~! sont inversibles, M (g, b) est inversible si et seulement si D (a, b) 1’est.
La diagonale de D (a, b) est (a+2b,a+ b,a+ b).
Donc D(a, b) est inversible si et seulementsi a+2b#0eta+ b #0.

M (a, b) inversible si et seulementsia+2b#0eta+b#0

8. Ona

M(a,b)> =1 <> [PD(a,b)P~!]* =1 < PD(a,b)P"'PD(q,h)P~! =1 < PD(a,b)*P~! =1 <> D(a,b)? =
P lIP=1

Conclusion :| M(a,b)?> =1< D(a,b)*> =1L

(a+2b)? 0 0
OrD(a,b)? = 0 (a+ b)? 0 doncD(a,b)?=1<a+2b=+leta+b=+1
0 0 (a+ b)?

Ce qui donne quatre systémes :

(1){ at2b=1 <=>L1—L2—>L1{ Z:(l)

a+b=1 =
of iy o 2
o Tt =1 s
(4){ 6;1215) _ —_11 ‘:’{ ab:—ol

Conclusion : | Les 4 matrices sont donc M (1,0), M (-3,2), M(3,-2) et M(-1,0).
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Exercice 2.
fp(x)=1+In(x+ p)

() = 2 f,(x) (famille de fonctions de la variable

On considere la fonction suivante : pour p € N*,{
réelle x).
On note (Cy) la courbe représentative de la fonction f,.

1. Etude d'une suite (ap) .-

(@ Onah,(x)=x—f,(x)=x—-1-In(x+p).
hy, est continue et dérivable sur |- p, +oo[ comme somme et composée de fonctions usuelles continues

et dérivables sur |—p, +oo|.
1 x+p-1

h;g (x)=1- etcomme p = 1, h;, >0 sur ]0, +oo[. Donc h, est strictement croissante sur
xX+p X+p
10, +ool.
1 1 In(1+p/x
En+oco: hy(x)=x—1-In(x+p)=x—-1-In(x(1+p/x)) = x(l— —— n)(CX) _In( xp ) — +00 (par
X

croissances comparées et par produit des limites)
hp(0)=-1-In(p) <0car peN*.
Donc hy, est continue et strictement croissante sur ]0, +oo[, donc d’apres le théoreme de la bijection, k),

est bijective de ]0, +oo[ dans ] hp(0), lim hy(x) [ =]-1-1In(p), +ool.

Et comme 0 appartient a ] — 1 — In(p),+ool (car h,(0) < 0), I'équation

hy (x) = 0 a une unique solution ay, sur ]0, +ool.

Comme hy(x) =0« fp(x) = x,| Léquation f, (x) = x admet donc une unique solution a, sur ]0, +ool.

(b) On a fps1(x) = 1+1In(x+p+1) donc fps1(0ps1) = 1+In(apsr +p+1) = apy1, ainsi ap -1 =
In(otps1 +p+1).

D’out: hy (&ps1) = 0ps1 —1—In(aps1 + p) =In(ap1 + p+1) —In(ap+1 + p).
Et comme ap41 + p+1 >y + p alors par stricte croissance de la fonction logarithme,

In(atps1+p+1)>In(ays +p)etdonc| hy(ape1) >0 |

On adonc hy, ((xp+1) >0=nh, ((x,,) et comme la fonction h,, est strictement croissante sur ]0, +oo[ et que

ap et ap.) en sont éléments, ona:| op41 > Ap.

Par conséquent, la suite () .. st croissante.

(c) Plusieurs méthodes:
Premiere méthode :
Onaap = fylap) =1+In(p +ap), o1, In(p + ap) = In(p) car ap > 0 et la fonction In strictement croissante

sur R}. Donc| a, =1+In(p) |

Deuxiéme méthode :

On a montré d’aprés la premiére question que o > 0.

De plus, f, est continue et dérivable sur R, etona f'(x) = ﬁ >0 surR;.
Ainsi, f est strictement croissante sur R..

De a, > 0 on en déduit par stricte croissance de f, que fp(ap) > f,(0).

Or fp(ap) = ap et f,(0) = 1+1n p, par conséquent :

ap=1+In(p) |

Troisieme méthode :
On compare les images par hy, :

hy(ay)=0eth,(1+In(p))=1+In(p)-1-In(p+1+In(p)) =In(p)-In(p+1+In(p))
etcomme p+1+In(p) > palorsin(p) <In(p+1+In(p)) et h, (1+In(p)) <0=hp(ap).
Comme hp strictement croissante sur ]0, +oo[ et que a et ap+1 en sont éléments,on a:

ap=1+In(p) |

Enfin, par théoréme de minoration, comme lirP Inp = +oc0, on en déduit la limite de la suite :
p—+oo

lim ay = +oo.
p—+oo

2. Etude de la fonction fi.
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(@ Ona fi(x)=1+In(1+x).
Vx> -1,1+x>0.Donc fj est définie, continue, dérivable sur ] -1, +co[ comme somme et composée de

fonctions continues et dérivables sur| ]—1, +ool.

(b) ParleDLal'ordre2deIln(1+x)enOona:In(l+x)=x— %2 + x%€ (x) avec £ (x) — 0 quand x — 0.

DoncleDLalordre2en0Ode fiest:| fi(x)=1+x— %xz + x%¢ (x) avece(x) — 0 quand x — 0.

Le DL al'ordre 1 en 0 de f; est d’aprés le cours de premiére année :

f1(x) =1+ x+ xe(x) avec € (x) — 0 quand x — 0.

(c) La tangente en 0 a pour équation : | y=1+x.| (on la calcule avec la formule habituelle :

y = f(0)(x—0) + f(0) ou on utilise le DL précédent.) On utilise le fait que f; est concave
(sa dérivée seconde est négative) donc C; est située en dessous de ses tangentes. Conclusion :

C; est en dessous de sa tangente au voisinage de 0.

(d) Limites en +o0:
xllrpm fix)= par composée de limites.

1 1
ho —(1+ln(x 1+_)))
X X X
1 1 In(1+1
= n 1+ + (+5)
X In (x) In (x)
e 12
car 9 _, 0 par croissance comparée et lim ! =0et In(l++) = 0 par produit de limites
¥ xdoo P P x—+00 [n (x) In(x) parp )

(¢) import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
def f(x,p)

y=1+np.log(x+p)

return y
x=np.linspace(-0.9,9,100)
plt.plot(x,f(x,1),label="£1")
plt.plot(x,f(x,np.e),label="fe")
plt.plot(x,x+1,label="tangente en 0")
plt.legend ()
plt.grid )
plt.axis(’equal’)

plt.show()

3. Valeur approchée de a; .
On admet que le réel a; appartient a intervalle [1,3].
Upg = 1

On définit la suite (1) ,en par { VReEN: s = fi (1)

(a) Auvude la question d’apres il vaut mieux prouvé que u, € [1,3].
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n: u, [1,3].
Initialisation : Pour n=0:uy=1[1,3].
Hérédité : soit n € N tel que u,[1,3].
On a fj qui est strictement croissante sur [1 + oo[ comme composée de fonctions strictement croissante
sur [1+ool.
Alors par HR, fi(3) = fi(up) =2 fi() =1+In(2) =1 et f1(3) =1+Ind4d <3 carln2 <1 (et u, et 1 sont
éléments de [1 + oo[.) donc u,+1 € [1,3].
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Conclusion :| pour tout neN: u, €[1,3].

(b) Ona:
- f1 est continue et dérivable sur [1, +oo].
1 1
-fi(x) = T3 =5 Pour tout x € [1, +oo[. Donc | f] (x)| < 1 sur [1, +ool.
X

-pourtout neN: u, €[1,3] eta; € [1,3], donc d’apres I'inégalité des accroissements finis appliquée a f
entre u, et ; on a pour tout entier naturel n :

1 1
Ifi(uyn) = fila)] = Elun—oql ou encore |uy1 — 1| < Elun—oql *

2 n-1
Montrons par récurrence que pour tout n € N: [u, —oq| < (3)" .

PournzOonaluo—oql:oq—lsZ:(%)_1 car o € [1,3]
n-1
Soit n e Ntel que |u, — o] < (5) .

1
On ad’apres () que : |up+1 — Q1| < 5'”" —aql.
Puis par hypothese de récurrence :

1 1 n-1 1 n+1-1
|un+1_0‘1|55-(5) D'oﬂzlun+1—a1|5(§)

. n-1
Conclusion : | pourtout n€N:|u, —a;| < (3)" .

n-1
(c) Si (5) <10~* alors |u, — 1| = 107%. Donc on cherche un entier n tel que :

n-1
(5) <10 < (n-1)In(3) < -4In(10) < (n—1) 24In(10)/In(2) < n=1+4In(10)/In(2)

qui est réalisé pour la partie entiere plus 1.

Conclusion : en prenant| ng=[1+4In(10)/In(2)] + 1, la condition est réalisée.

(d) import numpy as np
n0=int (np.floor (1+4*np.log(10) /np.log(2))+1)
u=1
for n in range(n0+1)
u=1+np.log(1+u)

print (n0,u)

Exercice 3. Ecricome 2006
E désigne I'espace des fonctions polynomes a coefficients réels, dont le degré est inférieur ou égal a 'entier naturel
2.

Partie I : Etude d’'un endomorphisme de E.

On considére I'application f qui, a tout élément P de E, associe la fonction polynéme Q telle que :
pour tout x réel : Qx)=(x-1DP' (x)+P(x)
et B = (Py,P1,P,) la base canonique de E définie par :
pour tout réel x : Po(x)=1,P; (x) =xetPy(x) = x°

1. On peut faire par étape :
f est définie sur E car toute fonction polynéme est dérivable.
Soit P est un polynéme de degré inférieur ou égal a 2.
P’ sera de degré inférieur ou égal a 1. et x — (x— 1) P’ (x) + P (x) sera un polynome de degré inférieur ou égal a
2.

Donc| f estune application de E dans E.

Pour la linéarité :
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Soient P et R de E et a réel, on a par linéarité de la dérivation :

(x=1 (@P+R) (x) + (P +R) (x)
(x-DaP () +1-x)R (x)+aP (x) +R(x)
af P)(x)+ fR)(x)

f@P+R)(x)

Donc f (aP +R) =af (P) (x) + f (R) (x)

Conclusion :| f estun endomorphisme de E

On peut aussi faire :
Soit PeE:P(x) = a+ bx + cx?
Alors f (P) est définie et f (P) (x) = (x—1) (b+2cx) + a+bx+cx*>=a—b+ (2b—2c¢) x + 3cx?
Donc f (P) est un polynéme de E.

2. On calcule les images des vecteurs de la base canonique, et leurs coordonnées.
P(x) =1alors P’ (x) =0et f (P) (x) =P (x) =1 (coordonnées (1,0,0) )
P(x)=xalorsP'(x)=1et f(P) (x) =(x—1)+x=2x—1 (coordonnées (-1,2,0) )
P (x) = x? alors P’ (x) = 2x et f (P) (x) = (x — 1) 2x + x*> = 3x? — 2x (coordonnées (0,—2,3) )
Donc la matrice A de f dans %3, est :

3. La matrice de f étant triangulaire supérieure avec aucun zéro sur la diagonale, A est inversible et donc f est
bijective.

f étant un endomorphisme bijectif de E, c’est un automorphisme de E.

4. Comme A est triangulaire, ses valeurs propres sont sur la diagonale.

Conclusion :| les valeurs propres de A sont donc 1, 2 et 3.

Comme A a trois valeurs propres distinctes, les sous-espaces propres associés a ces trois valeurs propres seront
chacun de dimension 1 forcément.

Donc la concaténation des bases de ces sous-espaces propres forme une famille libre de .#3; (R) composée
de 3 vecteurs de .43, (R) qui est de dimension 3. Donc cette famille est une base de vecteurs propres de A,

d’ou d’apres le cours: | A est diagonalisable.

5. Ona
pour tout réel x : R{) (x)=0, R’1 (x)=1etRy(x)=2(x—-1)
donc
fRX) = 0+1=1
fRDM@® = x-1D+x-1=2(x-1)

fR2) () (x-1D2x-D+x-1D%*=3x-12

Conclusion :| f(Ro) =Ro:fR1)=2R;:f[R2)=3R2

6. Montrons que la famille 9’ est une base de E.
Cette famille est composée de trois vecteurs de E et dim(E) = 3, il suffit donc de montrer qu’ils forment une
famille libre de E.
On résout I'équation aRg(x) + PRy (x) + YR2(x) =0
Soit:a—p+(P-2y)x+yx*>=0
D’ou1 par principe d’indentification des coefficients :
Onobtient:a=p=2yety=0dou:a=p=y=0.
Donc la famille est libre donc :

Conclusion :| 98' = (Rg,R1,R>) est une base de E.

On a leurs coordonnées dans la base canonique :
Rg (x) = 1: coordonnées (1,0,0)
Rg (x) = x—1: coordonnées (—1,1,0)

Ry (x) = (x—1)2 = x2—2x=1: coordonnées (1,-2,1)
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Donc la matrice de passage P de la base canonique a la base %’ est :

1 -1 1
P=10 1 -2
0 0 1

Etla matrice de f dans %’ s’obtient grace a la question 5) :

1 00
D=|0 2 0
0 0 3
7. On vérifie pour tout réel x :
Rox+2R (1) +Ro(x) = x(x—-1?+2(x-1+1=x*=P,(x)

Ri(x) +Rg (x)

x-D+1=P1 (%)

Donc P, a pour coordonnées (1,2,1) dans %’
P; a pour coordonnées (1, 1,0) et enfin Py = Rg a pour coordonnés (1,0,0) dans %’
Donc la matrice de passage de 9’ dans 2 est

pl=

[ R R
O~
—_ DN

(ce que 'on peut vérifier en calculant le produit P~'P =1)

8. Laformule de changement de base donne alors A= PDP~! et| A = (P~!)"' D~1pL,

N.B.: (AB)"! =B~!A~!, I'ordre du produit s’'inverse!
On a alors par récurrence
— Pourn=0:P [D’l]OP*1 =I=A°
— Soit n € N tel que [A—l]” ) [D_l]nP‘l
alors [A™']"*' =A[A~1]" =PDP~'P[D!]"P~' =P [D"!]"*' P!

Conclusion : | pour tout entier n: [A7']" =P [D~!]"P~!

la troisieme colonne de la matrice [A‘1 ] " est issue du produit par la troisieme colonne de P~!.
On connait les puissance de D car D est diagonale.

o1 ™ 0 0 1
(A" = pDY"| ... 2 |=P| 0 2" 0
0o o0 37 1
1 -1 1 1
= o 1 -2 2.27"
0 1 37"
1-2-27"+37"
= \. 2.27M-2.377
37n

Partie II : Suite d’épreuves aléatoires.
On dispose d'une urne qui contient trois boules numérotées de 0 a 2.
On s’intéresse a une suite d’épreuves définies de la maniére suivante :
— La premiere épreuve consiste a choisir au hasard une boule dans cette urne.

— Si j est le numéro de la boule tirée, on enléve de 'urne toutes les boules dont le numéro est strictement
supérieur a j, le tirage suivant se faisant alors dans I'urne ne contenant plus que les boules numérotées de 0 a
j-
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On consideére alors la variable aléatoire réelle Xy égale au numéro de la boule obtenue a la feme épreuve (k = 0)
On note alors U la matrice unicolonne définie par :

P Xy =0]
Uer=| PXr=1]
P[X; =2]
ot P[X; = j| estla probabilité de tirer la boule numéro j ala k® épreuve.
On convient de définir la matrice Uy par :
0
Up =
1
1. Les valeurs possibles de X, sont {0, 1,2}.
On utilise le SCE (X; = k) kejj0,2; et la formule des probabilités totales :

— PX2=0)=PX; =0)Px,=0)X2=0)+PX; =1)Px,=1) X2 = 0) + P(X; = 2)P(x,=2) X2 = 0).
Or, PXy =2)Px,=2X2 =0) = %% car quand on a tiré 2, il reste 0,1,2 pour le second tirage.

(=]

PX;=1)Px,=1)X2=0) = %% car quand on a tiré 1, il reste 0,2 pour le second tirage.

PXj=0)Px,-0)X2=0) = %.1 car quand on a tiré 0, il reste 0 pour le second tirage.
DoncP(X, =0) = %.

—_— de méme ona: P(X2 = 1) = P(Xl = O)P(Xlz()) (X2 = 1) +P(X1 = I)P(Xlzl)(XZ = 1) +P(X1 = Z)P(Xlzz) (Xg = 1)
On remarque que pour avoir 1 au second, il doit étre encore dans I'urne. Il faut donc avoir tiré 1 ou plus
au premier.

Donc: P(Xp = 0)P(x, =Xz = 1) = 3.1.
PX; =1)Px,=yXz=1) = }.3.

P(X; = 0)Px,=0) (X2 = 1) = 0.
DoncP(Xp=1) = .

— Enfin P(Xg =2)= P(X1 = O)P(X1:O) (Xz = 2) +P(X1 = 1)P(X1:1)(X2 =2)+ P(X1 = Z)P(Xlzz) (Xg =2).
Cela ne peut se produire que sil’on a tiré 2 au premier tirage et 2 au second.

dOnCP(X2 = 2) :P(Xl = Z)P(X1=2)(X2 = 2) = %% = %

i 0] 172
PXo=1) | 15 | 55 | 3 1
PXo=0) | 0 [ % |5 |EX)=73

Conclusion : | E(X3) = %

2. Xg =0,Xf =1,X; =2) forme un systéme complet d’événements donc d’apres la FPT :

PXi:1=0) = Px,=0Xp41=0)PXg=0)+Px,=1 Xg+1 =0)PXg=1)
+Px =2 Xg+1 =0)P X =2)
1 1
= LP(X=0)+ 5 P =1+ .P(X; =2) etde méme
1 1
PXge1=1) = 0PXp=0)+ E.P(Xk =1+ g-P(Xk =2)
1
PXp1=2) = OP(x=0)+0.PXp=1)+ P(X;=2)

On a donc

1 1/2 1/3
U =| 0 1/2 1/3 |U
0 0 1/3

et on vérifie que cette matrice A’ est I'inverse de A en calculant leur produit :

1 1/2 1/3 1 -1 0 1 00
Al A= 0 1/2 1/3 0 2 -2 1]=1010
0 0 1/3 0 0 3 0 0 1

Conclusion :| pour tout ke N: Uy, = A~'Ug
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3. On montre alors par récurrence immédiate que : (a faire vous méme)

Conclusion : | Ui = [A71]*U,.

4. Compléter le programme python, afin qu’il affiche P(X;o = 0).

import numpy as np

A=np.array( [ [1, -1, 0] ,[0 ,0 ,-2] ,[0, O, 3]1)
B=al.inv(A)

U=np.array([[0], [0], [1]])

for i in range(11)

U=np.dot (A,U)

print (U[0])
0
5. CommeUp=| 0 |, (A™!)*Up donne la troisieme colonne de [A~!]* donc
1
2 1
PXe=0] = l-—+— — 1
21" 31 potoo
PXp=1] = 2 2 0
Xe=1 = 27 " 37 noreo
1
PIXp=2 = o = 0

car on a reconnu q" = Oavec-1<g<1
n—+oo
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