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Primitive et Intégration sur un segment

EXERCICE 1: [Indications| |Correction|
f désigne une fonction définie et continue sur un domaine de définition et d’inté-
gration maximal D et F' une primitive de f sur D¢. Remplir le tableau.

Quelques primitives classiques

f(x) F(z) Dy
¢ a# -1 o R
a—+1
1
- In |x| R*
T
el' e.’lf R
a®, a>0,a#1 a R
Ina
sin x —CcosT R
Inx zlnx —x R*
cosT sin x R
tanz —In|cos z| R —{% +nZ}
cotanr = % In | sin x| R—7Z
1 ) x
mzl—&—tan x tan R — {5 + 7Z}
\/ﬁ ln(m + V ]. + xz) R
T
1
——,b>0 In(x + Vb + 22) R
Vb + 22
1
1522 arctan x R
1 a
pranpE a#0 . arctang R
1 1 Tr—a
—_—— 0 — R—{+
x2—a2’a7é % |z+a {a}

EXERCICE 2: |[Indications| |Correction| - Calculer — Fractions rationnelles
Déterminer une primitive réelle des fractions suivantes, en indiquant I’ensemble de
validité :

2 r+1
, TAz+2 4. +
r—1 x? —2x 42
—_ z+1
9. 20 — 1 5. -
2 —z+1 v —x—1
1 2?2+ 3x—1
3. 6 +
x2 —2x +2 22 +2x+1
222 +1
243z +3

EXERCICE 3: |[Indications| [Correction] - Calculer — Polynémes trigonométriques

Déterminer une primitive des fonctions suivantes :
1. cos’z 3. sin®zcosz
2. cosPx 4. sin®zcos?x
EXERCICE 4: [Indications| [Correction| - Calculer — Changements de variables

1. par changement de variable u = Int.

Calcule /e dt
uler —_—
1 tvVInt+1

2. Déterminer une primitive de

1
ViV
. sura:E]f%;g[

cost. dt:/ﬂ/Q sint. gt — T
cost +sint 0 cost +sint 4
dt

V1—t2+t¢

EXERCICE 5: |[Indications| [Correction] Calculer — Mobiliser
Justifier que les fonctions g : R — R suivantes sont de classe C' et exprimer leur

dérivée sans calculer I'intégrale :
2

1. g(x)z/ el dt
2

X
x

2. g(m):/ xt™dt
0
g

3.

3. Déterminer une primitive de

/2
4. a) Montrer que/
0

1
b) En déduire /
0

T
() = / ft+z)dt, on f:R — R est une fonction continue.
0
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EXERCICE 6:

Déterminer les limites des suites de termes généraux ci-dessous

[Indications| [Correction] - Cours — Calculer — Chercher —

n n
1.
k,zz:l TL2 + k2
ul 1
2. >
k=1 Vn? + 2kn
n 1/n
5. (fla+b)
k=1
EXERCICE 7: |[Indications| |[Correction| — Cours — Calculer — Chercher —

En faisant apparaitre une somme de Riemann, déterminer un équivalent simple en
n — +oo de

1. S,=SVk
k=1

n
2. Si= % R

EXERCICE 8: |Indications| |Correction| - Calculer — Chercher — Approximation
par la méthode des rectangles ¥

1. Soit f: [a,b] = R de classe C.
b—anz! k
St (a0,

Montrer que

On pose I,

_ 2
(b—af Vn € N*, ou M = sup|f’|
n [a;b]

b
I/ ft)dt —1I,| < M -

2. Application : déterminer un nombre & un chiffre aprés la virgule qui soit une
valeur approchée de In2 & 0,1 pres.

EXERCICE 9: [Indications| [Correction| - Calculer — Chercher —

Déterminer les limites suivantes :

12 g 3 int
1. lim dt * 3. lim cos (sm) dt
n—+oo J 1+t n—+oo Jq n
1
2. lim cos(nt)t" dt 1 T\
n—rieo Jo 4. lim (1+ 7) dw
n—-4oo 0 n
PR K

Intégrale généralisée

EXERCICE 10: |[Indications| [Correction| -~ Calculer — Cours — Etudier la conver-
gence et calculer si possible les intégrales suivantes :

too gt
1. / _dt
o 1412
+°° T In(¢
2. / et dt 6. / )
0 0 t

“+o0 1
te~ It dt 7. / In(t)dt
0

<x> | “+oo
4. / e =d 8. / In(t)dt
0

EXERCICE 11:

+oo
1. / In (1 +
0

w

[Indications| |Correction| Changement de variable et IPP
1 +°°

) dt / Vi

12

0
1 2 1
In(l—¢
2. / (=) 4 / \—— dt
o 12 0, 1—t
+oo 1
3. ——— dr ;n € 7. dx
/0 (22 +1)" o (e"+ 1)(6 v 41)
N*—ir ¥ ‘ 1
° rarctanx / Kk
4. ———d *
/0 1+ 227 x ‘Int
EXERCICE 12: |[Indications| [Correction| - Chercher — Mobiliser — Déterminer
la nature des intégrales impropres ci-dessous.
jR— 400 s
e = sinx
1. / ——sinx dx 5. / 5 dx
0o T o X
+oo

+oo 3
6. / cos*(x)

el’

0
+oo e~
7. —— cosxdx
0 X

+oo 5
8. / e Inxzdzx
0

EXERCICE 13: [Indications| [Correction| - Chercher — Calculer — *
Soit n € N. On pose

oo du oo u™ du
1:/ o dw aJ:/ S
o (T4+u?)(1+umr) o (T4+u?)(+umr)

Prouver que ces intégrales convergent, qu’elles sont égales et les calculer. (On pourra
penser a faire un changement de variable t = 1/u.)

2. / !
Coo €Tt eT®

—+o0
T
3. —dx
o et — g~

+oo _x —x
4 / efte™®
0

em — e*ﬂ?
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EXERCICE 14: [Indications| [Correction| - Chercher — Calculer — *

/2 /2
En utilisant J = / In(cosx) dz, calculer T = / In(sinx) dz (et J).
0 0

EXERCICE 15: [Indications| [Correction] — Chercher — Mobiliser — Calculer —
Déterminer
1
1. lim —dt
429 Ja?
3x
tant
2. lim [ =t *
z—0 t
x>0 z
3x
tant
3. lim [ Cdt Yo¥e
z=0 /. 12
x>0
EXERCICE 16: [Indications| [Correction| - Mobiliser — Chercher — Comparaison

série-intégrale
Soit f : [0, +o0o[— R continue, positive et décroissante
1. Montrer que, pour tout k € N*, on a

k

k+1
/k fdi<f) < [ f@yar

k-1

o) +oo
2.  Montrer que la série Z f(k) et Vintégrale / f(t) dt sont de méme nature,
k=0 0
avec, en cas de convergence,

o0 400 —+o00
[ sy rm< [ s
1 1 0
3. En cas de convergence, encadrer le reste : Z f(k) alaide d’intégrales de f.
k=n - .
4.  Application : Pour « > 1, donner un équivalent pour n — oo de Z T

k=n

EXERCICE 17: |[Indications| [Correction]
Montrer, a ’aide d’une comparaison série-intégrale, que

1
1. > — diverge
neNs T

. 1 . .
2. lasérie ) — converge si et seulement si a > 1.
neN+ T

+
8

1
3. % < — <2 Remarque : en réalité, cette somme vaut ”Tf ~ 1,645.
n

3
Il
-

Indications

Exercice 2 [Correction]
2. Application directe d’une formule usuelle.

3.  On cherche a exprimer la fonction sous la forme TIa2
u
4. On cherche & décomposer sous la forme d’intégrales connues :
x+1 u e

2 — 20 +2 BRTRRY

Exercice 4  [Correction]
3. On posera le changement de variable u = sin t.
4. a) Onpoura poser un changement de variable affine x = au+b transformant
cos(z) en sin(u).

Exercice 5 [Correction]
1. Ecrire g(x) = F(2z) — F(z?).
3. Faire un changement de variable pour se débarasser du = dans l'intégrale et
se ramener ensuite a la méme technique que dans la question 1.

Exercice 8  [Correction]

2
1
2. 1112:/ —dx
J1 T

Exercice 9 [Correction]

1. Majorer le terme contenu dans l'intégrale avec une suite (indépendante de ¢
mais dépendante de n) et se servir de cette majoration pour majorer l'inté-
grale.

2. Majorer la fonction contenue dans l'intégrale par une autre fonction facile-
ment intégrable (mais dépendant encore de n!)

. z sint . 3
3. Montrer que lim cos| — ) dt = lim 1dt
n—-+oo 0 n n—-+oo 0

c’est-a-dire
'3 sint
lim / ((:os () — 1) dt =0
n——+oo 0 n

On pensera a utiliser 1’égalité des accroissements finis.
) . T\ . .. .
4. Chercher, pour z fixé, lim (1 + 7> puis utiliser la formule des accroisse-
n—+o0 n

ments finis.
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Exercice 11 [Correction]
1. Deux probléemes. On peut essayer une intégration par partie.

2. Deux problémes. On peut essayer une intégration par partie.

3. Chercher une relation entre I,, et I,,_;. En déduire I,

4. On peut essayer une intégration par partie.

6. On fera en sorte de transformer le numérateur en un polynéme par change-
ment de variable.
. Tt—1 ot 1

8. Ecrire dt = / — dt — / — dt. Poser, dans la premiére inté-

Jo nt Jo lnt 0 hlt

grale, u = t2. Pour conclure, utiliser le théoréme des gendarmes.

Exercice 12 [Correction]
8.  On pourra par exemple penser que Inz < z

Exercice 13 [Correction]
On pourra effectuer le changement de variable v = %

Exercice 14 [Correction]
Effectuer un changement de variable affine permettant de transformer cos en sin.

Exercice 15 [Correction]

tant
2. Remarquer que l'intégrale fox — est faussement impropre.

tant
t2
possible frace au théoréme des accroissements finis.

3. On pourra tenter d’encadrer la fonction de la maniére la plus optimale

— Feuille 8:
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FE 8
Exercice 2
1. e Etape 1 : simplification
2?2+ 242 zz—14+1)+x+2 2x + 2
- @ :x+
z—1 r—1 z—1
20c—-1+1)+2 4
= o+ T =g 24 ——
r—1 z—1
e Etape 2 : calcul
2 2 2
/%dmz%—klﬁc—i—ﬂn\x—u Vz e R - {1}
T —

2.  Comme 22 — z + 1 ne s’annule jamais sur R, que ce polynéme est toujours
’

strictement positif et que I'on a une forme -, on a

20 — 1
/ﬁfiz“dlen\xz—x—l—ﬂzln(xQ—x—i—l)

Ve e R

3. Ona
P —224+2=(r—-1)>%+1

Par changement de variable w =t — 1, ( du = dz ) on obtient D’ou

T 1 rz—1 1
/ mdt = / mdu = arctan(m — 1)

INTEGRATION

Solutions

e Etape 1 : simplification

’
u

—
r+1 71 2z — 2 n 2
22—-204+2 2 229242 22—-2x+2
N—————

u

e Etape 1 : calcul

2z — 2
et

2
/ m = 2arctan(m — 1) + C/

De plus, comme 22 — 22 +2 = (x — 1)?2 + 1 > 0 pour tout z € R, on a

(question précédente)

1 1
/#ﬁp”dl‘:§1n|x2—2x+2|+2arctan($_1) Ve eR

z+1 - 12x71+1+ 1
2—z—1  232_gp—1 22—g— -
2wt 3j2 ~ Dot

202 —p—1 a22-—2-—1

z+1 1 3 1
B N e Y S Y I (N S
/xQ—x—lx 2n|x v H_2/x2—a:—1 v

Or,z?—z—1=(z—3%)>—2Dou

2
/z
fL‘Q x ].

/LEl/Q 1 1
_ - u=1xr— -
5
1 U+\/;
5 5
2><\/; u—\/;

1 T — 1+2\/5
= %hl . 1_2\/5
Conclusion :
x4 1 1 3 . |z 15 145
— Y dr=-Inf2* -z -1 1 2 V.
/x2—x—1 v= gt —e |+2\/gnx,1-2¢5 TE TS
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e Etape 1 : simplification
Tout d’abord

a? 43 -1 N z—2
2 +2r+1 24+ 2x+1
ensuite,
r—2  2r+2-2)-2 1 2242 3
224+204+1 22422+ 1 22242241 x2+42x+1

e Etape 2 : calcul :

z? +3x—1 1 1
 dr = Zlnl|z?+22+1] —
/x2+2x+1 x m+2n|x+ x + 1] 3/

Or, 22 + 2z +1=(x+1)?, dou

1 1 1
/x2+29:+1d$_/(x+1)2dx__x+1

1
et de plus, §1n|x2 +2x+1|=In|z+1].

En conclusion,

———dzx
2 4+ 22 +1

22 4+3x -1 3
———dr = 1 1]+ ——
/x2+2z+1 r=ztnjz+ |+x+1

Vo # —1

222 4+ 1 8
/de:2x—3ln(x2+3x+3)+—arctan
x2+3x+3 —_—

V3

>0

2x 4+ 3

V3

Ve eR

Exercice 3

1.

0082 x

e méthode 1 : par PPP :

-
/costcostdt
u=-cost u = —sint
v’ =cost v =sint

D’ou
T xT
/ cos?tdt = [costsint]$+/ sintsint dt
xr
= Cosxsinm+/ 1—cos?tdt
T
= cosxsinx+x—/ cos? tdt

On en déduit que

9 coszrsinx + x
cos“ xdx = —

e méthode 2 : par linéarisation :

9 cos2z +1
cos T = —— ——

D’ou

\/COS3 x:

e Méthode 1 : par linéarisation
eiz +67ia:
2

2 o 2

1 . .
5 581n2x—|—x cosxsinx +x
cos“xdx = =

On utilise cosz = . On obtient

cos® x = i (cos(3z) + 3cos(x))

D’ou

1 3
/cos?’xdx = ﬁsin3x+ Zsin;c

e Méthode 2 : par PPP

/cos3 xdr = % (cos(z)? sin(x) + 2sin(z))

— Feuille 8:
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/sin‘3 T COST :

e Méthode 1 : par linéarisation

3

sin® z cosx = — (—2sin4x + sin 2z)

ool —

D’ou

32 8

. 1 1
/51n3xcosxdx = —cosdxr — — cos2x

e Méthode 2 : par formule usuelle

sin® z cosx = uiu/ ol u =sinz

D’ou

.3 ut sin®
sinxcosxdr = |—| =

/ sin® z cos® z :

e Méthode 1 : par linéarisation

1
sin® x cos® x = 16 (—2sin bz + 2sinx + sin 3z)

D’ou

80 8 48

. 3 9 1 1 1
sin® x cos“ x dr = — cosbxr — — cosx — — cos 3x

e Méthode 2 : par PPP

u=sin’z u = 2sinzcosx
v =sinzcos?zr v= —%cos3x

D’ou

. 1. 2 .
/sm?’:ccosmdx = —g Sln2$C053$ + g sm:ccos4x dx
——

—%)w’w

. 1. 2
/ sin® z cos? x dz = —3 sin? z cos® x — I cos®

Exercice 4
1.

On pose u = Int. u est C* et bijective sur [1,e]. On a

t=¢e"
d’ou
dt = e" du
et
x|1l|e
ul|0|1
/e dt _ /1 du
1 tvInt+1 0 1+u
= [2Vu+1],=2(2-1)
D’ou

©
/1 tVInt+ 1 =2(v2-1)

On pose u = v/t oil ,/~ est une fonction bijective et C! sur |0; o0
On a

dt = 2udu
On a donc
dt Vi
/7 _ / ! oudu
N o
Vit
2
= —d
/ 1+ u? Y
= 2arctan\/i
D’ou
dt
7:2arctan\/f
/x/ﬂx/ﬁ
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3.

On pose u = sint qui est une fonction bijective et C' sur ]—g; 3 [
On a
du = cosx dx

On a alors

1
[at = [
cosT cos?
sint
= / du
1 — sin®( )
sint
- / 1—u2
1 sint 1 1
= = e d
2/ T—u T 17a ™
B 11 14+u
2 T |1-u
D’ou
1 ;
/ dleln 71+s%nt
CcosST 2 1 —sint

™
a) par changement de variables x = 5~ t, on trouve

/”/2 cost dt/ﬂ/z sin ¢ dt
o cost-+sint  J, cost+sint

Ensuite, il suffit de sommer ces deux quantités pour obtenir le résultat.

b) Changement de variable ¢ = sinz.

cost

w/2
/0 \/1—t2+t:/0 cost +sint

=

Exercice

1.

=

9}

g(z) = / et dt
2z

0 z?
= / et dt + / et dt
2x 0

2z z?
- / el dt +
0
Maintenant, ce sont des compositions de fonctions. En effet, si on note F' une

primitive de la fonction exp :

et dt

on a

g(x) = —F(2z) + F(2?)

par somme et compositions de fonctions C', g est donc C!.
De plus, on a

g (x) = —2F(2z)+ 22F'(2?)
—2e%* 4 2w
glx) = / xt"™dt Maintenant, ce sont des multiplications de fonctions.
0 x
= t"dt

0
En effet, si on note F' une primitive de la fonction ¢ — ¢™ :

F(z) = /E t"dt
9(x) = zF(x)

par multiplications de fonctions C!, g est donc C*.
De plus, on a

g'(z) Fz) +«F'(x)

= 2" +na" = (n+1)a"*?
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3. 1l faut se débarrasser du = dans l'intégrale!
On fait un changement de variable...

u=t+x
¢a donne
x 2x
:/O ft+ayat= [ fu)da
Alors o
glx) = f(u)du
- / fluydus [ g du
= - [t [ swau
Si .
0= [ swa
g(z) = —F(z) + F(2x)
g(x) = —F'(x)+2F'(2z)
= —f(z)+2f(2z)
Exercice 6

Rappel : la formule de Riemann : Si f est une fonction continue sur [0; 1], alors

MOECIRE

k=0
de méme
1 & k 1
= )= fat
n n n——+oo 0
k=1
n n 1 n 1 Tr
! ~n dt = arctan1 = —
= n?+ k2 nk§11+(%) n——+o00 fo 1+ arctan 1
2. - =31 o1
kz::1 n? + 2kn f(t) JItor

Exercice 7

n 1k
1. 5, = Vk=nyn- — —
k; vn n kz=:1 n
—_———
oo VEdE
1 37!
Or, Vidt [x;] = g, D’ou
0 2 1,
Sp ~ gn\/ﬁ
n 11 1
_ 1 _
2. Sn_kzl ni2k)® — o, EZ ok 3
- k=1 <1 + )
n
n—oo f02 (14=)3 dt
S| 1 e
Or, / = = -, D’ou
o (1+x) 2(1+x) 3
1
Sn +o0 3n
Exercice 8 )
1. Onnote xzp =a—+ (b— a)ﬁ Vk=0...n— 1, de maniére a avoir
b—a
Tp+1 — T =
Alors,
b xk+1 —a n—1 k
ftdt—1, = / f(a+ b—a)
IRC Z - ’; (b—a)
Tht b—a
> (/ Faa ="t o)
k=0 Tk "
n=1 iz
= > [ o faya
k=0 " Tk

Or, par théoréme des accroissements finis, on a

Vi€ fogianal, [fO) = )l < (@—=p)  suwp o [f(u)] <M
UE[T);Th41]
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En réinjectant dans l'intégrale, on obtient Une valeur approchée de In2 a 0,1 prés est donc

b n—1l .zpiy 1 4 1
[roa-n| < IS [ 0 @) a P
o N1<1+1+1+1+1>
< > [0 - £l a S G S pru el p
b0V Tk 1 5 5 5 5
n=1 Lz =~ g 1+6+?+§+§
< Z/ (- ax)M dt 1879
k= 0 :Ck ~ _— 0, 7456
b — )] 2520
= MZ [ } dt mais cette valeur n’est pas exacte. Il faut encore approximer ’approxi-
= o mation! Comment étre alors certain que l’on ne rogne pas sur la précision ?
- M Z x¢+1 Et bien, il faut étre plus fin dans le raisonnement.
n— 1 (b—a) On sait donc avec certitude que
= M Z
1879 1879
In2e€|[— —0,1; 0,1 0,646, 0, 846
_ ,(b*a)z n2 € [5550 — 0 Ligagq +0: 11 = [0,646,0,846]
= 53
(b— a)73 mais attention, n’importe quelle valeur dans cet intervalle n’est qu’une ap-
= M- m proximation & 0,2 prés!. Pour étre certain d’avoir une approximation a 0,1

pres, il faut obtenir une valeur I,, telle que

C’est ﬁniQ!

In2= / —dz. On pose alors f la fonction inverse et on a In2 € [I,, - 0,05, I, + 0,05]
1T

autrement dit, il va falloir

n—1
1 k 1
ln2—Zf(1+)<M ou M = sup|f’| 1
n n 2n a;b] — < 0,05
k=0 [ x Y,
2n
1
or, f'(z) = ——, d'ott et donc
ie. le valeur de I,, sera donc, pour n = 10
n—1
1 1 1
In2 — — < = 33464927
E S I, = 2227720 g 719
”;; I+5 20 46558 512
—_———
In Une valeur a 0,1 prés de In2 sera donc n’importe quelle valeur dans
On souhaite une valeur approchée a 0, 1 prés. Commencons par chercher n tel [I, — 0,05; I, + 0,05], c’est-a-dire, ici,
que
i <0,1 In2~0,7
on
ce qui donne Remarque : Vraie valeur de In 2 :
n=>5

In2 ~0,693147...
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Exercice 9
Attention, on ne peut pas intervertir sans réfléchir les intégrales et les limites.
Par exemple, prenons la suite de fonctions f,, déterminées comme sur le graphique
suivant

i On voit que :

1
J: * / fo(x)dz =1VYn > 2.
0

Autrement dit,

| | '
s RETOO/O fn<:n>dx:1¢0:/0 dim f(2) da

tn 1\"
0< < |z
1+t 2

D’ou, par passage a 'intégrale, on trouve

1/2 tn 1/2 1 n 1 n+1
OS/ dté/ - dt =1 - — 0

D’ou

1. Site0;1/2], on a

12 yn

lim
n—+oo J 1+t

2. SiteR*,ona
|cos(nt)t"] < "

D’oui, par passage a 'intégrale, on trouve

1 1
1
/ cos(nt)t”dt‘g/ t"dt = —0

1
lim cos(nt)t" dt =0

n—-+o0o 0

11

On rappelle que d’aprés 1’égalité des accroissements finis, il existe ¢ € R tel
que
cos X =cos0— Xsincy

D’ou
sint sint 1
|cos | — | — 1| = |—||sinc| < =
n n
donc
bl int 71
/ cos(sm)—l’dtg/ fdt:E4>O
0 n 0 n n n—+oo

En conclusion,

Tout d’abord an
lim (1 + f) — et
n—-+oo

Ensuite, on veut montrer que

1 X n
lim ((1+7> fe””)dt:O
n—-+oo 0 n

x
Or, par égalité des accroissements finis appliquée a In (1 + 7), on trouve
n

T 1
In (1 + 7> =z
n n—+c
puis
m n n
(1—"—7) —e¥ = efnre —e¥
n xn«#(;fc .
e n+c — e
= eziwnic — e*
—pr—_<
e* (e Tave — 1)

Or, si z € [0;1], on a

_c
e nte < e_'L7L+C g 1

D’ou
1

1 i 1 R
/ e$67mdx</ ((1—1—7) —ew>dt</ 0dz
0 0 n 0

Par le théoréme des gendarmes, on trouve

/1<1+2)ndx:/lezd:c:e—1
0 0
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Exercice 10

1. Lafonction f : t+— 5 est continue sur [0, 00[. Il y & donc un point critique

1414
en +o0o.
Soit z > 0.
roodt B tam #17
e T [arctant]

z—+oo T
= arctanx — arctan(0 = arctanx ——— 3

Donc l'intégrale convergence et

/+°° dt w
0 1+t2 2

+o0o
2.  Pben +o0o. D’aprés le cours, / te tdt =1.
0

+oo
3. Pb en Zoo. la fonction est impaire et / te~tdt converge, alors
0

+oo +oo
/ te~ 1! qt converge et / te”tdt = 0.
- 0

o0

On pose
1 s
f(z) = el
f est continue sur ]0; +o00[. On constate donc deux probléme d’intégration.

On observe une forme v'u. La forme est donc calculable avec

/f(x)d:c —ex

e En+oo:

b
/ flw)de = {6_;} —e bl ——1-¢!
1

e EnoO:

a a—0

! 1
/ fx)dx = [e*;} el

Les deux intégrales étant convergente, par relation de Chasles, 'intégrale de
départ est convergente et de plus,

+o0 1
/ 76_%d$:1
0 X

Pb en +o0o. En revenant a la définition, elle diverge :

/Mdt:/EQU/udt:lu2
t 2 2

s . L . o0 In(t) i
D’aprés la question précédente, on sait que Tdt diverge. Alors

1
+oo
/ In(t) it
0 t

1
Pb en 0. Converge en revenant a la définition / In(t)dt = —1
0

Pb en 0 et en +00. Converge en 0. Voyons ce qui se passe en +0o0.
Observons que Int > 1 pour tout ¢ > e. Or, 'intégrale f;oo 1dt est divergente.

Par théoréme de comparaison des intégrales, on note alors que f;oo Intdt di-
verge.
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Exercice 11
1. La fonction est continue sur ]0; +o0c[. Elle n’est pas faussement impropre en
0.

On fait une intégration par partie.

1 2

v'=1 v=t
olt u,v sont deux fonctions C! sur ]0; +o0].

e Montrons que [u(t)v(t)]> converge :

[u(t)o(t))" tn (1 + ;)

1 2
tln 5 (£ +1)
2tInt + tIn(1 + %)

Ent—0:
le tout tend vers 0 par croissance comparée.
En t — o0,

1 t 1
Ainsi,

[u(t)u(t)]y™ =0

e Comme [u(t)v(t)]goo converge, l'intégrale est de méme nature que

—+oo
2
/ dat
o 1412

qui converge (passage par arctan, a faire. . ..) et

400 1 1 +o0 +oo 92
In(l+—=)dt=|tln(1+ — ——dt =
A O K e G N e

0

13

On observe 2 problémes. En 0 et 1.

e Etude en 0. On observe que

In(1 —#2)
i S/ |
t2 t—0

La fonction est donc prolongeable par continuité en 0.
e Ftude en 1.

In(1 —#2
In(1 =) ~ In(l-1t*) — —o0
t2 t—1 t—1

Non prolongeable par continuité, il faut trouver une autre solution. On peut
essayer une intégration par partie.
2
u=In(1-1) o =-:%,
/ 1 1

’U:t2 v =

T

L’intégrale est donc de méme nature que

1
2
[ 2
o 1—t

(qui est clairement convergente en 0 car bien définie et continue) Cette inté-
grale est calculable car celle d’une fraction rationnelle. On connait d’ailleurs
une primitive qui est

141t
lnlltl
Vient de
2 1 1
=2 1=t 1+
D’out

z—1

r o2 1
/ 7dt:1n| +x‘—~++oo
o 1—12 1 —z|

‘ L’intégrale est donc divergente. ‘
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3. Pour m,

+o0o 1 +oo 1 2 +oo 2
In:/ 7@::/ id;c—/ B
o (@+1)" o (@+1)" o (@+1)"

1 Ina 51y In—1 par ipp
"ipp est
u=uzx u =1
o - _ 2\—n _ 1 1
v = (x2 4 1)n - 96(1 +x ) v = 2(—n+1) (502 4 1)—n+1
(cette ipp ne fonctionne pas si n = 1!)
On a
1 2n — 3
IL,=(1-—— I, 1=———1I,_ Vn > 2
< 2(n—1)) LS9yt "
e Calcul de I, :
I, = 2(7171)711-11_1

2(n—1)

2(n—1)—1 2(n—2)—1
2(n—1) 2(n—2) In—2

2(n—1)—12(n—2)—1 2x1—1
2?n71) 2727172) >2<><1 I

(2n—3)(2n—>5)...1
et

Or, I = g de plus,

(2n—-3)2n-5)...1= (2n —3)(2n—4)(2n—5)(2n —6)...1 (2n — 3)!

2n—4)(2n—6)...2 T2 2(n - 2)!
D’ou
_ (2n — 3)!
In= ot i —2)1"

x arctanx

La fonction z — (t22)?

en —+o0o.

est continue sur [0;4+oc[. Il y a donc un probléme

Effectuons une IPP.

1
= t =
u = arctan x U T2
=T =1 -
(1+422)2 214 a2

ot u,v sont C! sur [0; +ool.
e Etude de [uv]™ :
Comme arctan est bornée,

1
————arctanx ——— 0
214 a2 Z—>+00

u(z)v(z) =

a‘ ° converge, l'intégrale est de méme nature que

teo 1 1
s
0 2(1+2a2?)

On utilise ensuite la question précédente, ou alors on recalcule avec une IPP.

—+oo
t
On en déduit que On obtient / Tty jp=T
La fonction est continue sur [0; +o00[. Il y a a un probléme en +oc.

e Comme [uv]

—+o0
Grace au changement de variable u = +/t, on trouve / te Vidt =
0

“+o0
2/ ude™" du = 12 (d’aprés le cours.)
0
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J

r

—+oo

f:t—

est continue sur [0,1[. On a donc a priori un probléme de

t
1—t
convergence en 1.
e Voyons si la forme est faussement impropre :

ft) — 400
t—1
La forme est donc réellement impropre en 1.

e Ftudeenl:

Ne reconnaissant pas de formule usuelle, tentons un changement de variable.
On pose t = u?, dt = 2udu.

D’ou
[t T2 ( T u?—1
—dt:2/ ——du=2 du+/ )
1-t 0o V1—u? Ny vlfu2
Ensuite,
T ou?—1
V1—u?2du
\/l—u2 /
arcsin x arcsin x
u=-sint du=costdt dou \/l—uzdu:/ cos? tdt
0 0
. 9 cos2x +1
puis cos*z = ——— donne

2
z T
VI-w?du="T
/o ey

Par formule usuelle,

e

* 1
——du =
/0 V1 —u?

1
t
/M—dt:z
o V1—t 2

du = e*dr = udx

En conclusion, on a

Changement de variable u = e*

D’ou

. dm—/+m11du—/+m1du—1
e+ D(e=+1) " /i (w+DE+Du Sy (w122
(C’est une forme habituelle [ ;‘—; =-1)
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Probléme en 0 et 1.

La fonction f : ¢t~ % est continue sur ]0, 1[, prolongeable par continuité
en 0 et 1 et donc est intégrable sur ]0, 1.

Soit z €]0,1[. Chacune des deux fonctions ¢ — - et t — m se prolonge par
continuité en 0 et est ainsi intégrable sur |0, x} On peut donc écrire

_ x x
/udt / Lo - /—dt

Dans la premiére intégrale, on pose

2

u=t
et on obtient

2
Tt T2t 1
/ — dt = / oy dt = / — du
o Int o In(t?) o Inu
et donc

x IZ x "172
| [ e [ e[ o
o Int o Int o Int © Int

On note alors que, puisque z €]0, 1], 2% < x. Pour ¢ € [22,z], on a tInt < 0

et donc
r t 1 2t
tlnt ~ tlnt Int ln

ui I croissan intégr
s par croissance de l'intégrale,

x x 1 x 2
L oa< | —a< | Za
22 thlt 2 h’lt 22 th’lt
.',82 xz $2
1 1 1
x2/ —dtg/ —dt:v\x/ S
» tlnt . Int . tlnt

2

€T
Maintenant, / —_— dt
. tln

pour tout réel x de ]0, 1],

) i1
z°In2 < dt <
o Int

Quand z tend vers 1, on obtient

/ —_— dt In2
Int

— Feuille 8:

et donc

In|In(z?)] —In|lnz| = In2 et on a montré que,

zln?2
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Exercice 12
1

e =z
1. fonction prolongeable en 0 par lim — sinx = 0.
x—0 X

2. Probléme en +00, mais la fonction est paire. On peut donc étudier seulement

le cas +oc.

1 1
= €T + e T e

Or, e~ * est le terme général d’une intégrale convergente, ainsi,

+oo 1
———dxr converge

— 00

3. Probléme en +oco et 0.

T
e En 0, la fonction z — ——— est prolongeable par continuité car
e er —e

e’ —e ¥ =2z + o(x)

d’ou

I'intégrale est donc faussement impropre en 0.

e En +oo,

d’o1,

~ ze~" (intégrable)

—+o0
Finalement —— dz converge.

16

Pour la convergence, pb en 0 et 4oc.

e  Premiére possibilité de démonstration : En O :

On a
e’ —e " ~g 2z (par DL), " +e ¥ ~2
d’ott
er +e " 1

—~— 20 terme général d’une intégrale divergente.
et —e~%  2x

+o0 et L e %
D’ou / ——— dt diverge en 0, donc diverge.

e Deuxiéme possibilité : en oo :

et +e " er
>

> —=1 terme général d’une intégrale divergente.
. " tooer et
ce qui donne une autre maniére de montrer que ————— dt diverge.
0 e —e
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Probléme en +oo et 0.

ot

e Ent4c:
sinx 1 L , L
| S = terme général d’une intégrale convergente en +oo
T x
400 - —1 .
sinz sinz
D’oit la convergence de / 5 dx et / 5 dx
1 X oo X

e EnoOt:

* Méthode 1 : par accroissements finis, on sait qu’il existe ¢ €]0; x|,
sinz = x cosc V>0

s
D’ot, pour 0 < z < 3
sin x 1

z—20
T 2x

1
Or, — est le terme général d’une intégrale divergente en 0 Alnsi, par

x
théoréme de comparaison des intégrales positives, on obtient que
. ER
y 3 sinx sinx )
L’intégrale / —5— dx et donc / 5 dx diverge.
0o X x

— 00

* Méthode 2 : Méme type de raisonnement, sauf que nous n’utiliserons pas le
théoréme des accroissements finis, mais les équivalents :

on a .
sinx 1
NO —

x xT

pour z assez proche de 0, on a donc

sinz 1 1
= o =0 o terme général d’une intégrale divergente en 0
x x x

1mx

5 dz et donc
T

«
LN . . 2 S
De la méme maniére, pour « assez petit, L’intégrale /
0

oo sing .
5 dx diverge.
x

— 00

6.  Seul probléme en 400 :

cos®(z)

N
®

el‘

il y a donc convergence absolue, donc convergence.

17

* Méthode 1 : En 0
—x
—— COST ~p —
T T
D’ou, pour x positif assez petit on a
e—$
——CcoST = —
T 2z
Or, fol %ds diverge (a faire) IL y a donc divergence en 0, donc divergence.

* Méthode 2 : On étudie fog e "xdz. Or, pour z € [0; §], on a

2
CosST € l\g;l

et exp croissante, d’oll

e * V2
2

.
cosr > e 14
——

c

8=

puis méme chose qu’en méthode 1.
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° Probléme en 400 : possible changement de variable

u=2z2 du = 2v/udzx

d’ou

b b2
1
/67I21nxdz:/ efun\/adu
1 1

Or, de maniére générale, on a

d’ou
_uInvu e
2y/u 2

par comparaison d’intégrales positives convergentes, l'intégrale

0<e

YVu>1

+oo 5
/ e ¥ Inxdx converge
1
. Probléme en 0 :
On note que sur [0;1], on a

Inz <0

Si on veut montre la convergence en faisant une comparaison, il faut donc
minorer le terme général. Or, sur [0;1], on a

2
e l<e™ <=1
d’otl, comme Inx < 0,
2
O0>e'lnz>e® Inz>Inz

Or, par Ipp, on trouve que

1
/ Intdt converge
0

1
/ e tntdt
0

1
et celle de / e~ Inzdz
0

d’on la convergence de

“+o0
. . p— 2
° Conclusion : il y a convergence de / e”® Inxdx
0

18

Exercice 13
I = J par changement u — 1/u.
I+J=%5=1=J=7.
Exercice 14
° Existence de I :

La fonction f : 2+ In(sinz) est continue sur ]O, g] De plus, quand z tend vers

0,
sinrz ~x
d’ou
x .
5 <sinzx < x
X .
In (f) <lIn(sinz) <lnz <
2 N
si x<1l

1
Or, / In (g) dx existe, par suite, f est intégrable sur [O, %}
0

° Existence de J et I = J :

Le changement de variables © = Z — ¢ fournit J existe et

2
J=1

. Calcul de I :

Par suite,
/2
2 = I+J= In(sinx cos z) dx
0
/2 n2
_  _mln2 : _ _7T 1
= —Ih2 +/() In(sin(22)) dx 5
= 7r12n2 4 % [+/ In(sin ) du)
/2
| 0
mln2 1
= — T + 3 I+/
/2
D’out 09
mln
I=-—
2

— Feuille 8:

1

2

/ In(sinu) du
0

In(sin(m — t)) (—dt)) =-—rh2 1
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Exercice 15
1. Par calcul d’intégrale, on obtient simplement :

v . 1
/w2 ;dt: In |z, . :lnm

D’ou
1
lim —dt = +o0
x—0 2
x>0 x

tant
2. Pour t € [0; F], le seul probléme de continuité la fonction

t =0. Or,
tant ~g t

la fonction ¢ €]0; §]

. L X tant .
trement dit, I'intégrale — dt est faussement impropre et
0

existe pour tout X proche de 0.

Alors, on a
3x 0 3z
tant tant tant
/ an dt — / an dt + / an dqt
x t x t 0 t
—0 —0
D’ou 5
T tant
lim [ “2gr=o0
z—0 t
z>0 YT

se trouve en

t
est donc prolongeable par continuité en 0. Au-

X
tant
/ an dat
O t

19

3. Cette fois ci, la fonction n’est plus prolongeable par continuité en 0. Il faut

donc trouver une autre stratégie.

Gréace au théoréme des accroissements finis appliqué a tan entre 0 et ¢ > 0, il

existe ¢ € [0, ] tel que

tant 1
2 tcos2c

ainsi, si ¢ € [z;3x], on a ¢ € [0; 3z] puis

tant < 1
2 T tcos?z

S

<

par passage a l'intégrale, on trouve

3z 3z 3x
1 tant 1
[l [t [T,
z U - t z tcos®x

—— [ —
In3 In 3
C()Sz x
par théoréme des gendarmes, on aura
3z
tant
lim — dt =1In3
x—0
z>0 YT
Exercice 16
1. Repose simplement sur
fO)<flk)  sit>k
et
f@) = f(k)  sit<k
par décroissance de f.
— Feuille 8:
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On constate, en additionnant les termes k allant de 1 & m dans la question
précédente, que, pour tout m € N*, on a

m+1 m m
[ rma<>w < [

k=1

e Ainsi, si la série ), . f(k) converge, comme elle est positive, elle est ma-
jorée par sa limite, d’oit

m—+1 m +oo
/ fHar< S f) <3 £k)
1 k=1 k=1

On a donc affaire a une intégrale croissante et majorée, donc convergente.

e Si I'intégrale est convergente, le méme type d’argument vaut pour I'inégalité
de droite et donne la convergence de la somme.

En utilisant le méme type de raisonnement que dans la question précédente,
on trouve

—+o0

Ft)dt

[ e w<

k=n n—1

D’aprés les question précédentes, on a, pour tout n € N*, n > 2

+oo g =1 +oo g
/lt—adtgxgg/ t—adt
n— k:n n

Or,
o 1
[ hu
n (a — 1)no—1
D’oul
=k (- 1)no—t

20

Exercice 17
1. Siz € [n;n—+1],alors

1
n+1

1 ntlg 1
< —dx < —
n—|—1\/n 7 TS q

Par relation de Chasles, ceci nous donne

8
S|

<

<

d’ou

1
li — =
wim D o = e

n=1

— Feuille 8:
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Siz € [n;n + 1], alors

d’ou

L < i dz < L
(n+1)« = ), a° TS e

Par relation de Chasles, ceci nous donne, en utilisant 'inégalité de droite :

puis, en utilisant 'inégalité de gauche :

N N 1

< ~d
;(n+1)a /1 g &7

Autrement dit, par changement d’indice,
N N
1 1
n=2 1

. Si a =1, c’est la question 1.

3

21

. Si a # 1, alors

X
/1 mladf{(a_lzxa—l]:l

qui admet une limite finie quand X — +oo si et seulement si « — 1 > 0.

1
Dans (*1), on obtient donc la divergence de ) — si a < 1.
neNx T

1
Dans (*2), on obtient donc la convergence de >  — si a > 1.
nenN+ T
e Inégalité de gauche :

C’est une série a terme positifs, elle est donc supérieure a la somme de ses

. 1 5
deux premiers termes : 1 + 1= 1

e Inégalité de droite :

Dans (), par passage a la limite, on trouve
=1 too
n 1 X
n=2

+C>o1
*2<1+1:2
n

n=1
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