MATHEMATIQUES

Transformée de Laplace

BTS | Mathématiques | Groupement B1

I Objectifs du chapitre

Connaitre la définition de la transformée de Laplace et ses conditions d'existence.
Utiliser le tableau des transformées usuelles (échelon, impulsion, exponentielle,
sinusoides).

Appliquer les propriétés fondamentales : linéarité, décalage temporel et fréquentiel,
dérivation, intégration.

Utiliser les théoremes de la valeur initiale et de la valeur finale.

Définir et calculer la fonction de transfert H(s) = S(s)/E(s) d'un systeme linéaire.
Déterminer les poles et zéros d'une fonction de transfert et en déduire la stabilité du
systeme.

Effectuer une décomposition en éléments simples pour calculer la transformée de
Laplace inverse.

Résoudre une équation différentielle par la méthode de Laplace et analyser la

réponse indicielle d'un systeme du 1er et du 2e ordre.



I Situation professionnelle

Contexte : Un ingénieur en automatisme chez un fabricant de systemes de régulation
thermique industrielle doit analyser le comportement d'une boucle de régulation

controlant la température d'un four de traitement thermique. La consigne passe en

échelon de 50 °C a 200 °C.

Pour prédire le dépassement, le temps de réponse et la stabilité du systeme, il modélise

le four comme un systeme du 2e ordre avec :

e Une pulsation propre wy, = 0,5 rad/s
e Un facteur d'amortissement £ = 0,4 (régime sous-amorti)

® Un gain statique K =1

Il utilise la transformée de Laplace pour passer du domaine temporel (équations
différentielles complexes) au domaine fréquentiel (algebre des fonctions de transfert),

ce qui simplifie considérablement l'analyse.

Questions : Quelle sera la réponse en température T'(¢) apres 'application de 1'échelon

? Y aura-t-il un dépassement ? Le systeme est-il stable ? Quelle est la valeur finale ?



1. Définitions fondamentales

DEFINITION

Transformée de Laplace

Soit f(t) une fonction causale (nulle pour ¢ < 0). Sa transformée de Laplace est
l'intégrale :
400

L{f(t)} = F(s) = f(t)e ™ dt

0

ou s est une variable complexe. On note de facon équivalente :

f(t) \xleftrightarrow £ F(s)

DEFINITION

Variable complexe s
La variable s = o + jw est une variable complexe (j2 = —1):

* o = Re(s) : partie réelle — liée a I'amortissement
* w=Im(s): partie imaginaire — liée a la fréquence

® Le plan complexe (o, w) est appelé plan de Laplace ou plan complexe s

DEFINITION

Conditions d'existence (convergence)

+0o0
L'intégrale f(t) e ** dt converge si Re(s) > oy, oll o est 'abscisse de
0

convergence.

En pratique pour les BTS, toutes les fonctions physiques rencontrées (croissance au

plus exponentielle) admettent une transformée de Laplace.




DEFINITION

Transformée de Laplace inverse

L'opération inverse est notée £ :

f(t) = L7HF(s)}

En pratique, on ne calcule pas l'intégrale inverse directement. On utilise une
décomposition en éléments simples de F(s), puis on lit le tableau des transformées

usuelles.

2. Tableau des transformées usuelles

Ce tableau est fondamental. On suppose les conditions initiales nulles et ¢ > 0 pour toutes

les fonctions.

Nom Fonction temporelle f(t) Transformée F(s) = L{f(t)}
Impulsion de Dirac a(t) 1
- -~ 1
Echelon unité u(t) =1 -
s
- 1
Rampe linéaire t - u(t) —
s
5 n!
Mono6me t" - u(t)
gn+l
. o —at 1
Exponentielle décroissante e ¥ u(t)
s+a
) s
Cosinus cos(wot) - u(t) 2t wl
. . wo
Sinus sin(wot) - u(t) m
. —_— . sta
Exp x cosinus (oscillations amorties) e~ cos(wot) - u(t)

(s+a)?+ w?

wo

Exp x sinus (oscillations amorties) e~ sin(wot) - u(t) m
0

Exp x rampe (p6le double) te - u(t) (5 +a)?



Calculer £{e 3! - u(t)} directement.
+o0 +00 e—(s+3)t +oo
F(s) = / e e dt = / e (It gy — l—]
0 0 —(s+3) Jo
Pour Re(s) > —3, le terme en 400 vaut 0, donc :

1 1
PO =05 =53

On retrouve bien la ligne du tableau avec a = 3.

Lire directement depuis le tableau :

5
. AL —
e L{sin(5 ); 322—|— o
s+2
L £{€_2t COS(3t)} = m

3. Propriétés fondamentales

PROPRIETE 1

Linéarité
L{a f(t) + Bg(t)} = aF(s) + BG(s) (o, fER)

La transformée de Laplace est un opérateur linéaire.



Calculer £{3e % — 5sin(4t)} pour t > 0.

_ 3 . 20
L{3e %} = — L{5sin(4t)} = R

+ 2
3 20
s+ 2 s2 416

= L{3¢ % —5sin(4t)} =

PROPRIETE 2

Décalage fréquentiel (translation en s)

Si f(t)\xleftrightarrowLF(s), alors :
e “ f(t) \xleftrightarrow £ F(s + a)

Multiplier par e~% dans le temps revient a remplacer s par s + a dans F(s).

s
En appliquant ce théoreme a cos(wot)\xleftrightarrow L

s2 + w?

s+a
(s +a)? +w?

—at

e " cos(wgt) \xleftrightarrow £

On retrouve la ligne correspondante du tableau.



PROPRIETE 3

Décalage temporel (théoreme du retard)
f(t — T)u(t — T) \xleftrightarrow £ e 7 F(s) (T >0)

Un retard de T secondes dans le temps correspond a une multiplication par e ¢ dans

le domaine de Laplace.

PROPRIETE 4 — FONDAMENTALE

Transformée de la dérivée

L{f(t)} = sF(s) — f(07)
L{f"(t)} = " F(s) —s f(07) — f'(07)

En général, pour des conditions initiales nulles (cas BTS courant) :
c{rw} =" Fs)

Intérét majeur : la dérivation devient une multiplication par s. Une équation

différentielle devient une équation algébrique, beaucoup plus simple a résoudre.

PROPRIETE 5

Transformée de l'intégrale

E{/Otf(’r)d’r} = Fis)

Intégrer dans le temps revient a diviser par s dans le domaine de Laplace.



PROPRIETE 6

Théoréme de la valeur initiale

f(07) = lim sF(s)

S—+00

Permet de trouver la valeur de f a l'instant initial sans calculer f(t).

PROPRIETE 7

Théoreme de la valeur finale

lim f(¢) = lim s F(s)

t—+o00 s—0

Condition : ce théoreme n'est valable que si f(¢) admet une limite finie en +00, c'est-a-
dire si le systeme est stable (tous les poles de sF'(s) ont une partie réelle strictement

négative).

)
Soit F(s) = —— . Dét i li )
oit F'(s) ST éterminer lim ft)
Poles de sF(s) = i 5 ¢ unique pole en s = —2 (partie réelle négative) — limite finite.
s
: : 5 5
Mm f) =lim s Ty =lim S5 =3 =25



Soit F(s) = st

s24+4s+3°

1. Factoriser le dénominateur et trouver les poles.
2. Calculer la valeur initiale f(0T).

3. Le systeme est-il stable ? Si oui, calculer la valeur finale.

4. Fonction de transfert

DEFINITION

Fonction de transfert H(s)

Pour un systeme linéaire invariant dans le temps (LTI), a conditions initiales nulles, la
fonction de transfert est le rapport de la transformée de la sortie sur la transformée de

I'entrée :

ou E(s) = L{e(t)} est la transformée de l'entrée et S(s) = L{s(t)} celle de la sortie.

La sortie dans le domaine de Laplace est directement : S(s) = H(s) - E(s).




DEFINITION

Poles et zéros

Toute fonction de transfert rationnelle s'écrit :

(s—z1)(s—22) (s — zm)

(s —p1)(s —p2)--- (s —pn)

H(s)=K - (n>m)

e Zéros z; : valeurs de s qui annulent le numérateur (H(z;) = 0)
® Poles p; : valeurs de s qui annulent le dénominateur (|H(p;)| — o0)

® Représentation graphique : poles notés x et zéros notés o dans le plan complexe

CRITERE DE STABILITE DE LAPLACE

Stabilité d'un systeme a partir des poles

Un systeme est stable si et seulement si tous ses poles ont une partie réelle strictement

négative :

* Re(pi) < 0 pour tout ¢ — stable

® Re(p;) = 0 pour au moins un po6le — oscillations entretenues

* Re(p;) > 0 pour au moins un ¢ — instable

Les poles stables se trouvent dans le demi-plan gauche du plan de Laplace (o < 0).




s+ 2

Analyser H(S) = m

Factorisation du dénominateur : s2 + 3s + 2 = (s + 1)(s + 2)
Poles:p; = —1,pp=—2 — Zéro:z; = —2

Tous les poles ont une partie réelle négative — EUN:IR:

1
s+1

Remarque : ps = 23 = —2 — simplification : H(s) =

1

Analyser H(s§) = ———.
y (s) s 132
Discriminant : A =1—-8=-7<0

14 V7

1
Poles complexes : p1 o = avec Re(p) = 5 = 0

Au moins un pole avec partie réelle positive — @RRIVA:IR:



Visualisation : diagramme pobles-zéros dans le plan de Laplace

Plan poles-zéros — H(s) = 5(s+2) / [s(s+1)((s+1)+4)]

Polesx [___ ] Zéroso Axe imaginaire (Re=0)

I 5. Décomposition en éléments simples (DES)

La décomposition en éléments simples permet d'exprimer une fraction rationnelle F(s)
(avec degnum < degden) comme somme de fractions plus simples, afin d'appliquer le

tableau des transformées inverses.



METHODE — TYPES D'ELEMENTS SIMPLES

Cas 1: Pole réel simple p;

A.
. avec A; = lim(s —p;) F(s)
$—Di 8P

Cas 2 : Pole réel double p;

A1 4 T 2 .. d )
s — p; + (s — p)? avec Ay = sh_{ﬁ(s —pi)°F(s), A= lim — [(s —pi)°F(s)]

Cas 3 : Poles complexes conjugués —a + jwg

As+ B
(s +a)? +wj

t

L' = combinaison de e cos(wot) et e~ ** sin(wot)



; 95+ 6
Décomposer F(s) = G126
A B C

Onpose:F(s):?—l— 512 + 513

Calcul de A (multiplier par s, puis s — 0) :

55 + 6 6
= = = ]_
(s+2)(s+3)|,., 2x3
Calcul de B (multiplier par s + 2, puis s — —2) :
55+ 6 -10+6 —4
= —-—————— pu— pu— p— 2
s(s+3) -y (=2)1) -2
Calcul de C (multiplier par s + 3, puis s - —3):
5s + 6 —15+6 -9
= - pu— pu— pu— —3
s(s+2) -3 (B)(=1) 3
2 3

1
Résultat:F(s)zz—F 512 313

Transformée inverse :  f(t) = (1 + 2e % — 3e %) u(t)



Calculer £71 ﬂ .
(s+1)2+4

On identifie la forme avec a = 1, wg = 2. On réécrit le numérateur :

25+6=2(s+1)+4=2(s+1)+2-2

2(s+1) N 2.2
(s+1)2+4  (s+1)2+4

F(s) =

Par transformée inverse terme a terme :

f(t) = 2e " cos(2t) + 2e ' sin(2t) = 2e*[cos(2t) + sin(2t)]

Calculer £71 { L }

s(s+2)2
3 A B, B,
Onpose: ——— = —
oS et 2? s 512 (5427
__ 3 _3
_(8+2)2s:0_4
3 3

B3
S

§=—2 —2 2

Pour By, on identifie en développant ou en posant s =1:

3 3 B -3/2 1 3 B 1
19 473 "9 3173 % !
3/4  3/4 3/2




I 6. Application : circuit RC

Un circuit RC série est alimenté par un échelon de tension e(t) = Eyu(t) avec Ey =10V,

R =1kQ, C = 100 uF.

Equation différentielle : Résolution dans le domaine de Laplace :
RC B | y(t) = e(t) E
a r sUc(s) — uc(0) | + Uc(s) = =2
N——— S
Constante de temps : =0
T=RC=10"x10"*=0,1s (s + 1) Ug(s) = 22
s
Conditions initiales : u¢(07) =0 E
onditions initiales : ux(07) Ucl(s) = 0
s(ts+1)

Décomposition en éléments simples :

Transformée inverse :

ATTENTION — FONCTION DE TRANSFERT DU CIRCUIT RC

Uc(s)

S

La fonction de transfert H(s) = est obtenue en posant e(t) = d(t) (entrée
impulsionnelle), soit E(s) = 1:

1 1

H(s) =

1
Pole unique : p = = —10 — Re(p) = -10< 0 — @RS




7. Systémes du 1er ordre

DEFINITION

Forme canonique du ler ordre

K

He =177

e K :gain statique (rapport sortie/entrée en régime permanent)
e 7:constante de temps (s) — caractérise la rapidité de la réponse

® Poéle unique : p = —1/7 (toujours stable si 7 > 0)

Réponse indicielle (E(s) = 1/s)

PROPRIETE — LECTURE GRAPHIQUE DE T

Instant Valeur de s(t)/K Interprétation

t=r1 1—e'~632% Méthode de lecture de 7

t =271 ~ 86,5 %

t=3r ~ 95,0 % Souvent considéré comme "permanent”

t =57 ~99,3% Tres proche du régime final

La tangente a l'origine coupe la valeur finale K exactementent = 7.




Réponse indicielle — Circuit RC (1= 0,1 s)

[C—Ju_C@)=10(1-eM-ti}) T~ Tangente alorigine [~ ! Valeur finale E.= 10V

[1632%at=r=01s

12
1,0

0.8

086

Cit) / Eo

u_

0.4

02

0
0.0000 0.0760 0.1520 0.2280 0.3040 0.3800 0.4560 0.5320

Temps (s)

8. Systemes du 2e ordre

DEFINITION

Forme canonique du 2e ordre

Kw?
§2 + 2w, s + w?

H(s) =

® K : gain statique
® w, : pulsation propre non amortie (rad/s)

e ¢ (xi): facteur d'amortissement (sans dimension) — détermine le régime

Régimes selon la valeur de

Le discriminant du dénominateur : A = 4w?2(£2 — 1)



Valeur de ¢ Régime Nature des poles Comportement

E>1 Sur-amorti 2 réels négatifs distincts Pas de dépassement, réponse lente
=1 Critique 1 réel double —w, Pas de dépassement, réponse la plus rapide sans oscillation
0<éxl Sous-amorti 2 complexes conjugués Dépassement et oscillations amorties
=0 Non amorti Purs imaginaires +jw,, Oscillations permanentes
DEFINITION

Pulsation propre amortie

wd:wn\/l—§2 (0<¢&<])

C'est la pulsation des oscillations en régime sous-amorti.

Réponse indicielle — régime sous-amorti (0 < £ < 1)

—&wpt
s(t) =K |1— S sin(wqt + @) | u(t) avec ¢ = arccos(§)

Jie

PROPRIETE — PREMIER DEPASSEMENT

D% = 100 x exp| — "5

V1-¢

Le dépassement ne dépend que de & (pas de w,, ni de K).

Valeurs numériques :

3 0,1 0,2 0,4 0,6 0,7 0,8

D%  729% @ 527%  254% @ 95%  46% @ 15%




Données : w, = 0,5 rad/s, £ = 0,4, K = 1.

(0,5)2 B 0,25

Hi(s) — —
(8) = ST 20040505 £ (05)7 527 0,45 7025

Poles:s? +0,4s5+0,25=0=A=0,16—1=—0,84 < 0

. —04+5,/084
_ ; _

P12 —0,2 + 50,458

Parties réelles négatives — ([@¥N:385

Pulsation amortie : w; = 0,54/1 — 0,16 ~ 0,458 rad/s
Dépassement : D% = 100 e~™04/v08% ~ 25 4%

Conséquence pratique : Pour un échelon de 150 °C, la température atteindra au
maximum :

Tee = 200 + 0,254 x 150 ~ 238 °C

L'ingénieur doit vérifier que les matériaux du four supportent cette surtempérature

transitoire de 38 °C.



Réponse indicielle — Systéme du 2e ordre (wn = 1 rad/s) pour différents §

C—J&=02 []¢€=04 £=07 ] &=1,0(critique)

[1&=20(sur-amorti) © ~~ | Valeur finale

15

12
1,0

0,8
0,6

Sortie stk

0.4
02

0
0000 2550 5100 7650 10200 12750 15300 17.850 20400 22950

Temps normalisé wn-t (rad)

9. Résolution d'une équation différentielle par Laplace
METHODE GENERALE EN 6 ETAPES

Etape 1. Ecrire I'équation différentielle reliant 'entrée €(t) et la sortie 5(t)

Etape  Appliquer L{-} membre & membre en utilisant la propriété de

2. dérivation.

Etape 3. Substituer les conditions initiales 5(07),s'(07),... (souvent nulles).
Etape 4. Résoudre I'équation algébrique pour exprimer S(s)

Etape 5. Décomposer 5(s) en éléments simples.

Etape Calculer s(t) = L7{S(s)} par lecture du tableau des transformées

6. usuelles.




Résoudre y" + 5y’ + 6y = 6u(t) avec y(0~) =3'(07) = 0.
Etapes 2 et 3 (CI nulles) :
9 6
s*Y(s)+5sY(s)+6Y(s) = "

Etape 4 :

6
s(s+2)(s+3)

Y(s)(s* + 55 +6) = © = Y(s) =

Etape 5 — DES::

A B C
Y(s) = s | s+2  s+3
2x3 (=2)(1) (=3)(=1)

Etape 6 :

y(t) = (1 — 3¢ + 2e ) u(t)

vy . . 6 6 :
Vérification — valeur finale : lim s - =—=1=limy(t) v
s—=0  s(s2+5s+6) 6 t—00

Un circuit RL série (résistance R = 22, inductance L = 1 H) est soumis a une tension

.
@ Ri = e(t) aveci(07) = 1 A.

e(t) = 4u(t) V. L'équation est L o

Déterminer i(t) pour ¢ > 0.



10. Réponse indicielle — gain statique et régimes

DEFINITION — REPONSE INDICIELLE

La réponse indicielle d'un systeme est sa réponse a un échelon unité en entrée, le

systeme €tant au repos pour ¢t < 0. Dans le domaine de Laplace :

PROPRIETE — GAIN STATIQUE

Le gain statique est la valeur de la sortie en régime permanent pour une entrée échelon

K =H(0)=limH(s) = lim s(t)

s—0 t—+00
Entrée E(s) =1/s H(s Sortie S(s) = H(s)/s
G =15 |_, | #o |_| (5) = H(s)/
Echelon unité Systeme a inverser

Régime transitoire vs régime permanent

La réponse indicielle se décompose toujours en deux phases :

e Régime transitoire : phase de démarrage, oscillations éventuelles, dépassements. Elle
dure environ 37 a 57 pour un systéeme du 1¢" ordre, et dépend de £ et w,, pour un

systeme du 2€ ordre.
e Régime permanent : état stabilisé apres le transitoire. Sa valeur vaut K - Ey (gain

statique fois amplitude de I'échelon).



I 11. Application BTS FED — Thermostat et variateur de vitesse

o  mm Em Em mm Em Em Em E Em Em Em Em R M Em M N Em Em Em Em Em Em Em Em Em M M Em R M Em R Em Mm Em Em M M Em Em Em Em M Em Em Em Em Em M Em Em M Em Em Em Em Em mm Em Em mm Em my,

Thermostat industriel — Boucle de régulation

Un technicien en génie thermique programme le régulateur d'un four de séchage dans

une menuiserie industrielle. Le four doit maintenir une température de 80 °C pour

@)

Le modele thermique du four (mesuré expérimentalement) est un systeme du 2€ ordre :

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
. sécher des panneaux de bois. La consigne passe en échelon de 20 °C 2 80 °C (AT = 60
1
1
1
1
1
1
1
1
1
' w,=0,2rad/s,£=0,6, K =1.

1

1

1

o mm m mm mm mm mm m mm mm mm mm e o mm m mm mm m mm Em m mm M mm mm m mm mm m mm M M mm M M mm M mm M mm Em mm mm m mm mm m mm mm Em mm Em Em mm m mm Em



1. Fonction de transfert :

(0,2)2 B 0,04

H(s) = -
(8) = 23 2(0,6)(0,2)s + (0,2)2 s + 0,245 + 0,04

2. Poles : discriminant A = (0,24)2 — 4(0,04) = 0,0576 — 0,16 = —0,1024 < 0

—0,24 + j1/0,1024
N 2

D12 =—-0,124+ 50,16

Parties réelles: —0,12 < 0 —
3. Dépassement relatif :

D% = 100677T><0,6/\/170,36 — 100677T><0,6/0,8 —_ 100672,356 ~ 9,5%
4. Conséquence pratique :

Température maximale atteinte : T},,,, = 80 + 0,095 x 60 =~ 85,7 °C. Le technicien doit
vérifier que les panneaux supportent brievement 86 °C sans dommage. Si ce n'est pas

acceptable, il augmentera £ (vers 0,7-0,8) pour réduire le dépassement a moins de 5 %.

5. Pulsation amortie :

wg = wpy/1— € =0,24/1— 0,36 = 0,2 x 0,8 = 0,16 rad /s

Pseudo-période d'oscillation : Ty = 27 /wy ~ 39,3 s.



Un variateur de vitesse pilote un moteur d'entrainement de convoyeur. La fonction de

transfert vitesse/tension de commande est :

120
s2 4+ 14s 4+ 120

H(s) =

1. Identifier K, w,, et €. Préciser le régime.
2. Le systeme est-il stable ?
3. Calculer le dépassement en % pour une consigne échelon.

4. Pour une consigne de 1 500 tr/min (échelon), quelle vitesse maximale sera atteinte

?

Un procédé industriel a pour fonction de transfert G(s) =

o On le place en boucle

fermée avec un correcteur proportionnel C(s) = K.

1. Ecrire la fonction de transfert en boucle fermée T'(s).
2. Pour quelle valeur de K, obtient-on une constante de temps 7 = 0,1 s ?

3. Calculer le gain statique correspondant et I'erreur statique.



I A retenir — Formules essentielles

Définition Dérivation (CI nulles)

cirey = [ feear L{FP ()} = 5 F(s)

Intégration Valeur finale
0 S
Fonction de transfert Stabilité
H(s) = S(s) Tous les podles : Re(pi) < 0
E(s)
Systeme du ler ordre Systeme du 2e ordre
K Kuw?
H(s) = H(s) = “n
1+7s 82 + 2€wns + w2

s(t) = K(1— e ") u(t) D% — 100 ¢~/ VIE



Transformées a mémoriser

f(t) pourt >0

sin(wot) u(t)

cos(wot) u(t)

e~ sin(wgt) u(t)

e~ cos(wot) u(t)

F(s)

1l

1/s

1/(s + a)

wo/(s% + wj)
s/(s? + wj)
wo/[(s + @)? + w2

(s +a)/l(s +a)? + wi]
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I Exercice 1 — Transformées usuelles et linéarité (4 pts)

A l'aide du tableau des transformées usuelles et de la linéarité, déterminer la

transformée de Laplace des fonctions causales suivantes (t > 0).

ft) =e*(1py
.g(t) = sm(?)t) (1 pt)
. h(t) ~ — 5 cos(4t) (2 pts)

I Exercice 2 — Théoremes de la valeur initiale et finale (4 pts)

4

Soit F'(s) = m

a. Calculer la valeur initiale f(07). (2 pts)

b. Le systeme est-il stable ? Calculer la valeur finale tli+m f(t)- (2 pes)
—+00

I Exercice 3 — Podles et stabilité (4 pts)

On considere deux fonctions de transfert :

s+1 B 1
-  82-3s5+2°

a. Déterminer les poles de Hj et conclure sur sa stabilité. (2 pts)

b. Déterminer les poles de Hs et conclure sur sa stabilité. (2 pts)

I Exercice 4 — Décomposition en éléments simples (4 pts)

6
s(s+2)(s+3)

Décomposer en éléments simples F'(s) = , puis donner

£(t) = L7YF(s)}.



I Exercice 5 — Résolution d'une équation différentielle (4 pts)

- e p_dug
Un circuit RC série vérifie 7 — + uc(t) = Equ(t) avecT = 0,1, By = 10 V et
uc(07) = 0.

a. Appliquer la transformée de Laplace et exprimer Ug(s). (2 pts)

b. Décomposer puis déterminer uc(t) pour t > 0. (2 pts)



